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RESUMO 

 

              Esta disserta•‹o apresenta uma an‡lise te—rica sobre os conceitos do c‡lculo           

n‹o-standard, evidenciando os seus aspectos epistemol—gicos, filos—ficos e hist—ricos, e 

tambŽm, o papel da intui•‹o na forma•‹o dos conceitos matem‡ticos. As principais quest›es 

que suscitamos surgem das minhas experi•ncias como professora de Matem‡tica no ensino 

mŽdio e no ensino superior, por meio de questionamentos sobre o baixo desempenho dos 

�D�O�X�Q�R�V�� �H�� �G�R�� �P�H�X�� �L�Q�W�H�U�H�V�V�H�� �H�P�� �H�V�W�X�G�D�U�� �F�R�Q�F�H�L�W�R�V�� �P�D�W�H�P�i�W�L�F�R�V�� �³�I�H�F�X�Q�G�R�V�´�� �T�X�H�� �S�R�V�V�L�E�L�O�L�W�H�P��

estabelecer rela•›es. Deste modo, temos como objetivo central identificar poss’veis 

contribui•›es dos conceitos do c‡lculo n‹o-standard para o ensino mŽdio. E tambŽm, 

�F�R�Q�W�U�L�E�X�L�U���� �D�R�� �D�S�R�Q�W�D�U�� �S�U�i�W�L�F�D�V�� �S�H�G�D�J�y�J�L�F�D�V�� �T�X�H�� �S�R�V�V�L�E�L�O�L�W�H�P�� �³�Q�R�Y�D�V�´�� �I�R�U�P�D�V�� �S�D�U�D�� �D�S�U�H�Q�G�H�U��

conceitos matem‡ticos, e que podem ser desenvolvidas por professores e alunos. Nessa 

an‡lise, consideramos os pressupostos de que a aprendizagem matem‡tica no ensino mŽdio, 

resulta de um bom n’vel de articula•‹o entre os aspectos citados dos conceitos matem‡ticos, a 

intui•‹o, e tambŽm, a linguagem matem‡tica (sem exageros simb—licos) no processo de 

sistematiza•‹o e formaliza•‹o dos conceitos matem‡ticos. Inicialmente, apresentamos o 

desenvolvimento dos infinitŽsimos �± conceito b‡sico do c‡lculo n‹o-standard, e 

posteriormente, os conceitos de continuidade, derivada e integral. AlŽm disso, s‹o 

apresentadas idŽias sobre a capacidade cognitiva do aluno fundamentadas nas teorias de 

Piaget e Vygotsky, e numa perspectiva contextualizada - com base nos PCNEMs, algumas 

reflex›es acerca da Matem‡tica, da forma•‹o e aprendizagem de conceitos cient’ficos 

matem‡ticos e estratŽgias que podem contribuir, de maneira significativa, para a melhoria das 

aulas de Matem‡tica. Por fim, perante a necessidade imperativa de melhorar a qualidade do 

ensino de Matem‡tica, podemos dizer que a nossa an‡lise Ž relevante por apresentar algumas 

sugest›es no sentido de, pelo menos, minimizar os problemas relacionados com a 

aprendizagem matem‡tica no ensino mŽdio. 

 

 

 

Palavras-chave: c‡lculo n‹o-standard, intui•‹o, contextualiza•‹o, aprendizagem matem‡tica, 
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ABSTRACT 

 

This dissertation presents a theoretical analysis about the concept of non-standard calculus by 

making evident its epistemological, philosophical, and historical aspects as well as the role of 

intuition in the constitution of mathematical concepts. The main issues we suscitate in this 

work emerge from my experience as a teacher of mathematics in Brazilian high schools and 

colleges wherein I have been facing many situations involving the low performance of the 

�V�W�X�G�H�Q�W�V���D�V���Z�H�O�O���D�V���P�\���R�Z�Q���L�Q�W�H�U�H�V�W���L�Q���V�W�X�G�\�L�Q�J���³�I�H�F�X�Q�G�´���P�D�W�K�H�P�D�W�L�F�D�O���F�R�Q�F�H�S�W�V���Z�K�L�F�K���D�O�O�R�Z��

me to establish relationships with reality. Thus the central target of this work is the 

identification of possible contributions of the concept of non-standard calculus to the learning 

of mathematics in Brazilian high schools. We also attempt to contribute to this discussion by 

identifying pedagogical practices which allow the students to have new forms of learning 

mathematical concepts which, in turn, can be developed by teachers and students themselves. 

With this analysis, we consider the pressupposition that the learning of mathematics in high 

school is the result of a high level of articulation between the aforementioned mathematical 

concepts, intuition, and the mathematical language �± without any symbolic exageration �± 

during the process of systematization and formalization of those mathematical concepts. 

Firstly, we present the development of the infinitesimal �± which is one of the basic concepts 

of the non-standard calculus �± and, after that, the concepts of continuity, derivative, and 

integral. Moreover, we present some discussions involving the cognitive capacity of the 

�V�W�X�G�H�Q�W�V�� �L�Q�� �W�K�H�� �O�H�D�U�Q�L�Q�J�� �S�U�R�F�H�V�V�� �E�D�V�H�G�� �R�Q�� �3�L�D�J�H�W�¶�V�� �D�Q�G�� �9�\�J�R�W�V�N�\�¶�V�� �W�K�H�R�U�Les. From a 

contextualized perspective, we take into consideration the PCNEMs and reflect on the role of 

mathematics as well as the construction and the learning of scientific mathematical concepts 

and strategies which can contribute significantly to the improvement of mathematics classes. 

Finally, due to the imperative necessity of improving the learning of mathematics, we defend 

that the analysis contained in this work is relevant because it makes some suggestions in 

terms, at least, of the attempt of minimizing the problems related to the learning of 

mathematics in brazilian high schools. 

 

 

Keywords: non-standard calculus, intuition, contextualization, learning of mathematics, high 

school 
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740-.! 2.-8(2%)(-'.! *(! 2.-2(%'. &! (! 'A2-%27&! .=(,7'R,%7&! /0(! +72%4%'7)! &(-&%?(4)( -'(! 7!

7=,(-*%J7>()!)7'() 3'%27<!(-+%)<!/0(!7!=7&&7>() !*.!(-&%-.!) A*%.!7.!&0=(,%.,!&(:7!2.-'N-07!

(!-G.!7=,(&(-'(! '7-'7!*(&2.-'%-0 %*7*(<!2.) . !7>.,75!";!#&'71(4(2(,!0) 7!%- '(,* %&2%=4%-7,%*7*(!

9*(! +7'.;! (-',(! 2(,'.&! 2 .-'(S*.&! *(! TN&%27! (! 74>0)7&! %*A%7&! )7'( ) 3'%27&5! U;! V,717487,! 7!

W2.-'($'074%J7DG.X! 74A)! *.! 2.'%*%7-.! *.! 740-.<! .0! &(:7<! 7=,(&(-'7,! .&! 7&=(2'.&! '(R,%2.&<!

8%&'R,%2.&!(!+%4.&R+%2.&!*.&!2.-2(%'.&!(!&07&!2.-',%10%DE(&!=7,7!7!67'()3'%27!(!.0',7&!2%K-2%7&!

9+.,'() ( -'(! ,(2.) ( -*7 *7! -.&! IYB#6&;5! Z;! V,717487,!2.)! ) .*(4 . &! )7'( ) 3'%2.&<! /0(!

() 1.,7! =.&&7)! &(,! 287)7*.&! *( ! &%)=4(&<! &( ! ',7-&+.,)7)! ( ) ! =7*,E(&! 2.-+%3?(%&! M!

2.) =,((-&G.!*(!&%'07DE(&C=,.14() 75!!

!!!!!!!!!!!!!!Q(!).*.! >(,74<!'() . &!0)! (-&%-.!) 7%&!=,.14() 3'%2.!*.! /0(! A!*%?04>7*.<!'7-'.! -7!

(*027DG.!13&%27!9(-&%-.!+0-*7) ( -'74!(!) A*%.;!/07-'.!-.!-N? (4!&0=(,%.,5!6(&).!7&!) (48.,(&!

(&2.47&! (! 0-%?(,&%*7*(&! &G.! 17&'7-'(! *(&%>07%&! -.&! &(0&! 20,&.&<! )( '.*.4.>%7&<! +.,)7&! *(!

7?74%7DG.<!=,.=.&'7&!=(*7>R>%27&<!%-+,7C(&',0'0,75!B.!-.&&.!&%&'() 7!*(!(-&%-.<!=,(*.) %-7) !7!

+747! )7&&%?7! (! )7&&%+%27-'(<! =,.+(&&.,(&! )74! =,(=7,7*.&<! )74! =7>.&<! =.02.! ). '%?7*.&<! 0)!
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#$%&'(!&)*&++,-(!.&!/01#(+!2('!+/0/!&!/01#(+!31&!/,#./!-/0(',4/% !%/ ,+!(!.,20(%/!.(!31&!(!

/2'&#.&'5!6#78(9! :!2'&*,+(! '&*(#;&*&'<!7&%( +!1%!&#+,#(! .&!=/7&%>7,*/!#(!#?-&0!%: .,(!31&!

#8(! 7&%! +,.( ! +/7,+@/7A',(9! %/ +! 7&%(+! /! 2(++,B,0,./.&! .& ! 7('#>C0(! %/ ,+! D*(#7&)71/ 0,4/.(E5!

F(':% 9!/!*(#7&)71/0,4/G8(!/(!31/0!%&!'&@,'(!!#8(!7'/7/!+A!./+!31&+7H&+!*(7,.,/#/+9!78(!&%!-(I/ !!!

107,%/%&#7&9! %/ +! .&! 1%! *(#7&)7(! 31&! .&-&! *(#+,.&'/ ' ! (+! /+2&*7(+! ;,+7A',*(+9! @,0(+A@,*(+9!

*(#*&,71/,+!&!2&./IAI,*(+!.(+!/++1#7(+!&+71./.(+5!F('7/#7(9!:!2'&*,+(!/(!2'(@&++('!*(#;&*&'!

(+!%: 7(.(+!.&!,#-&+7,I/G8(!1+/.(+!#/!*(#+7'1G8(!.(+!+/B&'&+!%/ 7&%>7,*(+9!*(%( !7/%B:%!7&'!

*(%2&7J#*,/!2/'/!@('%10/'!31&+7H&+!31&!&+7,%10&%!/!'&@0&)8(!.(+!/01#(+9!&!+&#+,B,0,./.&!2/'/!

/2'&*,/'!/!( ' ,I,#/0,./.&!&!/!.,-&'+,./.&!#/!&0/B ( ' /G8(!.&!;,2A7&+&+!&!+(01GH&+!.&!2'(B0&%/+5!!

!!!!!!!!!!!!!!K!+/0/! .&! /10/! &+7>!*/./! -&4! %/ ,+!+&%!/7'/7,-(! &!(+! /01#(+!*/./! -&4! %/ ,+!

.&+,#7&'&++/.(+! .&! +&1! %(.& 0(! *0>++,*(! B/+&/.(! #/ ! 7'/#+%,++8(! .&! *(#;&*,%&#7(9!

%&%(',4/G8(!&!'&2' (.1G8(5!L'&,(9!+&'!2'&*,+(!7'/B/0;/'!/!=/7&% >7,*/!#(!&#+,#(!%: .,(!#1%/ !

2&'+2&*7,-/!.&!%(-, %&#7(9!-/',/G8(9!%1./#G/9!/!*(%&G/'!2&0(+!*(#*&,7(+!31&!7'/.14/%!&+7/+!

,.:,/+9!(+!*(#*&,7(+!.(!*>0*10(!#8(C+7/#./'.5!M/!-&'./.&9!/+!#(GH&+!.(!*>0*10(!#8(C+7/#./'.!

+8(! 1%! B(%! &)&%20(! .(! 31&! #8(! :! &+7>7,*(! #(! 2'(*&++(! .&! &#+,#(C/2'&#.,4/I&%! ./!

=/7&%>7,*/! N! :! @&*1#.(5! O'/! &+7>! &%! *(#@('%,./.&! &! ('/! &% ! *(#7'/.,G8(! *(%! /+! ,.:,/+ !

,#71,7,-/+!.(+!/01#(+5!P!1%/!(2('71#,./.&!2/'/ !/2'&#.&'!*(%!/!.,-&'+,./.&!.(+!@1#./% &#7(+!

.(!*>0*10(5!6),+7&%!.,@&'&#7&+!&!0&I?7,%/ +!2(++,B,0,./.&+5!
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CAPêTULO I 

O DESENVOLVIMENTO CONCEI TUAL DOS INFINITƒSIMOS 

!

#$%&'(!)*!+,&-'.! ,! /0*!.1,! ,.!%&$%&%-2.%3, .4!5%.-,6%+'3*&-*7!.0'.!86%3*%6'.!&,9:*. !

.06;%6'3!*&-6*!,.!;6*;,.!*!.*!)*.*&<,(<*6'3 !',!(,&;,!),.!-*38,.=!5>!*<%)?&+%'.!)*!/0*!,.!

;6*;,.!')3 %-%'3!@que uma grandeza pode ser subdividida indefinidamente ou que Ž formada 

de um nœmero muito grande de partes at™micas indivis’veis.ABCDCE7! FGGH7! 8="FIJ=! K'!

<*6)')*7! 3 0%-'.! $,6'3! '.! 6*.8,.-'.! )')'.! 8* (,.! 3 ' -*3 >-%+,.7! '(;03'.! 8,0+,! +,&<%&+*&-*.7!

,0-6'.!3 ' %.!*.+('6*+*),6'.!*!%)*&-%$%+'L.*!-'3 M23 7!'(;0&.!3'-*3 >-%+,.! /0*! '!*<%-'6'3=!N'. !

.,3 *&-*! &,! .2+0(,! OO7! 2! /0*! $,6'3 ! )*<%)'3 *&-*! $,63'(%P')'.! '.! &,9:*.! .,M6*! ,.!

%&$%&%-2.%3, .! &,.! -6'M'(Q,.! ),! 3 ' -*3 >-%+,7! $R.%+,7! (S;%+,! '3 *6%+'&,! #M6'Q'3! T,M%&.,&!

BFGFULFGI"J!&'!)2+')'!)*!VW=!

!!!!!!!!!!!!!!X'.!6*.8,.-'.! )')'.7! '! %)2%'!)*!3 ,<%3 *&-,7! '8'6*&-*3*&-*!-6%<%'(! ',! .*&.,!+,3 037!

8,623!+*6&*!)*!/0*.-:*.!,&-,(S;%+'.! )'!Y%?&+%'7!-*<*!&,!$%(S.,$,!Z*&1,!)*!C(2%'7!)%.+R80(,!)*!

['63 ?&%)*.7! &'.+%),! 8,6! <,(-'! )*! "HW! '=Y=7!&'! N';&'! \62+%'7! 03! ),.! .*0.! 3 ' %,6*.!

*]8(%+'),6*.! )'! 28,+'=! Z*&1,! -*&-'<'! )*3 , &.-6'6! +,3! .*0.! *.-0), .! '! *]%.-?&+%'! )*!

)%$%+0()')*.!&'!6*('91,!) , !.*&.,!+,303 !+,3!,!8*&.'3 *&-,!$%(,.S$%+,L+%*&-R$%+,!),!.*0!-*38,!

*7!)*.-'+,0L.*!',!+,&.-60%6!'6;03*&-,.! *&;*&Q,.,.!B3 '%.!+,&Q*+%),.!+,3,!8'6'),],. FJ7!&,.!

/0'%.! +Q'3'<'! ^! '-*&91,! 8'6'! '! %38,..%M%(%)')*! )*! +,3 86**&)*6! '! %)2%'! )*! 3,<%3*&-,! ',!

+,&.%)*6'6!/0'(/0*6!03'!)'.!.08,.%9:*.!;6*;'.7!8,6!@ mostrar-nos que o movimento n‹o pode 

ser compreendido como uma sucess‹o de estados particulares; consider‡-lo assim, equivale a 

abordar o seu estudo por um mŽtodo est‡tico que traz consigo o gŽrmen da infecundidade e 

da incompreens‹o.ABY# T#_#7! FGUG7! 8=`FHJ=! X*$*&.,6! )'! -*.*! )*! /0*! @ a realidade Ž a!

perman•ncia, aquilo que n‹o mudaAa!.*0!,Mb*-%<,!*6'!)*3, &.-6'6!/0*!,.!3 ' -*3 >-%+,.!;6*;,.!

)'!28,+'!&1,!+,&.*;0%'3!*]86%3%6!)*!3,),!+,&+ %.,! '.!6*('9:*.!*&-6*!/0'&-%)')*.!<'6%><*%.!

B%&+(0%!,!;263*&!),!+,&+*%-,!)*!%&$%&%-,J=!!

!!!!!!!!!!!!!!X,.!%&c3*6,.!'6;03 *&-,.!+, &.-60R),.!8,6!Z*&1,7!)*.-'/0*3 , .!),%.d!,!)'!X%+,-,3 %' `!

!*!,!)'!e(*+Q' f =!g!'6;03 *&-,!)'!X%+,-,3 %'!-*&-'!3 , .-6'6!/0*!,!3 ,<%3 *&-,!2!%38,..R<*(7!8,%.!

8'6'!!/0*!!03!!+,66*),6!!8,..'!!3 , <*6L.*!!),!!8,&-,!!#!!8'6'!!,!!8,&-,!!h7 !!*(*!86*+%.'!86%3*%6,!!

!
!BFJ!['6'),] , !i !'6; 03 *&-, !/0 *!+,&-6'6%'!+6*&9'.!+, 3 8'6-%(Q') '.! 8*('! 3 ' %,6%'7!,0!.*b' 7!2!03 '!, 8%&%1, !+,&-6>6%'!
',!.* &.,!+, 3 03 =!#0-,L+,&-6') %91,!(S;%+'7!)*<%),!^!'0-,L6*$*6?&+%'=!
B J̀!X%+,-, 3 %'! i!E*!03 !.*;3 *&-, !)*!6*-' !8, ) *!.*6!.0M) %<%) %),!%&)*$%&%)' 3 *&-*7!*&-1,!, !3 ,<%3 *&-,!2!%38,..R<*(!
8,%.7!8' 6'!8*6+,66?L(,7!2!86*+%.,! '&-*.! '(+'&9'6!.*0! 8,&-,! 32)%,7!'&-*.! '%&)'! '(+'&9' 6!,!8,&- ,!/0*!*. -'M*(*+*!'!
3'6+'!)*! 03 '!/0' 6-,!),!.* ;3*&-,7!*!' ..%3!8,6!)%'&-*7!ad infinitum=!BCDCE7!FGGH7!8="FUJ=!
BfJ! e(*+Q'! i! E*! ,! - *3 8,! 2! $, 63'),! )*! %&.-'&-*.! '- j3 %+,.! %&)%<%.R<*%.7!*&-1,! 03 '! $(*+Q'! *3 !3 ,<%3 *&-,! *.- >!
.*3 86*!8' 6' ) ' 7!8,.-,!/0 *!*3 !+') '!%&.-'&-*!*('!*.->!!&03 ' !8, .%91,!$%] ' =BCDCE7!FGGH7!8="FUJ=!

! "
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#$%#&'#(!)!*)&+)!,- ./)!.#!./0+1&%/#!234!5!)!*)&+)!, - ./)!.#!./0+1&%/#!(5,#&50%5&+5!!5!!!#00/,!

*)(! ./#&+56! 7)&%$809):! ;)<(#(9)! 05,*(5!, 5+#.50! #! 05(5,! *5(%)((/.#0! 54! *)(+#&+)4! &8&%#! #!

./0+1&%/#!+)+#$!23!05(=!*5(%)((/.#6!>!%)((5.)(!&8&%#!#$%#&'#(/#!058!.50+/&)6!;580!#(?8,5&+)0!

,)0+(#@#,! A85! 8,! 05?,5&+)! B/&/+)! *).5! 05(!./@/./.)! &8, ! &C,5()! /&B/&/+)! .5! *5A85&)0!

05?, 5&+)04!%#.#!8,!.5$50!%),!8, !%) , * (/, 5&+)!B/&/+)6!!

!!!!!!!!!!!!!!!!20!./0+1&%/#0!*5(%)((/.#0!B)(,#, !#!05?8/&+5!05ADE&%/#!&8,-(/%#!/&B/&/+#:!F!G!H!G!

IJK!G!IJIL!G!IJMN!G!666!6!O#$!05ADE&%/#!-!&#!@5(.#.5!8,#!*()?(5009)P!?5), -+(/%#!.5!+5(,)0!

/&B/&/+)0!5!.5!(#Q9)!/?8#$!#!F6!!

!!!!!!!!!!!!!!R#(#!S5&9)!5!)0!?(5?)04!05?8&.)!3)(?50!TIUUUV4!A8#$A85(!+)+#$/.#.5!%),!8,!&C, 5()!

/&B/&/+)!.5!+5(,)0!-4!+#,<-, !/&B/&/+)6!W$50!(#%/)%/&#@#,!A85!uma soma com infinitos termos 

tem por resultado um nœmero infinito6!>0!*#(#.)X)0!.5!S5&9)4!A8#$A85(!A85!+5&Y#!0/.)!08#!

,)+/@#'9)4! *()@)%)8! #! 5X%$809)! .)0! /&B/&/+-0/,)0! .#0! ./0%800Z50! ?(5?#04! %8[#! \concep•‹o 

discreta do nœmero se op›e a intui•‹o do cont’nuo geomŽtrico]T>^_` W_a24! IUUb4! *6LV! 54!

0), 5&+5! B)(#,! %), * (55&./.)0! c! )0! *#(#.) X)04! #! *#(+/(! .)! 0-%8$)! d_d4! A8#&.)! )0!

, #+5, =+/%)0!%(/#(#,!)!/&0+(8,5&+#$!#.5A8#.):!)0!%)&%5/+)0!.5!B8&'9)4!@#(/=@5$4!%)&+/&8/.#.5!

5!)!.5!$/, /+56!!

!!!!!!!!!!!!!!e#.#!#! /, *)( +1&%/#!.50050!*#(#.)X)0! f! ! %), * (55&09)!.#! /.-/#! .5! , ) @/,5&+)4!!

%)&+/&8#(5,)0! #! B#$#(! .5$506! R#(#! +#&+)4! 8+/$/Q#(g05g=! 8,! *)8%)! .#! $/&?8#?5,! .#! ^h?/%#!

7$=00/%#!*5$)!058!%#(=+5(!8&/@5(0#$6!

!!!!!!!!!!!!!!_.-/#0!<=0/%#0!.)0!*#(#.)X)06!

!!!!!!!!!!!!!!T_V!;5! )! 50*#')! 5!)! +5,*)! 09)!/&B/&/+#,5&+5!./@/0i@5/0!&9)!Y=!,)@/, 5&+)4!*)(-, 4!05!

Y=!, )@/, 5&+)4!)!50*#')!5!)!+5,*)!&9)!09)!/&B/&/+#,5&+5!./@/0i@5/06!!

!!!!!!!!!!!!!!T__V!;5! )! 50*#')!5!)! +5,*)! &9)!09)!/&B/&/+#,5&+5!./@/0i@5/04!5&+9)!&9)!Y=!,) @/,5&+)4!

*)(-, 4!Y=!,)@/,5&+)4!$)?)4!)!50*#')!5!)!+5,*)!09)!/&B/&/+#,5&+5!./@/0i@5/06!

!!!!!!!!!!!!!!e#!T_V!.5%)((5!)0!*#(#.)X)0!.5!\2A8/$50!5!#!O#(+#(8?#]!5!)!.#!\e/%)+), /#]4!5&A8#&+)!

A85!.#!T__V4!.5%)((5!)!.#!\j$5%Y#]!5!)!.)!\W0+#./8,] 6!

!!!!!!!!!!!!!!7)&0/.5(5,)0!#0!*()*)0/'Z 50!*!5!A!*#(#!T_V!5!T__V6!

!!!!!!!!!!!!!!*:!>!50*#')!5!)!+5,*)!09)!/&B/&/+#,5&+5!./@/0i@5/06!

!!!!!!!!!!!!!!A:!k=!,)@/, 5&+)6!

!!!!!!!!!!!!!!200/,4!*#(#!T_V!+5(5,) 0:!!!!!lT*!�o !!�aA!V!�š!Am!�Ÿ!�a*!

!
TPV!;9)!?(#&.5Q#0!A85!0)B(5,!@#(/#'Z50!/?8#/0!5, !/&+5(@#$) 0!.5!+5, *)0!/?8#/06!\2 0!05ADE&%/#0!, #/0!0/, *$50!09)!
%)&Y5%/.#0! .50.5! )! +5,*)! .)0 ! ?(5?)04! )&.5! %#.#! +5(,)! (508$+#!.)! *(5%5.5&+5!*)(! 8, #! )*5(#'9)! 0/, *$506!
e/0+/&?85,g05!.)/0!+/*)0!.5!*()?(500Z50:!#(/+,-+/%#!5!?5),-+(/%#]!T72Onoe24!IUpN4!*6I"KV6!̀#$5!(500#$+#(!A85!
)0! , #+5, =+/%)04!%),! )!%)&%5/+) ! .5!$/, /+5!c! .505&@) $@/. )!&) !0-%!d _d 4!, ) 0+(#(#, !A85! )!$/, /+5! .#! *( ) ?(5009)!
?5) , -+(/%#!#%/,#!-!/?8#$!#!I!5!*) (+#&+)4!*).5g05!*5(%) ((5(!#!./0+1&%/#!2 36!

! "



! "

#$%&'()*&+,!-.!+!./0%1+!.!+!2.30+!/4+!)*5)*)2%3.*2.!&)6)/76.)/8!.*24+!*4+!9:!3+6)3 . *2+;!<:!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!3+6)3 . *2+;!

!!!!!!!!!!!!!!=+>+8!+!./0%1+!.!+!2.30+!*4+!/4+!)*5)*)2%3. *2.!&)6)/76.)/;!

!!!!!!!!!!!!!!?>+$%8!0%$%!@AAB,!!!!C@�a!0!�o !�aD!B!�š!DE!�Ÿ!0!

#$%&'()*&+,!-.!+!./0%1+!.!+!2.30+!*4+!/4+!)*5)*)2%3. *2.!&)6)/76.)/8!.*24+!*4+!9:!3+6)3. *2+;!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!<:!3+6)3 . *2+;!

!!!!!!!!!!!!!!=+>+8!+!./0%1+!.!+!2.30+!/4+!)*5)*)2%3. *2.!&)6)/76.)/;!

!!!!!!!!!!!!!!F*5)38!%&3)2)*&+G/.!D'%HD'.$!&%/!/'0+/)1I./!@AB!+'!@AAB8!+!3+6)3. *2+!J!)30+//76.H;!

K%/!J!LH%$+8!D'.!3. /3 +!L+3!2+&+/!.//./!%$>'3.*2+/!/+M$.!%!)30+//)M)H)&%&.!&+!3+6)3. *2+8!

N.*4+!*4+!D')/!*.>%$!+!3+6)3 . *2+!57/)L+8!.!/)3 !%0+*2%$!%!/'%!0$+MH.3:2)L%;!=+>+8!D'%*&+!+!

5)HO/+5+!P)O>.*./!0.*/+'!2.$!$.5'2%&+!+/!0%$%&+Q+/!&.!N.*4+!%+!H.6%*2%$G/.! .! /%)$!%*&%*&+!

R&.3+*/2$%*&+R!%//)38!%!.Q)/2S*L)%!&+!3+6)3 . *2+!T!./2%6%!%0.*%/8!/.*&+!.*>$%1%&+;!N.*4+!

/%M)%!3' )2+!M.3!D'.!%/!0.//+%/!.3!>.$%H!.$%3!L%0%(./!&. !/.!3 +6.$;!U%!6.$&%&.8!*4+!/.!0+&.!

.*5$.*2%$!+/!0%$%&+Q+/!&.!N.*4+!L+3+!+!5.(!P)O>.*./8!$.L+$$.*&+!%+!3+6)3 . *2+!57/)L+;!V!

L.$*.!&%!%$>' 3 . *2%14+!(.*+*)%*%!5+)!$./+H6)&+!0+$!W%*2+$X!%+!3+/2$%$!%!.D')6%HS*L)%!.*2$.!%!

2+2%H)&%&.!)*5)*)2%!.!D'%HD'.$!'3 %!&.!/'%/!0%$2./;!

!!!!!!!!!!!!!!W%&%!J0+L%8!L+3! /.'! &./.*6+H6)3. *2+! L%$%L2.$7/2)L+8! %0$./.*2+'! .! %0$./.*2%!

0$+MH.3%/! D'.! &./%5)%3! %/! 3. *2./! L'$)+/%/;! Y3! &./2./! 0$+MH.3%/8! 5+)! +! ./2'&+! &+!

3+6)3 . *2+;!F*24+8!D'%H!J!%!.//S*L)%!&+!3+6)3 . *2+Z![!M+3!H.3M$%$!D'.!\o movimento de que 

estamos tratando Ž t‹o somente uma correspond•ncia entre posi•‹o e tempo.R@]V^_F- 8!

`aaa8!0;bB;!-.!&./.c%$3+/!5)Q%$!%!0+/)14+!&.!'3!L.$2+!3O6.H8!.3!&.2.$3)*%&+!)*/2%*2.!&%!/'%!

2$%c.2O$)%8!.H.!c:!*4+!/.!.*L+*2$%!3%)/8!0+)/!.*2$.!&+)/!)*/2%*2./8!0+$!3%)/!0$OQ)3+/!D'.!/.c%3 !

'3 ! &+! +'2$+8! +! 3O6.H! 0.$L+$$.'! '3 ! /.>3 .*2+8! L+3! '3%! )*5)*)&%&.! &.! 0+*2+/;! ?! L%&%!

)*/2%*2.8!+!3O6.H!./2:! .!*4+!./2:! .3!&.2.$3)*%&+!0+*2+8!0+)/! .*2$.!0+*2+!.!0+*2+8!0+$!3%)/!

0$OQ)3+/8! .Q)/2.3! '3 %! )*5)*)&%&.! &.! 0+*2+/;! [! L+3+! ser! .! n‹o ser;! ?H):/8! 0+&.G/.!

L+30$..*&.$!+!ser!L+3+!$.0+'/+!T!\./2+'!%D')8!./2+'!%D')R!.!+!n‹o ser!J!+!3+6)3 . *2+!L+3+!

'3 !2+&+!0.$L.M)&+!0.H+/!*+//+/! /.*2)&+/!@/.*/+!L+3' 3 B!G! ! \./2+'!%D')8! ./2+'!%H)R!T! \./2+'!

%D')8! ./2+'! %H)R;! ! ^.L+*9.L.$! ./ /%! D'./24+! &+!/.$! .! &+! *4+! /.$8! &+! ./2:! .! &+! *4+! ./2:! .3!

&.2.$3)*%&+!0+*2+8!J!!L+*/)&.$%$!!D'.!!+!!3'*&+!!0%//%!%!/.!!L+H+L%$!*+6+/!0$+MH.3%/!.8!*4+!J!!

!

@XB!_ . +$>!W%*2+$!@d̀bXGà`dB!./2' &+'!+!)*5)*)2+!.!5+)!+!L$)%&+$!&%!#.+$)%!&+/ !W+*c'* 2+/!*+!5)*%H!&+!/JL;!eAe ;!
-'%!2.+$)%!$.2+3 +'!'3 %!)&J)%!%*2)>%!.!/)30H./!&%!9'3 %*)&%&.,!%!)&J)%!&.!L+$$./0+*&S*L)%;!?2$%6J/!&.//%!)&J)%!
3 +/2$+'! D' .! 0%$%! 2+2%H)&%&./! )*5)*)2%/8!+! 2+&+! 0+&.! /. $! .D')6%H. *2.! %!'3 %! &.! /'%/! 0%$2./;! f. c%3+/, ! /.c%! %!
2+2%H)&%&.! &+/! * g3 .$+/ ! )*2.)$+/ ! 0+/)2)6+/8!D' . ! J! )*5)* )2%8! L+*2J3! * g3 . $+/ ! 0%$./! .! 730%$./;! ^.2)$%*&+G/.! +/ !
*g3 .$+/!73 0%$./8!0+&.G/.!0. */%$!D' .! +!$./2+!J!%!3. 2%&.!&+!D' .! /.!2)*9%!*+! )*7L)+;! !K %/!L+*2)*'%3 !%! .Q)/2)$!
2%*2+/! *g3 .$+/ ! 0%$. /! D' %*2+/! .$%3! +/! *g3 .$+/! ! )* )L)%H3 .*2. 8! +' ! /. c%8! 0%$%! L%&%! *g3 .$+! 0%$!9:! ' 3 ! *g3 . $+!
L+$$./0+*&.* 2.!)*2.)$+!0+/)2)6+;!!

! "



! "

#$%%&'()!*$+#,((-.(,!$!+$'/ + ( -0$!*$+$!1+2!%1*(%%3$!/-4/-/02!.(!(%02.$%!.(!,(#$1%$5!

!!!!!!!!!!!!!!6$,02-0$7!#2,2!*$+ #,((-.(,! $!+ $'/ + ( -0$7!4289%(!-(*(%%:,/$7!-$'$%!*$-*(/0$%7!;1(!

%(<1-.$!=2,2>2!?@ABA7!#5!C@BD7!Edeve ser de natureza a permitir que se d• conta da infinidade 

de estados poss’veis entre dois estados quaisquer; de natureza a permitir-nos trabalhar, n‹o 

s— com estados determinados, mas com a infinidade das possibilidades  entre dois estados5F!

G(! 420$7! 02+HI+ ! I ! #,(*/%$! .(%(-'$)'(,! -$'2%! 20/01.(%7! ,(-1-*/2,! J! /.I/2%! .$+/-2-0(%! K!

*,/%02)/82.2%7! 2! (L(+#)$! .2! /.I/2! .(! '()$*/.2 .(5! ! M! '()$*/.2.(! -3$! I! + 2/%! ./%*10/.2! .2!

#(,%#(*0/'2!.(!M,/%0N0()(%!K!2!4$,>2!-3$!I!+2/%!#,$#$,*/$-2)!J!'()$*/.2.(!?H2%(!.2!O&%/*2!.(!

M,/%0N0()(%D!(!%/+7!#,$#$,*/$-2)!J!2*()(,2>3$!?H2%(!.2!O&%/*2!.(!P(Q0$-D5!

!!!!!!!!!!!!!!R10,$!(L(+ #)$!.(! ;1(H,2!.(! S(<(+ $-/2!2!.(%(-*2.(2,! -$'2%!20/01.(%!4$/!2!.(,,$*2.2!

.$! + $'/ + ( -0$! */,*1)2,! 1-/4$,+(7! ;1(! (+ H$,2!.(! 2*$,.$! *$+ ! 2! +( -02)/.2.(! 4/-/0/%02! .$%!

<,(<$%!2-0/<$%7!,(*(H(1!*$-0(%02>T(%!#()2!#,/+(/,2!'(8!-2%!)(/%!.(!U(#)(,5!V%%(!E+$'/+ (-0$!

#(,4(/0$F!;1(!.$+/-$1!2%!=$%+ $)$</2%!.(!6)203$!2!=$#I,-/*$7!#2%%2!2!%(,!$H%(,'2.$!*$+$!1+!

+ ( ,$!+$'/+ ( -0$7!-3$!+2/%!/+ #$,02-0(!.$!;1(!$10,$%5!M%%/+7!2$!#(-%2,!(+ Òmovimento como 

a solidariedade do ser e do n‹o ser, da perman•ncia e da imperman•nciaF!?WRXYVZ7!C[[CH7!!

#5CD7!4/*2!2!/.I/2!.(!+$'/+ ( -0$!H(+ !*2,2*0(,/82.2!-$!*$-*(/0$!.(!'2,/:'() \ 5!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!G('(9%(!)(+ H,2,7!#$,I+ 7!;1(! $!<,2-.(! + 20(+ : 0/*$!<,(<$!M,;1/+ ( .(%!.(! Z/,2*1%2!

?CB"!9!C@C!25=D7!0,20$1!.(!4$,+ 2!/-01/0/'2]/-*/#/(-0(!.2%!#,/+(/,2%!-$>T(%!.$%!/-4/-/0I%/+$%!(+ !

2)<1-%!.$%!%(1%!/-^+(,$%!0,2H2)S$%5!Z12%!/.I/2%!%1%*/02,2+!/-^+ (,$%!#,$H)(+2%!;1(!*$-0I+!

$%! <(,+(-%! .(! ;1(! S$_(! *$-S(*(+ $%! *$+$! *: )*1)$! ./4(,(-*/2)! (! /- 0(<,2)! ?MMWRV7! @AB`a!

WRXYVZ7! C[[CHD5! M,;1/+( .(%! #$.(! %(,! *$-%/.(,2.$! $! #,(*1,%$,! .2%! /.I/2%! .$! *:)*1)$!

./4(,(-*/2)! (! /-0(<,2)7! *$+$!02+HI + ! *,/2.$,! .(!1+ 2!+20(+:0/*2! ;1( ! I!$!#,$)$-<2+(-0$! .2!

<($+ (0,/2!(1*)/./2-25!!

!!!!!!!!!!!!!!M,;1/+( .(%!+ $%0,$17!#$,! (L(+ #)$7!20,2'I%!.$! + I 0$.$!.2! (L21%03$"7! *1_2! /.I/2! I !

E(%#,(+(,F!2!;12-0/.2. (!;1(!%(!#,$*1,27!;1(,!%(_2!1+!'$)1+ (7!$1!1+2!%1#(,4&*/(!(-0,(!.12%!

$10,2%! ;1(! #$.(+ ! %(,! *2)*1)2.2%! ?I! /-./%#(- %:'()! ;1(! (%%2%! .12%! <,2-.(82%! #$%%2+! %( !

2#,$L/+2,! 1+ 2! .2! $10,2! /-.(4/-/.2+ (-0(D7!;1(! 2! :,(2! .(! 1+ ! %(<+(-0$! #2,2HN)/*$! I!

(;1/'2)(-0(!2!.$/%!0(,>$%!?C]bD!.2!:,(2!.(!1+ !,(0c-<1)$!.(!+ (%+2!H2%(!(!2)01,2a!;1(!!$!'$)1+(!!

!
?\ D!d+ 2! '2,/ :'() ! I!2)<$! ;1( !#$.(!2%%1+/,!0$.$%!$%! '2)$,(%! .(!1+! .(0( ,+ /- 2.$! *$-_1-0$!K!$,2!1+! '2)$,7!$,2!
$10,$! '2) $,5!V- 03$7!%(_2!1+ !*$- _1-0$! ; 12); 1(,!V! 4/-/ 0$!$1! /- 4/-/ 0$7! (!%(_2!L!$!%(1! ,(#,(%(-02-0(7! /%0$! I7!L! I!$!
%&+H$)$!?'2,/: '() D!,(#,(%(- 020/'$! .$ !*$- _1- 0$!V5!V)(!,(#,(%(-027!2%%/+ 7!2!' /.2!*$)(0/' 2!.( !1+ !*$-_1- 0$5!!

?"D!e!*,(./02.$!#$,!+1/0$%!S/%0$,/2.$,(%!!2$!+ 20(+ : 0/*$!<,(<$!V1.$L$!?̀[B!K!bff!25=D7!)/<2.$!J!2*2.(+/2!.(!
6)203$7!2%!/.I/2%!41-.2+(-02/%!.(%%(!+ I 0$.$5!g2)!+I 0$.$!#2,0(!.$! #,(%%1#$%0$!.(! ;1(!1+ 2!<,2-.(82!#$.(! %(,!
%1H. /' /. /. 2! /- .(4/-/ .2+ (-0(7! (! *1_$! (- 1- */2.$! *$-%/%0(! (+ : Se de uma grandeza subtrai-se uma parte n‹o 
menor que sua metade, do restante subtrai-se tambŽm uma parte n‹ o menor que sua metade, e assim por diante, 
se chegar‡ por fim a uma grandeza menor que qualquer outra predeterminada da mesma espŽcie5!P$!%I*1)$!
hijjj7! $!(+ #,(<$!.( !*$$,.( -2.2%!#(,+ /0/1!1+2!2+#)2!<(-(,2)/82>3$!.$!+I 0$.$!.(! (L21%03$5!

! "



! "

#$!%&'!$() $*'!+!#,-( !.$*/ ,(01234!#,!5,6%&$!#,!7-6-8#*,!7-*7%8(7*-.,9!'6+&!#$!,%.*,(!$:$&;6,(<!

='(!;,#$>($!$& ;*$?'*!$(($!&+.,#,!8'!;*,5'!#$! ;*,;,(-/@$(!.'-(!7,& , A!-4!'!*'BC,!$8.*$!7,8$(!

$!7-6-8#*,(!#$!&$(& '!'6.%*'!+!-?%' 6!D!*'BC,!$8.*$!(%'(!E'($(F!--4!G%'6G%$*!7,8$!+!'!.$*/'!;'*.$!

#,!7-6-8#*,!G%$!.$&!'!& $(& '!E'($!$!-?%'6!'6.%*'<!

!!!!!!!!!!!!!!H$&!#I5-#'9! ,! 7J67%6,!#$!J*$'(! $! 5,6%&$(! #$! )-?%*'(!6-&-.'#'(! ;,*! 7%*5'(!$!

(%;$*)K7-$(! +! %&! #,(! ;*,E6$&'(! G%$! .*'.'&! #,(! -8)-8-.+(-&, (9! 7,&,! .'& E+&9! ,E.$*! '!

5$6,7-#' #$!$!'!'7$6$*'/C,!$&!G%'6G%$*!-8(.'8.$9!#'#,!.$& ;,!$!$(;'/,F!,E .$*!'!.'8? $8.$!#$!%&'!

7%*5'!$!$(.%#'*!&J:- &, (!$!&K8-&, (!#$!%&'!)%8/C,<!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!L!-&;,*.'8.$! ;$*7$E$*!G%$!$&!7$*.'(!+;,7'(!#,!#$($85,65-& $8.,!#,(! -8)-8-.+(-&, (!

M,%5$!'%(N87-'!#$!*-?,*9!;,-(!!%&'!!#'(!!(%'(!! 7'*'7.$*K(.-7'!!7,8(-(.-'!,*'!($*!7,8(-#$*'#,!%& '!

G%'8.-#'#$!!#-)$*$8.$!#$!!B$*,!!$!,*'!!($*!!-?%'6!'!!B$*,<!O(.$!;*,7$((,!!#$!&%#'*!6-?$-*'&$8.$!'!

5'*-J5$6!$!7,8(-#$*'*! 5'6,*$(! 5-B-8M,! ($!7,8)-?%*'! 8'! $((N87-'!#'! '8 J6-($! -8)-8-.$(-&' 6<!P&!

$:$&;6,!7'*'7.$*K(.-7,!#$(('!(-.%'/C,!+!,!&+.,#,!#$($85,65-#,!;,*!Q$*&'.!;,*!5,6.'!#$!RS3"9!

G%$!$&!.$*&,(!#$!8,.'/C,!7'*.$(-'8'9!($?%8#,!T,U$*9!7,8(-(.$!$&A!H$V'!'!,*#$8'#' !#'!7%*5'!

#'#'!;,*!1: 3!W!X:1!Y!Z:!W![<!O8.C,9!8%&!;,8.,!5-B-8M,9!#$!'E(7-(('!:!Y!O!0,!5'6,*!#$!O!#$5$!

($*!-8#$)-8-#'&$8.$!;$G%$8,49!'!,*#$8'#'!($*J!10:!Y!O43!W!X0:!Y!O41!Y!Z0:!Y!O4!W![<!Q$*&'. !

'*?%&$8.'5'!G%$!8%&!;,8.,!#$!&J:-& , !,%!#$!&K8-&, !'!5'*-'/C,!#'!,*#$8'#'!+!#$(;*$BK5$6!

#$(#$!G%$!'!5'*-'/C,!O!8'!'E(7-(('!($V'!;$G%$8'<!!\,!#$($85,65-&$8.,!#,(!.$*& ,(9!,E.+&>($!

7,& , !*$(%6.'#,!0S:1!W!R]:!Y!Z4O!Y!0S:!W!X4O1!Y!1O3!^!]F!$8.C,9!',!#-5-#->6,!;,*!O!$!#$;,-(!

)'B$*!O!-?%'6!'!B$*,!8,(!.$*&,(!*$(.'8.$(9!,E.+&>($!'!$G%'/C,!S:1!W!R]:!Y!Z!^!]<!_,!*$(,65$*!

$(('! $G%'/C,! $87,8.*'>($! R! $! R23! 7,&, ! 'E(7-(('(! #,(! pontos cr’ticos"! #'! 7%*5'9! 0T`aOb9!

Rcc19!;<RX4<!_!;*$,7%;'/C,!#,(!&' .$&J.-7,(!$*'& !7,&!,(!*$(%6.'#,(!,E.-#,(!;$6'! ';6-7'/C,!

#,(!-8)-8-.+(-&, (9!,!G%$!,(!6$5'5'!!'!!#$)-8-*!!5'?'& $8.$!!($%(!!.$*&,(!$!'!!%('*!!($%(!&+.,#,(!!!

6-5*$&$8.$<! dC,! +! #-)K7-6! 7,876%-*! G%$! %('*!�' :! ,%! M! ,8#$! Q$*&'.! $(7*$5-'! O! +! -**$6$5'8.$<!

Q$*&'.!8C,!$:;6-7'! ;,*G %$!)'B!O!-?%'6! '!B$*,!$!($%(!(%7$((,*$(! .'&E+&!8C,!$:;6-7'&<!O(.'!

)'6.'! #$! $:;6-7'/C,! ;$*#%*,%! '.+! ,! 'E' 8#,8,! #,(! -8)-8-.+(-& , (! ;,*! e'%7MU9! T,6B'8,! $!

f$-$*(.*'((9!7,& , !.' &E+&9!'.+!,(!.*'E'6M,(!#$!_E*'M'&!b,E-8(,8<!

!!!!!!!!!!!!!!e,8.%#,9!$&!*$6'/C,!', (!7,87$-.,(!& ' .$&J.-7,(9!;,#$& , (!#-B$*!G%$!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Por muito tempo a maioria dos conceitos de que se ocupavam os 
matem‡ticos eram mal definidos; julgavam conhec•-los, porque os 
representavam com os sentidos ou com a imagina•‹o, mas deles s— tinham 
uma imagem grosseira, e n‹o uma idŽia precisa sobre a qual o racioc’nio 
pudesse atuar<!0g`hde_bL9!RccX9!;<R[ 4<!

!

!

!!0"4!g,8.,( !,8#$!'!$G%'/C,!( $!'8%6'<!!!!!!!!!

! "



! "

!!!!!!!!!!!!!!#$!$ %&'()!'(! )*+!,-..! /0!%1&$!1&2(&3%4$%56%!7%$!+(58%+9'&)!:%4()!$ &6%$069+()!

&)! 1%;1&)! 5%+%))019&)! :&1&! 49'&1! +($! :1(74%$&)! '%! 01%&<! 6&=&! '%! 3&19&>?(<! $0=9$( )! %!

6&5;%56%)@! A&1&B1&)%&5'(! C61D9E! FG"H"I<! (! :1(74%$&! '&! 6&5;%56%! +(5)9)69&! 5&! :1(+D1&! '%!

$ *6('()! :&1&!%5+(561&1!&!6&5;%56%!&!D$&! '&'&!+D13&!J!%$!D$! '%!)%D)!:(56()!A<!+($! 'D&)!

6%5'K5+9&)!7%$!$&1+&'&)L!;%($*619+&!FJ&3&49%19<!M(119+%449<!N&11(O<!PDQ;%5)!R!:1%B%19&$!(!

$ *6('(!!;1%;(!!'%!!1&+9(+S59(!!;%($*619+(<!!)%$!!)%!!:1%(+D:&1%$!!$ D96(!!+($!!(!!)%D!!19;(1I!!%!

&4;*719+&!!FT%1$&6<!!U%)+&16%)<!!V(85!W&449)I@!!T%1$ &6<!!%$!!GXYH!!'%)+(719D!!D$!!$ *6('(!!:&1&!

%5+(561&1!$0=9$( )!%!$S59$( )!&46%1&5'(!D$!:(D+( !&!3&1903%4!5D$&!%ZD&>?(!&4;*719+&!)9$: 4%)!

%!!'%9=&5'(!!&!!&46%1&>?(!!'%)&:&1%+%1!!R!!*!!(!:1(+%))(!ZD%!8(/%!+8&$&$ () !'%!['9B%1%5+9&>?(\@!!

#))%! $*6('(! B(9! ;%5%1&492&'(! %$! GX]H! :(1! V(8&55%)! PD''%! :&1&! +D13&)! &4;*719+&)! $&9)!

;%1&9)@!^&)<!&:%)&1!'()!$&6%$ 069+()!/0!'%6%1$95&1%$!6&5;%56%)<!3(4D$%)!%!+%561(S'%)"!! !5%)6&!

*:(+&<!&!1%4&>?(!%561%!956%;1&4!%!'9B%1%5+9&>?(<!+($ ( !:1(74%$&)!953%1)()!D$!'(!(D61(!)_!B(9!

%=:49+&'(!%$!GX`a!:(1!N&11(O!5D$&!B(1$ &!;%($*619+&!'9BS+94@!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!b!*:(+&! 1%D59&!&)!+(5'9>c%)!:&1&!)%!+(5)696D91<!&!:&1691!'&!&5049)%!95B9596%)9$&4<!(!

ZD%! 8(/%! +(58%+%$()! +($ ( ! +04+D4(@! b! 9'*9&! :1%'($ 95&56%! %1&! &! 9'*9&! '(! $ (39$%56(! %<!

+(5)%Zd%56%$%56%<!&!'&!&>?(<!&!'&!3&19&7949'&'%@!M1&5)B(1$&>?(<!'%:%5'K5+9&<!3&1903%4L!(5'%!

%5+(561&1! (!95)61D$%56(!$&6%$ 069+(!&'%ZD&'(!ZD%!5?(! )($%56%!1%B4%69))%!%))&)!9'*9&)<!$&)!

ZD%!&)!6(15&))%$!(:%1&+9(5&49203%9)@!e&!3%1'&'%<![as tŽcnicas estavam ˆ m‹o, o que faltava 

era um senso de universalidade das regras\!FNf g #h<G""i<!:@G`I<!:(9)!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Cada problema exigia uma abordagem diferente e o sucesso dependia da 
engenhosidade geomŽtrica, habilidades com a ‡lgebra e uma boa dose de 
sorte. Era preciso estabelecer procedimentos gerais e sistem‡ticos que 
permitisse resolver com efic‡cia e efici•ncia os problemas. F^bfh<! iaaY<!
:@"]I. 

   
              ̂D96()! B(1&$! ()! B&6(1%)<! '%! +%16&! B(1$&! %=6%15()! j! ^&6%$069+&<! :1('D29'()! :%4()!

$(39$ %56()! F1%4&>c%)I! '&! )(+9%'&'%! ZD%!+(56197DS1&$! :&1&! (! '%)%53(439$%56(! '()!

95B9596*)9$( )@!b!95ZD9%6&>?(!'()!;1%;()!)(71%!(!95B9596(!!:1(:(1 +9(5(D!'9)+D))c%)!B94()_B9+&)!

+&4(1()&)k! (! 497%1&49)$( ! '%! l((E%! ZD%! :1(:(1+9(5(D! j! 7D1;D%)9&! &! 7&)%! 6%_19+&! :&1&! &)!

$D'&5>&)!:(4S69+&)!%!%+(5m$9+&)k!&!%=:4(1&>?(!$ &1S69$&!/0!5()!)*+D4()!,-!%!,-.!ZD%!6958&!

:(1!(7/%693(!5?(!'%9=&1!5%58D$!+&56(!'(![$ D5'(\ !)%$!)%1!39)96&'(k!(!)9)6%$&!8%49(+K5619+(!

'%! J(:*159+(! ZD%! $%=%D! 5&! B(1$&! '%! :%5)&1!39;%56%k! n%:4%1! ZD%! +($! )D&)! 4%9)! )(71%! (!

$(39$ %56(!:4&5%6019(!%49$95(D<!'%!D$&!3%2!:(1!6('&)<!&!+(5+%:>?(!;1%;&!'%!D$!9$&;95019( !

;%(+K5619+(k!&!$%+o59+&!+%4%)6%!'(!)*+@!,-...@k!%!(D61&)@!!

 

F"I!A( 56(!+%561&4!'%!D$&!B9;D1&@       
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! "#

!!!!!!!!!!!!!!$!%&%'()*+(,-.! /.! 0*1'.!/(! 2.,%1(,-3'%!4%1%0*('*5! /*6)7&30.! /(!8%0*0(35! (+! "9:;5!

*,-*-30%/.!Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione! promota, 6(<3,/.!

=-'3*>! ?"@A@5! &B"9CD5! Eestimulou um nœmero consider‡vel de matem‡ticos, em diferentes 

pa’ses, a estudar problemas que envolviam infinitesimais.F!G%'%!.!H*6-.'*%/.'!I1(6!?"@@;D5!%6!

'%7J(6!/(6-(!0*1'.!'(+.,-%+!%!K(+ L)'*-.!?)B!M"#!%B4BD!(!N'O3*+( /(6!?)!PACQP"P!%B4BD5!+%6!%!

63%!+. -*1%RS.!-%01(J!(6-(T%!,%6!-(,-%-*1%6!/(!U(&0('! /(!%)H%'!)('-%6!V'(%6!(!)('-.6!1.03+(6B!

I1(6!-%+WX+ !)H%+ %!%-(,RS.!&%'%!.!)%'V-('!&'.0*Y.!(!&.3).!)0%'.!/%!.W'%5!O3%,/.!/*J!O3(!X!

/*Z7)*0!/(6).W'*'!.!O3(!4%1%0*('*!(,-( ,/*%!&.'!E*, / *1*671(0FB!!

Tudo indica que um indivis’vel de uma por•‹o plana dada Ž uma corda 
dessa por•‹o e um indivis’vel de um s—lido dado Ž uma sec•‹o desse s—lido. 
Considera-se que uma por•‹o plana seja formada de uma infinidade de 
cordas paralelas e que um s—lido seja formado de uma infinidade de sec•›es 
planas paralelasB!?I[I=5!" @@;5!&BMP;DB!

!!

G.'X+!4%1%0*('*!%'<3+( , -%1%!O3(!Z%J(,/.! /(60*J%'! )%/%!3+! /.6! (0(+ (,-.6! /.! ).,T3,-.! /%6!

).'/%6! &%'%0(0%6! /(! 3+%! &.'RS.! &0%,%! /%/%!%.! 0.,<.! /(! 6(3! &'L&'*.! (*Y.5! /(! + ./.! O3(! %6!

(Y-'(+ */%/(6!/%6!).'/%6!%*,/%!/(6)'(1%+!3+!).,-%-.!).,-7,3.5!%!V'(%!/%!,.1%!&.'RS.!&0%,%!X!

*<3%0! \! /%! .'*<*,%05! 3+%! 1(J! O3(! %+W%6! 6S.!Z.'+ %/%6! /%6! +(6+%6! ).'/%6B! G'.)(/*+(,-.!

%,V0.<.!1%0(!&%'%!.6!6L0*/.6B!

!!!!!!!!!!!!!!G%'%!2.]('! ?"@CMD5!,.! + X-./.! /( ! 4%1%0*('*!,S.! H%1*%!,(,H3+! &'.)(66.! /(!

%&'.Y*+%RS.!).,-7,3%5!,(+!.+ *66S.!/(!-('+ .65!!&.*6!!(0(!!36%1%!!3+%!(6-'(*-%!).''(6&.,/^,)*%!!

3+ !%!3+!/.6!(0(+ (,-.6!(+!/3%6!).,Z*<3'%R_(6B!`(,H3+ !(0(+(,-.!('%!/(6)%'-%/.5!O3%0O3('!

O3(!Z.66(!%!/*+( ,6S.B!I5!!

Os indivis’veis, ou infinitŽsimos fixos, eram aplicados com tanto •xito a 
problemas de mensura•‹o de ‡reas e volumes, que o postulado fundamental, 
que geralmente recebe o nome de Òteorema de CavalieriÓ, permanece 
intacto nos textos  elementares atŽ os dias de hojea!Se dois s—lidos (ou 
regi›es planas) t•m alturas iguais, e se sec•›es paralelas ˆs bases e a 
dist‰ncias iguais delas est‹o sempre numa dada raz‹o, ent‹o os volumes (ou 
‡reas) dos s—lidos (ou regi›es) tambŽm est‹o nessa mesma raz‹o.!?2$bIc5  
"@@P5!&B"" DB!

!
4%1%0*('*!-%+WX+ 5!!(+ W.'%!,S.!-(,H%!6*/.!.!d,*).!%!3-*0*J%'!%!*/X*%!/.6!*,Z*,*-X6*+. 65!&.*6!%!

+ (6+ %! (6-%1%+! 6(,/.! %+ &0%+ (,-(! 36%/%! &.'! &(66.%6! O3(! (6-%1%+! %! &%'! /.6! &(,6%+(,-.6 !

+ %-(+ V-*).6!/%!X&.)%5!%!%&0*).3!%!3+%!1%'*(/%/(! /(! ,.1.6!&'.W0(+ %6!/(!Z.'+%!(,<(,H.6%B!

?2$bIc5!"@@PDB!

!!!!!!!!!!!!!!$W6('1%Q6(!&.'X+ 5!O3(!%&(6%'! /%! )'7-*)%! O3(! .! H*6-.'*%/.'! e.f%'/! I1(6! Z%J! %.!

)%'V-('! &.3).! )0%'.! /.6! *,/*1*671(*65! '().,H()(! O3(! %6! */X*%6! /(! 4%1%0*('*(! Erepresentam 

ferramentas poderosas para o c‡lculo de ‡reas e volumes e, ademais, sua base intuitiva pode 

! "#



! ""

facilmente tornar-se rigorosa com o c‡lculo integral moderno#$%&%'(!"))*(!+,-./0,!12345!6!

27789(! :;<! 2! =<>;3?8?2?<! ?27! 7;27! 8?6827! 4@9! 78?5! A<>53B<>8?2! +5A! 924<9C48>57!

>534<9+5AD3<57,! E9! <F<9+G5! ?<77<! A<>53B<>89<345! 2+2A<><! <9! 2GH;37! 4A2I2GB57! ?5!

A<3592?5! 924<9 C48>5! IA278G<8A5! %G53! J2H<7! J892(! 2;45A! ?<! ?8K<A757! G8KA57! ?<?8>2?57! 25!

<37835!?27!8?6827!924<9C48>27!357!3LK<87!7;+<A85A!<!96?85,!!

!!!!!!!!!!!!!!%9!7<;!G8KA5!Medidas e Forma em Geometria! ?<! "))"(! %,! J2H<7! 9574A2! 5! K2G5A!

+AC48>5!?5!+A83>L+85!?<!M2K2G8<A8!+2A2!>2G>;G2A!5!K5G;9<!?57!7NG8?57!<!5!<3;3>82!?2!7<H;834<!

=5A9 2O! Sejam A e B dois s—lidos. Se qualquer plano horizontal secciona A e B segundo 

figuras planas com ‡reas iguais, ent‹o vol (A) = vol (B),!

!!!!!!!!!!!!!!P+<72A!?<!3Q5!?<95374ACRG5!+587!6!;9 !4<5A<92"S!(!J892!$"))"2(!+,T"0!5!2><842!>595!

K<A?2?<8A5!<!?8U!:;<!6!+G2;7LK<G!5I7<AK2A!:;<!Vduas fatias muito finas, de mesma altura, cujas 

bases t•m a!mesma ‡rea, t•m aproximadamente o mesmo volume.#!!W2!K<A?2?<(!+5?<R7<!?8U<A!

:;<!5!K5G;9<!?<!>2?2!7NG8?5!6!2!7592!?<7727!=24827(!5;!7<X2(!5!+A83>L+85!A<?;U!5!>CG>;G5!?<!

K5G;9<7!25!>CG>;G5!?<!CA<2,!%(!+2A2!J892!$"))"2(!+,YYRY)0(!Vo mŽtodo mais eficiente e geral 

que se usa hoje em dia para obter as f—rmulas do volume e da ‡rea dos chamados Òtr•s 

corpos redondosÓ(cilindro, cone e esfera) Ž o c‡lculo infinitesimal, com a integra•‹o de 

fun•›es elementares.#!!!

!!!!!!!!!!!!!!Z;4A5!G8KA5! 89+5A4234<! <7>A845! 3<74<! +<AL5?5! =58!AritmŽtica infinitorum! $"/**0(! ?<!

[5B3!\ 2GG87,!]2A2!%K<7!$"))*0(!\2GG87!=58!;9!?57!9 24<9C48>57!9287!>2+2U<7!<!5A8H83287!?<!7<;!

4<9+5,!^58!;9!?57!+A89<8A57!2!?87>;48A!27!>_38>27!>595!>;AK27!?<!7<H;3?5!HA2;(!<9!K<U!?<!

>5378?<ACRG27!>595!7<>`a<7!?<!;9!>53<!<(!7<;!G8KA5(!2+<72A!?<!2GH;927!89+<A=<8`a<7!GNH8>27(!

9 234<K<R7<!>595!;9!4A242?5!b!95?<G5!+5A!9; 8457!2357,!W<77<!G8KA5!2A849<48U5;!2!Geometria 

indivisibilibus! ?<! M2K2G8<A8! ! <(! 7<H;3?5! '4A;8c! $")Y)(! +,"TS0(! Vos seus mŽtodos de 

relaciona•‹o com processos infinit‡rios eram muitas vezes grosseiros, mas ele obteve novos 

resultados. Introduziu sŽries infinitas e produtos infinitos e usou com grande arrojo 

expoentes imagin‡rios, negativos e fracion‡rios.#!

!!!!!!!!!!!!!!d!<K8?<34<!:;<!2!:;<74Q5!75IA<!5!:;<!7Q5!!57!!83=8384678957!!>53483;2e!!<34Q5!+5?<957!

+<AH;342AO! >595! <742! 8?682! =58! <74;?2?2f>59+A<<3?8?2! 2! +2A48A! ?5! 76>;G5! g&hh(! >59! 2!

83K<3`Q5!?5!>CG>;G5! :;<!6!>5378?<A2?2! ;92!83K<3`Q5!783H;G2A!32! i24<9C48>2(!927! :;<!357!

A<9<4<!257!HA<H57!+2A2!>59+A<<3?<A!5!7<;!?<7<3K5GK89<345!25!G53H5!?57!4<9+57,!P7!8?6827!

:;<! =;3?29 <3429 ! 5! >CG>;G5! =5A29! ?87>;48?27! +5A! 83j9<A57! 924<9 C48>57(! 927! 5!

A<>53B<>89<345!257!4A2I2GB57!?<!W<k453!<9!"//*R//!<!!?<+587(!!83?<+<3?<34<9<34<(!!J<8I38U!!!

!

$"S0!]A5+578̀Q5!:;< !?<K<!7<A!+A5K2?2!+2A2!7<A!2><842!>595!K<A?2?<!<9!;9 2!?<4<A9832?2!4<5A82,!!

! ""



! "#

$%! "&'()'&*! +$,$)-$! ./! 01/2$131-%/ ! 4+$5$-6! 0/3! 7$3$%! 0$38$91+/! :;$! <.57.,.! ;%. !

=$2$3.51>.?@/! 0.3.! .-! 3$=3.-! AB! $C1-7$27$-D! $27@/! +$-$2,/5,$3.%! ;%! %E7/+/! =$3.5! 0.3.! -$!

$28/273.3! .! 7.C.! +$! %; +.2?.! +$! 03.718.%$27$! :;.5:;$3! <;2?@/F! G--1%*! H$I7/2! $! J$1921>!

-$3@/!-$%03$!%$281/2.+/-!A;27/-!8/%/ !12,$27/3$-!+/!8B58;5/F!K.%9E%*!0/+$)-$!.<13%. 3!:;$!

8/%!/!8B58;5/!-$!12181/;!.! domestica•‹o!+/!12<1217/*!1+E1.!:;$!-$%03$!<.-812/;!/-!-B91/-!+.!

L3E81.!G271=.F!

!!!!!!!!!!!!!!M.3.!3$</3?.3!/! 01/2$131-%/ !+$!H$I7/2!$!J$1921>*!,$A.%/ -!/!:;$!+1--$!/!% . 7$%B718/!

$!N1-7/31.+/3!N/5.2+O-!P73;1Q*!:;$!73.9.5N/;!$%!LR7712=$2!$!2/!STK*!2/-!U-7.+/-!V21+/-W!

Um mŽtodo geral de diferencia•‹o e integra•‹o, derivado da compreens‹o 
de que um processo Ž inverso do outro, somente p™de ser descoberto por 
homens que dominaram o mŽtodo geomŽtrico dos Gregos e de Cavalieri, 
assim como os mŽtodos algŽbricos de Descartes e Wallis. Estes homens s— 
poderiam ter aparecido depois de 1660, e na realidade surgiram com as 
figuras de Newton e Leibniz.  4PKXVTY*!"Z[Z*!0F"'' ).!

!
!!!!!!!!!!!!!!H$I7/2!2@/!;-.,.! .! $C03$--@/!\8.58;5/!+1<$3$281.5!$!127$=3.5] !2/ -!-$;- !73.9.5N/-*!7.5!

$C03$--@/! E! 83$+17.+. ! .! J$1921>! 0/3! 7$3! 12,$27.+/! ;% ! -1-7$%.! +$! 2/7.?@/! $<181$27$! 0.3.! / !!

+$-$2,/5,1%$27/!+/!8B58;5/F!H$I7/2*!0/3E%*!03$<$31.!8N.%.3!-;.!12,$2?@/!+$!\%E7/+/-!+/-!

<5;C^$-]F!_! :;$!8N.%.%/-!N/A$!+$! \:;.271+.+$-!,.31B,$1-]!$5$!8N.%.,.!+$! \<5;$27$]F!M.3.!

S./3!4#``(*!0F!"`(6*!03/<$--/3!+$!a1-7b31.!+.!S.7$%B718.!2.!J/c/5.!V21,$3-17c*!$%!dN18.=/*!

Òa escolha desta palavra revela o funcionamento de sua mente. Newton era tanto f’sico 

quanto matem‡tico. Sua vis‹o de mundo era din‰mica, onde tudo se encontrava num estado 

cont’nuo de movimento, causado por for•as conhecidas.]!

!!!!!!!!!!!!!!G!12,$2?@/!+/-! \<5;C^$-]!0/3!H$I7/2*! -$=;2+/!P73;1Q!4"Z[Z6*!$-7B!51=.+.! ./-! -$;-!

$-7;+/-!-/9 3$!-E31$-!12<1217.-!.73.,E-!+.!G317%E718.!+$!e. 551-F!U--$!$-7;+/ !/!.A;+/;!.!$-7$2+$3!

/! 7$/3$%.! +/! 912f%1/"" ! .! $C0/$27$-! <3.81/2B31/-! $! 2$=.71,/-! $! g! +$-8/9$37.! +.-! -E31$-!

912/%1.1-F!d/%!.-!-E31$-!912/%1.1-!$-7.9$5$8$;!.! 7$/31.!+/-!\<5;C^$-]!0. 3.!7/+.-!.-!<;2?^$-!h!

.5=E9318.-!/ ; !73.2-8$2+$27$-F!i;.27/!.!2/7.?@/*!H$I7/2!;- .,.!5$73.-!0/27$.+.-!4!,�x*C�x*c�x*>�x6!

0.3.!3$03$-$27.3!/-!\<5;C^$-]!$!5$73.-!-$%!0/27/-!4,*C*c*>6!0.3.!/-!\<5;$27$-]F!

!!!!!!!!!!!!!!j$-$A/!/9-$3,.3! :;$! .-! 1+E1.-!-/93$!/-! 12<1217E-1%/ -! .0.3$8$%!2/-! <;2+.%$27/-!+/!

8B58;5/!12<1217$-1%. 5!+$-$2,/5,1+/!0/3!H$I7/2!$!J$1921>F!!

!!!!!!!!!!!!!!_-! 12<1217E-1%/ -! +$! H$I 7/2! $3.%! 8N.%.+/-! \ %/%$27/-! +$! <5;C^$-]!$! $3.%!

3$03$-$27.+/-!0/3!,�x`*!C�x`*!c�x`*!>�x`*!-$2+/!`!4>$3/6!\;%. !:;.271+.+$!12<1217.%$27$!0$:;$2.]F!

M/+$)-$*!!-$=;2+/!!H$I7/2*!!$%!!:;.5:;$3!!03/95$%.*!!!+$-03$>.3!!!/-!!!7$3%/-!!!:;$!!.0.3$8$%!!

!!!!!!!!!!!!!!!
4""6!_!7$/ 3$%.!912/ %1.5!0.3. ! 0/7O281.-! 127$13.-! $3.!8/ 2N$81+/! 2.!U; 3/ 0.! 0$5/ !%$2/- !+$-+$! "k#' *!4l _mUX*!
"Z'n*!0F#["6F!S.-!8/;9$! .!H$I7/2!</32$8$3!.-!$C0.2-^$-!8/%/ !0.37$!+/! -$;!%E7/+/!+$!-E31$-!12<1217.-!0/3!,/57.!
+$!"&&n)&kF!

! "#



! "#

$%&'()&(*+,-. !!)-/!!)-'01*(+.!,2!3!452/-6!(7%+(.!+!-%!$+(-/2.! 8%2!9!2!-:'2/! +..($ !%$+!28%+;<- !!!!!!!!!!!

21=-&=21,-! +.! *--/,21+,+.! >! 2! ?! ,-! )-1' -! 72/+,-/! ,+! *%/=+! 2! .2%.! @&%>-.! >�x! ! 2! ?�xA!!!!!!!!!!!!!

B+:2$- .! 8%2! C2D'-1! ,2%! =E/(-.! 2>2$)&-.! ,2 ! *-$ - ! @%1*(-1+! -! F$G'-,-! ,-! @&%>H2.IA! B2%!

)-1'-!,2!)+/'(,+!@-(!*-1.(,2/+/!,%+.!=+/(E=2(.!8%2!.2!/2&+*(-1+$!+'/+=G.!,2!%$+!28%+;<-A!

!!!!!!!!!!!!!!J2K+$- .! *-$ - !2&2!)/-*2,2! )+/+!!21*-1'/+/!-!F@&%>-IL!(.'-!GL!+!,2/(=+,+!,2!?!M!>9!A!N!

8%+1'(,+,2!>!2/+!*-1.(,2/+,+!*-$ - !%$+!8%+1'(,+,2!F@&%21'2IL!=+/(+1,-!!*-$ !!-!!'2$)-A!!O(5(+!!

C2D'-1P!Deixemos  que  x  flua  por  um tempo pequeno, de maneira que se chega a tornar-se  

x + dx, onde dx Ž um acrŽscimo evanescente ou infinitesimal de x. Temos ent‹o:                   

(x + dx)2 = x2 + 2xdx + (dx)2 , sendo o acrŽscimo de y igual a 2xdx + (dx)2 . A raz‹o entre os 

acrŽscimos ou incrementos Ž:   2xdx + (dx)2 = 2x + dx.  Deixando dx desaparecer, a raz‹o se 

                                                          dx 

torna 2xA! 

!!!!!!!!!!!!!!Q-7-!+!,2/(=+,+!,2!?!M!>9!G!9>A    

!!!!!!!!!!!!!!C2D'-1!+@(/$+=+!8%2!+!/+5<-!21'/2!-.! @&%>-.!?�xR>�x! G! +! $2.$ +! 8%2! SE! 21'/2! -.!

(1*/2$21'-.!-%!+*/G.*($-.!2=+12.*21'2.A!Q-7-!?�xR>�x!!M!9>!L!-%!.2K+L!!?!M!9>>�xA!

!!!!!!!!!!!!!!T%'/-!2>2$)&-!G!-! ,+! 28%+;<-!*U:(*+!>#! V! +>9! W! +>?! V! ?#! M! 3! 8%2! 1-.! )2/$('2!

2>)/2..+/!+!'+>+!,2!=+/(+;<-!,2!>!2$!'2/$-.!,+! '+>+!,2!=+/(+;<-!,2!? !2!=(*2X=2/.+L!)+/+!*+,+!

)-1'-!Y4>?6!,+!*%/=+A!

!!!!!!!!!!!!!!O+,+!+!28%+;<-!>#!V!+>9!W!+>?!V!?#!M!3!L!.%:.'('%(1,-!>!)-/!>!W!>�x3!2!?!)-/!?!W!?�x3L!

-:'2/X.2XEP!

!!!!!!!!!!!!!!>#!W!#>9!>�x3!W!#>4>�x369!W!!4>�x36#!V!+>9!!V!9+>!>�x3!X!+4>�x369!!W!+>?!W!+>!?�x3!W!+?!>�x3!W!!

!!!!!!!!!!!!!!+!>�x3!?�x3!X!!?#!V!#?9!?�x3!V!#?4?�x369!!X!4?�x36#!M!3!!

!!!!!!!!!!!!!!N7-/+L!)-/! S()Z'2.2L!>#! V! +>9! W! +>?! V! ?#! M! 3! L! )-/'+1'-! L! 2&($(1+1,-! -.! '2/$ -. !

/2$ +12.*21'2.!4/2.'+1'2.6!,(=(,(,-.!)-/!F3IL!@(*+/EP!!

!!!!!!!!!!!!!!#>9>�x!W!#>!>�x>�x3!W!>�x#33!V!9+>!>�x!V!+!>�x>�x3!W!+>�x?!W!+>!?�x!X!#!?9?�x!W!+!>�x?�x3!V!!

!!!!!!!!!!!!!#??�x?�x3!!!V!!?�x#33!M!3!

!!!!!!!!!!!!!![+.! =(.'-! 8%2!.2! .%)H2!F3I! (1@(1('+$21'2! )28%21-L! )+/+! 8%2! )-..+! /2)/2.21'+/!

$-$ 21'-.! ,2!8%+1'(,+,2.L!-.! '2/$ -.!8%2!2.'<-!$%&'()&(*+,-. ! )-/!2&2!.<-!(1.(71(@(*+1'2.!2$!

/2&+;<-!+-.!-%'/-.\!)-/'+1 '-L!/2K2('-X-.!2!@(*+P!

!!!!!!!!!!!!!!#>9!>�x!V!9+>>�x!W!+>�x?!W!+>?�xV!#?9?�x!M!3!L!!!!,-1,2!!!!?�x!!!!!M!!!!!#>9!!V!9+>!W!+?!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!>�x!!!!!!!!!!!!!!!#?9!V!+>!!

!!!!!!!!!!!!!!C2..2!2>2$)&-L!.27%1,-!B'/%(]!4"^_^6L!C2D'-1!$-.'/+!8%2! )21.+=+!1+.! ,2/(=+,+.!

*-$ - ! .21,-! =2&-*(,+,2.L! $+.! '+$:G$ ! (,21'(@(*+! %$+! *2/'+! ($)/2*(.<-! 1-! .2%! $-,-! ,2!

! "#
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$%&'$(()*+!,(!(-. /*0*( !123!()*!4$'*(5!6)*!789787:$(7.; 7(5!,<!()*!8=.$'*(!9787:*(5!>;. / ?. @!

:;0!&*(7A)*!$(:B!0*8C$!D$!($'!E0;';+!F$G:*8@!&*'?.@!:$8:*<!$(E0;'$EHI0;!$.!(<;!*/';! Principia 

&*'! '$J$':$'! ;(! & ' 7. $7';(! 7D?7;(! '<D$(! (*/'$! * (! 78E'$.$8:*(! 1789787:;. $8:$! &$K<$8*(3! $.!

1. *.$8:*(3  $! ;(! D797E<0D;D$(! K<$! ($! *'7C78;J;. ! D;! E*.&'$$8()*@! .$0L*'@! D;! 9;0:;! D$!

E*. &'$$8()*!D;!:$*' 7;!D*(!190<%M$(3@!E*8D<47';. !;! .<7:;(!E*89<(M$(!$!;!<.;!E'-:7E;!($J$';!

D*!/7(&*!N$'O$0$P+!

!!!!!!!!!!!!!!Q;(!8)*! ?!(R!7((*S!E*. !;! 78J$8A)*!D*!EB0E<0*!'$(*0J$';. I($!&'*/0$. ;(! C$';7(!E*. *T!

Dada uma curva e um ponto P sobre ela, define-se a inclina•‹o da curva e da reta tangente ˆ 

curva nesse ponto. 

!!!!!!!!!!!!!!U$7/874!<. !D*(!78J$8:*'$(!D*!EB0E<0*!$. !"VWX@!YB!:78L;!$. !"VWW!<. !(7(:$. ;! /$ .!

D$($8J*0J7D*! $! 9<8E7*8;0+! 6<;(! 7D?7;(@! D$(D$!*! E*. $A*! ($! D79$'$8E7;.! D;(! D$! F$G:*8+! Z(!

7D?7;(! D$! F$G:*8! ($! / ; ($;J;. ! 8;! [-(7E;! \! $0$! E*8(7D$';J;! <.! 90<%)*! E*. * ! <.;! :;%;! D$!

.<D;8A;@! *<! J$0*E7D;D$@! D$! <.! &*8:*! E<Y*!.*J7 . $8:*! E*8:-8<*! C$';J;! ;! E<'J;! P! ]! 9^%_+!

`8K<;8:*!K<$!;(!7D?7;(!D$!U$7/874!$(:;J;.!. ; 7(!&'R%7.; (!D;![70*(*97;@!D*!K<$!D;![-(7E;+!6<;(!

7D?7;(! .*0D;';. I($! 8<.! . <8D*! .<7:*! . ; 7(! ;/(: ';:*@! &*7(! U$7/874! &$8(;J;! $.! :$'. *(! D$!

D79$'$8E7;(@!&$K<$8*(!;E'?(E7.*(! 8*(!J;0*'$(!D;(!J;'7BJ$7(!%!$!P+!

!!!!!!!!!!!!!!a$Y;.* (!E*. * !U$7/874!'$(*0J$<!*!&'*/0$. ; !C$';0!D*!EB0E<0*!D79$'$8E7;0+!

!
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�D
Z
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!!!!!!!!!!!!

[7C+!"+"!

!!!!!!!!!!!!!!6$Y;!bc!<. !&*8:*!(*/'$! ;! E<'J;@!.<7:*!&$':*!D$!b+!f$((;!9*'. ;@!;!($E;8:$!bbc!$(:B!

/$.! &'R%7. ; ! D;! '$:;! :;8C$8:$! $.! b+! g(:*!&*(:*@! ($C<$! *! ';E7*E-87*T! 6$Y;! bc! <. ! &*8:*!

1789787:;.$8:$!&'R%7.*3!D$!b+! `8:)*! ;! ($E;8:$!bbc!E*78E7D$!E*. ! ;! '$:;! :;8C$8:$!$.! b!$! ;!

78E078;A)*!D; !'$:;!:;8C$8:$!$. !b!?!7C<;0!h!78E078;A)*!D;!($E;8:$!bbc+!
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!!!!!!!!!!!!!!$%&'()!*('(! +(,+-,('! (! ./ +,./(01&!2(!34+(/54!667)!34%-/2&! (!&834'9(01&!24! :-4! ;(!

34+(/54!667!+&./+.24!+&<!(!'45(!5(/%4/54!4<!6=!*'4+.3(< &3!(+>('!(!*'&* &'01&!67$?6$ !:-4!@!(!

5(/%4/54!24!�D!4!(!./+,./(01&!2(!34+(/54!667A!

!!!!!!!!!!!!!!B&%&!5%!!�D!C!5(/%4/54!2(!34+(/54!C!!!�~67$!�~!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�~67$!�~!!

!!!!!!!!!!!!!!B4.8/.D!4/51&!'(+.&+./(9(! : - 4!@!.%-(,!(!2.E4'4/0(!;./E./.5(<4/54!*4:-4/(=!4/5'4! y1!4!

y0)!24/&<./(2&F(!24!;2.E4'4/+.(,!24!G=)!3.<8&,.D(2&!*&'!dy)!+&<&!5(< 8@< !(!2.E4'4/0(!4/5'4!

x1 4 x0)!24/&<./(/2&F(!24!;2.E4'4/+.(,!24!H=)!3.<8&,.D(2&!*&'!dx.!!!

!!!!!!!!!!!!!!I43-<./2&J!!!!!!!!!!!!!5%!!�D!C!5(/%4/54!2(!34+(/54!C!!�~!G"!F!GK�~!C!dy!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�~!H"!F!HK!�~!!!dx  

!!!!!!!!!!!!!!L&<&!2H!4! 2G!31&!:-(/5.2(243! *4:-4/(3)! 3-(! '4,(01&!'4*'434/5(! /1&! (*4/(3! (!

./+,./(01&!2( !'45(!5(/%4/54!4<!6)!<(3!5(< 8@<!(!./ +,./(01&!2&!%'ME.+&!4<!6A!

!!!!!!!!!!!!!!$!E.<!24!.,-35'('! (! .2@.(!24!B4.8/.D)!+&/3.24'('4<&3!(!E-/01&!G!C!HN!*('( !+(,+- ,('< &3!

&!:-&+.4/54!2(:-4,43!2&.3!;./E./.5(<4/54!*4:-4/&3=)!dy!4!dx.!!!

!!!!!!!!!!!!!!O4P(<&3J!Q4!HK!(-< 4/5(!*&'!-< (!:-(/5.2(24!2H)!&!(-< 4/5&!+&''43*&/24/54!(!G!34'M!

dyA!$33.<)!

!!!!!!!!!!!!!!G"!C!H"
N!C!R!HK!S!2HTN!C!HK

N!S!NHK2H!S!R2HTN!!!!!RUT!

!!!!!!!!!!!!!!G"!F!GK!!C!NHK2H!S!R2HTN!!!!!RUUT!

!!!!!!!!!!!!!!V.9.2./2&!RUUT!*&'!!H"!F!HK!C!2H)!54'4<&3!

!!!!!!!!!!!!!!!!!2G!C!G"!F!GK!C!NHK!S!2H!!!!!RUUUT!!
!!!!!!!!!!!!!!2H!!!!!H" !F!HK!

!!!!!!!!!!!!!!Q-*'.<4/5&!2H!W!2.'4.5(!24!RUUUT)!54'4<&3)!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!2G!C!NHK!!!!!!!!!!!!!!!!!RUOT!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!2H!!
!!!!!!!!!!!!!!L&<&)!/4334!+(3&)!(!E-/01&!@!34<* '4!24'.9M94,)!54<F34!&!'43-,5(2&!E./(,J!2G!C!NH!!!!!A!!!!!!!!!!!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!2H!!!
!!!!!!!!!!!!!!X(,!'43-,5(2&!*&24!34'!%4/4'(,.D(2&J!34!G!C!H/ !!R&/24!/!*&24!34'!:-(,:-4'!/Y< 4'&T)!
4/51&!!2G!C!/AH!/!Z!"!A!!

!!!!!!!!!!2H!!!
!
!!!!!!!!!!!!!!6&'@<)!4< 8&'(!:-(,:-4'! 435-2(/54!24!+M,+-,&)!>&P4!4<!2.()!3(.8(!*4'E4.5(<4/54)!:-4!

&! '43-,5(2&! &85.2&! @! 94'2(24.'&! R[\I]^Q)! NKKN8T)! &! <@5&2&! (2&5(2&! (*'434/5(! E(,>(3! 2&!

*&/5&!24!9.35(!2&! '.%&')!9.35&! :-4)!2(!4H*'4331&!RUUT! *('(!RUUUT! ;&! ./E./.5(<4/54! *4:-4/&=!@!

+&/3.24'(2&!2.E4'4/54!24!D4'&)!4/:-(/5&!2(!4H*'4331&!RUUUT!*('(!RUOT!4,4!@!+&/3.24'(2&!.%-(,!(!

D4'&)!&-!34P()!x!&'(!@!2.E4'4/54!24!D4'&)!4!dx!&'(!@!.%-(,!(!D4'&!Z!&!:-4!@!-<(!+&/5'(2.01&A!6('(!

[&'%43!RNKKN8T)!!@!!435'(/>&!!:-4!!B4.8/.D!!!51&!!!(2< .'(2&'!!2(!!B_%.+(!!/1&!!54/>(!!&834'9(2&!!

! "#



! "#

$%&! '(&)*&+,-! ./0(&120! 30!princ’pio da contradi•‹o"4! 3&! 56)/7&! 8(9::/7&! &0! -%;*-)&*! 0!

%<,030!3-:7*/,0!&7/%&=!!

!!!!!!!!!!!!!!>(/9:?!@&./&!$%! ;-A$-+0! ;*0B(-%&=!C-!-%!DEF!3G! '0::-! 70+:/3-*&30!70%0! /)$&(!&!

H-*0?!,-*I:-I/&J!!

!!!!!!!!!!!!!!K" !L!DG"F
4!L!D!GM!N!3GF4!L!DGM!N!MF4!L!DGMF

4!!!!!!!-!

!!!!!!!!!!!!!!3K!L!K"!I!KM!!L!DG"F
4!N!DGMF

4!L!M!!

!!!!!!!!!!!!!!30+3-?!3K!L!M!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!3G!!!!M!!!!!!!!!

$%!*-:$(,&30!/+70%; *--+:O.-(!+&A$-(&!<;07&=!

!!!!!!!!!!!!!!P0*,&+,0?!,&+,0!&!-G;(/7&120!3-!5-/B+/H!A$&+,0!&!3-!Q-R,0+!:0B*-!0:!'$+3&%-+,0:!30!

79(7$(0?! :0'*-%!3&!%-:%&!/%;*-7/:20?! ;0/:?!&()$%&:! .-H-:!0:! :-$:!3G?!3K!:20!70+:/3-*&30:!

A$&+,/3&3-:!'/+/,&:?!0$,*&:!.-H-:!A$&+,/3&3-:! %-+0*-:!A$-!A$&(A$-*!A$&+,/3&3-!:/) +/'/7&,/.&?!

;0*<%!+20!+$(&:!-!0$,*&:!.-H-:!+$(&:=!

!!!!!!!!!!!!!!S-./30!&!/::0?!3-.- %0:! (-%B*&*?! 3&:! 70+:/3-*&1T-:! A$-! 0! B/:;0! /*(&+3U:! V-0*)-!

W-*X-(-K! D"#YZ! [! "\Z]F! '-H! -%! "\]^! &! *-:;-/,0! 3-! $%&! 7-*,&! A$&+,/3&3-! /+'/+/,-:/%&(! :-*!

70+:/3-*&3&! 0*&! 70%0! +20I+$(&?! 0*&! 70%0! +$(&?! -%!$%!70+,$+3-+,-! ;&+'(-,0! A$-! -:7*-.-$!

/+,/,$(&30J!o analista, ou discurso dirigido a um matem‡tico infiel, donde s‹o examinados se 

os objetos, princ’pios e infer•ncias da an‡lise matem‡tica est‹o formulados de maneira mais  

clara, ou deduzidos de maneiras mais evidente que os mistŽrios religiosos e os assuntos de fŽ=!

!!!!!!!!!!!!!!W-*X-(-K! A$-! &(<%! 3-! :&7-*30,-! -*&!70+@-7/30! 70%0! '/(6:0'0?! 3-+0%/+0$! &:!

A$&+,/3&3-:! _/+'/+/,&%-+,-! ;-A$- +&:`! 3-! _'&+,&:%&:! 3&:! A$&+,/3&3-: ! 3-:&;&*-7/3&:`! -! :- !

*-'-*/&! &! -(&:! 70%0J! _n‹o s‹o nem quantidades finitas, nem quantidades infinitamente 

pequenas, nem nada.`! !DWabca5ad?!&;$3!S>QefEV?!"g\M?! ;="4^F=!h&:!A$&+,0!&0!UG/,0!

0B,/30!;- (&:!&;(/7&1T-:!30!89(7$(0?!:-)$+30!W0*)-: !D4MM4BF?!W-*X-(-K!0!-G;(/7&.&!;0*!%-/0!

3-!$%&!compensa•‹o de erros "] ?! /%;(O7/,&!+&!&;(/7&120!3&:!*-)*&:!30!79(7$(0J!/+/7/&(%-+,-!

'&(&I:-! +$%&! -:,*&+@&! _70/+7/3U+7/&`! -+,*-!&! :-7&+,-! PPi! 70%! &! *-,&! ,&+)-+,-! -%! P?!

70+:/3-*&+30!&!/+7(/+&120!3&!*-,&!,&+)-+,-!/)$&(!j!/+7(/+&120!3&!:-7&+,-!PPik!-%!:-)$/3&?!+0!

79(7$(0!3&!*&H20!3Kl3G?!<!/+,*03$H/30!+0.0!-**0?!;0/ :!3G!0*&!<!70+:/3-*&30!3/'-*-+,-!3-!H-*0!

0*&!<!70+:/3-*&30!/)$&(!&!H-*0=!a::-:! -**0:?! :-)$+30!W-*X-(-K?! :20!70%; -+:&30:!$%!70%!0!

0$,*0?!(0)0!0!89(7$(0!+20!;03-!_7@&%&*I:-!3-!8/U+7/&?!;0/:!:-!;*07-3-!j:!7-)&:!-!:-!7@-)&!&!!

!
D"4F!m!A$-! <?! -+A$&+,0! <?! +20! ;03-! +20! :- *! [! A$-!+&!:$&! &;(/7&120! j ! 56)/7&! h&,-%9,/7&! *-7-B-! &! :-)$/+,-!
'0*%$(&120J!n%&!;*0;0:/120!+20!;03-!:- *!.-*3&3-/*&!0$!'&(:&!&0!%-:%0!,-%;0=!
D"]F!>!&($:20!j!70%; -+:&120!3-!- **0:!<!B-%!70+@-7/3&!+&!@/:,6*/&!3&!7/U+7/&=!n%!30:! -G-%;( 0:!%&/: !7/,&30:!
*-'- *-I:-! &! c- ;(-*! 70%! &! :$&! C-)$+3&! (-/J! _o raio-vetor que liga um planeta ao sol varre ‡reas iguais em 
intervalos de tempo iguais̀ !DaoaC?!"ggZ?!;=]Z"F=!

! "#
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$%&'('%! )*+! ,(-%)'+! .+/ +! )%/! 0+&! 12(3,! / %3+,45! 63)(7/%)8%9! :%&;%7%<! '%.&%8(! (! ,2(!

,%)8%)=(>!?!quem acredita nesse c‡lculo diferencial misterioso, n‹o tem raz‹o nenhuma para 

n‹o acreditar em Deus... . !

!!!!!!!!!!!!!!@,!.&A83.(,!'%!:%&;%7%<!%/-+&(! )%B(83$(,9! )*+! ,*+! (0%)(,! .+)82)'%)8%,C! %7(,! ,*+!

0&+.%'%)8%,9!0+3,9!!

                                         Observava que ao achar sejam fluxos sejam raz›es de diferenciais, os 
matem‡ticos primeiro!assumem que s‹o dados incrementos ˆs vari‡veis e 
depois retiram esses incrementos supondo que! s‹o nulos. O c‡lculo, tal 
como era explicado ent‹ o parecia [...]  ser apenas uma compensa•‹o de 
erros5!D:EFGH9!"I#J9!05K"LM5!

!
N! '%! .(2,(&! ('/ 3&(=*+! 12%! 8%)O(/! ,3'+! 7%$()8('(,! 0&3/%3&+! 0+&! 2/! 7%3B+! D)+! .(/0+! '(!

P(8%/Q83.(M9!0+&!,%!8&(8(&!'%!2/(!12%,8*+!3/0+&8()8%!73B('(!(+,!R2)'(/ %)8+,!'(!P(8%/ Q83.(5!

S(! $%&'('%9! (,! .&A83.(,! Teram incapazes de fornecer uma fundamenta•‹o rigorosa do 

C‡lculo, mas inspiraram trabalhos construtivos posteriores.4DUVHWXY9!"IZI9!05"ZLM5!

!!!!!!!!!!!!!!N!%$3'%)8%!12%!(0%,(&!'(,! .+)8&('3=[%,! %).+)8&('(,! )+,! R2)'( / %)8+,! '+! .Q7.27+! ?!

%\3,8(/!'%-(8%,C!+!'%-(8%!,+-&%!+,!3)R3)38%,3/ (3,!$3,(9!,+-&%82'+9!(!$(73'(=*+!'+!.Q7.27+5!

!!!!!!!!!!!!!!]+&!(7B2/!8%/0+9!+!.+)O%.3/ %)8+!'+!.Q7.27+!R3.+2!&%,8&38+!(!2/!B&20+!0%12%)+!'%!

/ (8%/Q83.+,>! +! .A&. 27+! '%! S%^8+)! )(! X)B7(8%&&(9! %! _%3-)3`! %! +,! 3&/*+,! :%&)+2773! )+!

a+)83)%)8%5!E,!:%&)+2773,!!+!!0&+0(B(&(/ !!0+&!!8+'(!(!G2&+0(9!%),3)()'+?+9!0(&83.27(&/%)8%9!(!

$Q&3+,! /(8%/Q83.+,5! G)8&%! %7%,! +! R&().b,! c2377(2/%! 6&()=+3,! @)8+3)%! _de+,038(7! D"LL"! f

"#gJM9!12%!R%`!2/!(.+&'+!,3)B27(&!DR3)().%3&+M!.+/ !,%2!0&+R%,,+&!0(&83.27(&!h+O())!:%&)+2773!

D"LL#!f!"#JZM!!0(&(!!02-73.(&!(,!!73=[%,!!12%!&%.%-%&(5!6+3!+!0&3/%3&+!73$&+?8%\8+!,+-&%!.Q7.27+>!

Analyse des infiniment pettis"J !D"LILM5!E28&+,!/(8%/Q83.+,!'+!a+)83)%)8%!+!,%B23&(/!%!7+B+!+!

.Q7.27+! %&(! +! 8i03.+! '+/3)()8%! )(! P(8%/Q83.(! '+! ,j.27+! klXXX5! h(;+-! :%&)+2773! D"LmJ! f!

"#gmM9! _%+)O(&'! G27%&! D"#g#! f! "#ZKM9! h+,%0O! _5! _(B&()B%! D"#KL! f! "Z"KM9! ]3%&&%?U3/+)!

_(07(.%!D"#JI!f!"Zn#M5!G9!(!/(3+&!0(&8%!'+!.Q7.27+!12%!,%!$b!O+o%!)+,!.2&,+,!3)8&+'28i&3+,!'%!

.Q7.27+9!+2!)(!B&('2(=*+9!o2)8+!.+/!8i03.+,!/ (3,!($()=('+,9!.+/ +!+!.Q7.27+!'(, !$(&3(=[%,9!

R+&(/ ! '%$3'(/ %)8%!%,8(-%7%.3'+,!0+&!$+78(! '%!"#gg5!D:EFGH9!"IInC!GlGU9!"IImC!P@EH9!

nggKC!!UVHWXY9!"IZIM5!

!!!!!!!!!!!!!!](&(!+!O3,8+&3('+&!G$%,!D"IIm9!05JLnM>!
!!
D"JM! S%,,%! 73$&+! %) . +)8&(?,%! (! .O(/ ('(! &%B&(! '%!_de+,038(79! 0(&(!' %8%&/3)(&! +! 73/38%! '%! 2/ (! R&(=*+! .2o+!
)2/ %&('+&!%!.2o+!'%)+/ 3) (' +&!8%) ' %/!,3/ 278()%(/ %)8%!0(&(!`%&+5!P ( , !(0i,!( ! / +&8%!'%!_de +,038(7!%/!"#gJ9!
h+O()) ! :%&)+2773! &%3$3)' 3.+2! 02- 73.(/ %)8%! +! .&j' 38+! 0%7(! &%B&(5!S(! $%&'(' %9! +, ! '+ 3,! 83)O(/ ! (, ,3)( '+ ! 2/ !
.+)8&(8+! 0%&/ 383)'+! (! _d e +,038(79! %/! 8&+.( ! '+! '3 )O%3&+!0(B+! 0%7(,! (27( ,! '%! h+O()) ! 9! +! '3&%38+! ! '%! 2,(&! (,!
' %,.+ - %&8(,! '+! 0 &+R%,,+&9! ,%!(,,3/ ! +! 123,%,,%5! E! 73$&+! '%! _de+,038(7! 8+&)+2?,%!0+027(&! %! .+)8&3-232! 0(&( ! (!
' 3R2,*+!'+ !.Q7.27+!)+,!.A&. 27+,!3)8%7%.82(3,9!DP@EH9!nggKM5!
e($3(!2/ !B&20+!)( !@.(' j/ 3%!'%,!U.3%).%,9!%,0%.3(7/ %)8%!7+B+!' %0+3, !' %!"#gg9!12%!12%,83+)( $(!(! $(73' ('%!' +, !
)+$+,!/ j 8+'+, !3) R3)38%,3/ (3, !8(3, !.+/ +!%&(/!(0&%,%)8( ' (,! 0+&!_de +,038(75!D:EFGH9!" I #JM5!

! "#
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O c‡lculo, apoiado pela geometria anal’tica, foi o maior instrumento 
matem‡tico descoberto no sŽculo XVII. Ele se mostra notavelmente 
poderoso e eficiente para atacar problemas inexpugn‡veis em tempos 
anteriores. Foi sua ampla e surpreendente aplicabilidade que atraiu o 
grosso dos  pesquisadores em matem‡tica da Žpoca, resultando da’ uma 
profus‹o de artigos pouco preocupados  com o estudo bastante 
insatisfat—rio dos fundamentos do assunto. Os processos empregados eram 
freqŸentemente justificados com o argumento de que eles funcionavam. E s— 
perto do fim do sŽculo XVIII, quando muitos absurdos e contradi•›es 
tinham-se insinuado na matem‡tica, sentiu-se que era essencial examinar as 
bases da an‡lise para dar-lhes uma fundamenta•‹o l—gica rigorosa.  

! 
!!!!!!!!!!!!!!$%&'(!)! *+,-.%,)/.0)0(! 0%1!2 34%0%1!0(!-5/-+/%6!7)/(!/(2&')'!0)1!8)/)7')1!0%!9'),0(!

2 )4(2 54.-%!:(),!;(!<%,0!=>?/(2 &('4!@"A"A!B!"A#CD!)%!8')4.-)'!%!-5/-+/%!B!Eavante que a fŽ!!

vos guiar‡FGH! I,4'(4),4%6! (,J+),4%! K(L4%,! (! ;(.&,.M! 1(! )8%.)7)2! (2 ! EJ+),4.0)0(1!

.,*.,.4)2 ( ,4(! 8(J+(,)1G6! =>?/(2&('4"N! -%,1.0(')! %! )-'31-.2%!�' O! +2! E.,-'(2 ( ,4%! *.,.4%!

J+)/J+('GH!=(!J+)/J+('!2%0%6!(11)!P.8Q4(1(!)11(9+')!%!(28'(9%!0)1! '(9')1!0%!-5/-+/%6!1(2!

2 ) .%'(1!8'(%-+8)RS(16!(!%!(28'(9%!0)1!'(9')1!%8(')4Q'.)1!0)!5/9(&') !%'0.,5'.)6!(2 !8)'4.-+/)'6!

0%!&.,T2.%!0(!K(L4%,H!

!!!!!!!!!!!!!!U&1('7(2%1!%!8'%-(0.2(,4%!0(!=>?/(2&('4H!

!!!!!!!!!!!!!!$(V)!)! *+,RW%!X!Y!OC!H!I/(!*(M!O"!Y!OZ![! �' O!6!)%!-%,1.0(')'!�' O!+2 !E)-'31-.2%!*.,.4%!

)'&.4'5' .%GH!!

!!!!!!!!!!!!!!?11.2\!!

!!!!!!!!!!!!!!X" !Y!@O"D
C!Y!@OZ![! �' ODC!Y!@OZD

C![!C@OZD
] H!�' O![!C@OZDH@!�' OD] ![!@�' ODC!6!!!(!

!!!!!!!!!!!!!!�' X!Y!X"!B!XZ!Y!^@OZD
C![!C@OZD

] H!�' O![!C@OZDH@!�' OD] ![!@�' ODC!_!`!@OZD
C!Y!!

!!!!!!!!!!!!!!!Y!C@OZD
] H!�' O![!C@OZDH@!�' OD] ![!@�' ODC!6!0%,0(!

!!!!!!!!!!!!!!�' X!Y!C@OZD
] ![!C@OZDH!�' O![!@�' OD]!!! !@aD!

!!!!!!!!!!!!!!�' O!

!!!!!!!!!!!!!!I*(4+),0%!(2!@aD!)!1+&14.4+.RW%!O"!Y!OZ6!.14%!36!�' O!Y!O"!B!OZ!Y!Z6!7(2\!�' O!Y!X"!B!XZ!Y!Y!

@O"D
C!B!@OZD

C!Y!ZH!!

!!!!!!!!!!!!!!;%9%6!ZbZ!Y!C@OZD
]! H! c),4%! =>?/(2 &('4! J+),4%! I+/('6! 1+&14.4+(2! ZbZ! 8%'! 0Xb0O!

-P(9),0%!)%!'(1+/4)0%!-%''(4%\!0Xb0OY!C@OZD
]! H!

!!!!!!!!!!!!!!I,4W%6!)! J+(14W%!3!1)&('!1(!3!8%11d7(/!)!0.7.1W%!8%'!M('%6!(2 &%')!1).&)2 %1!4')4)' `1(!

0(!+2 )!J+(14W%!-%,4')0.4Q'.)H!e)1!(,4W%6!8%'!J+(! I+/('! (!=>?/(2 &('4!4')4)2!0(11)!J+(14W%!

,%1!*+,0)2(,4%1!0%!-5/-+/%F!KW%!(14)'.)2 !+1),0%!.03.)1!-%,4')0.4Q'.)1F!!!

!

@"ND!=>?/ (2 &( '4!(2 8(,P%+̀1(!4) ,4%!(2 !8'%7)'!%!4(%'(2)!*+, 0)2 (,4) /!0) !5/9(&')6!@J+(!+2)!(J+)RW%!8%/., %2.) /!
-%28/(4) !*@OD!Y!Z!0(!9') +!,! �t" !4(2 !8(/%!2 ( ,%1!+2)!'). M!-%28/(O)D!J+(!%!4(%'(2)!3!-%,P(-.0%!,)!f'),R)!- %2 %!
4(%'(2)!0(!=>?/(2 &('4H!@IgI$6! "hhNDH!
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!!!!!!!!!!!!!!$%&'()*(+,! (+-! .) ! ,-/,0! 1-.,('020! (! -0! ) (2) 0! ,() 30! 0.2-40! () ! +('-560!-0!

4(2(/70'78)(/,0!4-!9-,() : ,81-;!2(<./40!=0>(+!?"#@ABC!D'(!E-F8-!0*G(5H(2!-!D.'(+!30+!(22(!

-22.) 8+! I.(! 48E(+(/18-82! 260!2J)*0'02! 3-+-! I.-/,84-4(2! I. (! 260! F(+0! )-2! /0! (/,-/,0! 260!

I.-'8,-,87-)(/,(!!48E(+(/,(2;!!) -2!!/60!!2(!!(/70'7(+-!!/-2!!48E81.'4-4(2!!2.,82!!I.(!!-3-+(1(+-)!

)02,+-/40!2(+! .) -! -,8,. 4(! 8/<K/.-! -! +(2,+8560!E(8,-! 30+!D.'(+! -!E./5H(2! *() ! 10)30+,-4-2;!

?=LMDN;!"#@ABC!O0+!0.,+0! '-40;!7(G-)02!0!I.(! (21+(7(.!()!"@PP;!0!<+-/4(!)- ,() : ,810!QC!

D.'(+! () !2(.! '87+0!C‡lculoDiferencial;!20*+(! -!4878260!30+!F(+0R!ÒExiste uma infinidade de 

ordens de grandezas infinitamente pequenas, que embora sejam todas iguais a zero, devem 

ser distinguidas entre si, quando olhamos para a sua propor•‹o mœtua, o que se explica por 

uma raz‹o geomŽtricaS!?-3.4!=LNTDU;!VWWV1;!3C"BC!

!!!!!!!!!!!!!!O-+-!=0+<(2!?VWWV1B!/60!4(8X-!4(!2(+!8/,(+(22-/,(!(22(!,+(1Y0!4(!D.'(+;!3082!('(!E-'-!

20*+(!<+-/4 (F-2!8/E8/8,-)( /,(!3(I.(/-2!,04-2!8<.- 82!-!F(+0;!30+Z);!48E(+(/,(2!(/,+(!28;!(!I. (;!

-+8,)( ,81-)(/,(!/60!2(!304(! 487848+!30+!F(+0;!30+Z);!<(0)(,+81-) (/,(;!4-+[2(!.) !jeitinho!\!

G.2,8E81-,87-! 8/,(+(22-/,(;!) -2! 304() 02! 0*2(+7-+! I.(! 0! 3+8/1J380! 4-! /60! 10/,+-48560! Z!

-++-/Y-40!\!] todas iguais a zero, porŽm, diferentes entre siSC!^04-78-;!02!+(2.',-402!4(!D.'(+;!

4(! $%&'()*(+,! (! 4(! 0.,+02! ) - ,() : ,8102! 40! 2Z1.'0! _`aaa! E0+-) ! -228)8'-402! (! ) -82! ,-+4(!

4(2(/70'78402!4(!.) !30/,0!4(!782,-!10/282,(/,(C!!

!!!!!!!!!!!!!!D.'(+;!.) !402!) -80+(2!) - ,() : ,8102!4(!,0402!02!,()302;! (21+(7(.!.)! (X,+-0+48/:+80!

/b) (+0!4(!'87+02!(!-+,8<02C!L!'87+0!Introductio in analysis infinitorun;!0*+-!() !4082!70'.)(2!

3.*'81-4-! () ! "@Ac! Z! 10/284(+-4-! !0! -'81(+1(! 4-! )04(+/-! -/:' 82(! )- ,() : ,81-C! O-+-! =0>(+!

?"#@AB;!D.'(+!40)8/0.!0!1:'1.'0!48E(+(/18-'! (!0!) Z,040!402!E'.X02!(! ,0+/0.[02!3-+,(!4(! .)!

(/28/0! ) -82! <(+-'! 4-! 9-,() : ,81-d! -! 3-+,8+! 4-J! Z! 1Y-)-40! ] - /:'82(S! [! 0! (2,.40! 4(! 3+01(220!

8/E8/8,0C! e08! .)! 402! 3+8)(8+02! )- ,() : ,8102! -!4(2(/70'7(+! -! ,(0+8-! 4-2! E+-5H(2! 10/,J/.-2! (!

10/,+8*.8.! /0,-7(') ( /,(! 3-+-! 02! 1-) 302! 4-! <(0) (,+8-! 48E(+(/18-';! 1:'1.'0! 4(! 48E(+(/5-2!

E8/8,-2!(!1:'1.'0!4(!7-+8-5H(2;!-'Z)!4(!(/+8I. (1(+!-!,(0+8-!402!/b)(+02C!9-2!I.(+0!+(<82,+-+!

-'<.) -2!10/,+8*.85H(2!/0!/J7('!4-!9-,() : ,81-!('() (/,-+;!+(E(+(/,(!-!/0,-560;!8/,(+(22-/,(2!-0 !

/J7('!) Z480!4(!(/28/0R!f(x)!3-+-!E./5H(2d!e!3-+-!-!*-2(!402!'0<-+8,)02!/-,.+-82d!a, b, c!3-+-!02!

'-402! 40! ,+8f/<.'0! &=gd!s! 3-+-! 0! 2() 83(+J)(,+0! 40! ,+8f/<.'0! &=gd!r 3-+- ! 0! 8/+-80! 40!

,+8f/<.'0! &=gd!R!3-+-! 0! 18+1./+-80!40! ,+8f/<.'0! &=gd!�6! 3-+-! 20)- ,h+80d!i! 3-+-! -! ./84-4(!

8) -<8/:+8-;!�—!["!C!^-) *Z) !2(!4(7(!-!D.'(+!-!/0,-*8'J228)- !!Eh+) .'-! eix = cos + i sen!x;!I.(!

3-+-! X! i! �S;! 2(! ,+-/2E0+)- ! () ! ei�S! j! "! i! W;! .) - ! 8<.-'4-4(! I.(! +('-180/-! 18/10! 402! ) -82!

8) 30+,-/,(2!/b) (+02!4-!9-,() : ,81-C!?D`DU;!"##PBC!

!!!!!!!!!!!!!!k02(3Y!!Q0.82!!Q-<+-/<(?"@lm!\!"c"lB;!!0.,+0!!<+-/4(!!)- ,( ) : ,810!!40!!2Z1.'0!!_`aa;!!!!
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$%&'()*%! +',%-.! '(/0*.! .*&01! 2%-341.! -%5+! 61-6+6(/+! 71! 7+0! %5+! 2%-7+51-6+38*! .9'(7+! +*!

):')%'*;! $1'+! .%+! 017%38*! <! :',1&0+=! >1?1(6+/+! +! 61*0(+! 7*.! '(5 (61.! (-7()+7+! $*0! @1A6*-! 1!

2*05 %'+7+! $*0! BCD'15&106! $*0! -8*! 1-61-710! &15! *! E%1! +)*-61)(+! E%+-7*!�' FG�' H! +6(-,(+! *!

'(5 (61=!I1%!5J6*7*!10+!7(2101-61!7*!5J6*7*!7*.!*%60*.!5+615: 6()*.!7+!J$*)+!$*0!$*.6%'+0!E%1!

Kcada fun•‹o pode ser!expandida em sŽrie!de pot•nciasL=!M*513*%!)*5!+.!.J0(1.!71!N+F'*0!

71! 2*05+! &+.6+-61! (-,O-%+=! M+%)PF;! +*! )0(6()+0! +! $*.6%'+38*! 21(6+! $*0! Q+,0+-,1;! -+! R.)*'+!

S*'(6J)-()+!71!S+0(.;!)P+5+!+61-38*;!1H15$'(2()+-7*;!+60+/J.!7+!2%-38*!1H$!TUVGHW!E%1!&+.6+!

*&.10/+0! 6*7+.! +.! 710(/+7+.! 7+! 2%-38*! -*! $*-6*! H! X! #;! $+0+! 5* .60+0! E%1! 1'+! -8*! +75(61!

71.1-/*'/(51-6*!15 !.J0(1!71!N+F'*0!-1..1!$*-6*=!Y+.!15&*0+!.1%!5J6*7*!+',J&0()*!61-P+!.1!

5*.60+7*! (-.+6(.2+690(*! $+0+! 2%-7+5 1-6+0! *! ):')%'*;! *! .%0,(51-6*! 7+! K61*0(+! 71! 2%-341.! 71!

%5+! /+0(:/1'! 01+'L! )*5! +$'()+341.! +! %5+! ,0+-71! /+0(17+71! 71! $0*&'15+.! -+! :',1&0+! 1! -+!

,1*5 160(+;!2*(!)*-.(710+7*!%5!$+..*!+!201-61!1!*!,0+-71!%.*!7*!):')%'*!7+.!/+0(+341.!6*0-*%!

$*..Z/1'! +! %-(2()+38*! 71! /:0(*.! $0(-)Z$(*.! 71! 1.6+6Z.6()+! 1! 7(-[5 ()+=! T\]>^RI;! "##")_!

IN>`ab;!VcdcW=!

!!!!!!!!!!!!!!I+&1U.1!E%1!P*%/1!5 %(6*!1- 6%.(+.5 * !$1'*.!01.%'6+7*.!7*!):')%'*!-+!.1,%-7+!516+71!

7*! .J)%'*! efaaa;! 5+.! 6+5&J5 ! 5%(6+! )*-2%.8*! E%+-6*! +! .1%.! $0(-) Z$(*.! 2%-7+5 1-6+(.=!

I1,%-7*! \*F10!TVcghW;! -1-P%5!7*. !5 J6*7*.!15! /*,+;!E%10! *.! 2'%H*.!71!@1A6*-;!E%10! *.!

7(2101-)(+(.!71!Q1(&-(i! *%!*.! '(5(61.!71!BCD'15&106;!$+01)(+! .+6(.2+690(*;!T$=jkhW=!B1/(7*!+!

1.6+!2+'6+!71!)'+01i+!1!+!(-610$016+341.!)*-2'(6+-61.;!Q+i+01!M+0-*6;!*!*0,+-(i+7*0!7+!/(690(+!-+!

>1/*'%38*!l 0+-)1.+;!E%1!6+5&J5 !.1!$01*)%$*%!)*5 !+!E%1.68*!7*.!(-2(-(61.(5+(.;!7(..1m!

Aquele mŽtodo tinha o grande inconveniente de considerar as quantidades 
no estado em que deixam, por assim dizer, de ser quantidades, porque, 
embora possamos sempre conceber bem a raz‹o de duas quantidades, desde 
que  permane•am finitas, essa raz‹o n‹o oferece ao esp’rito idŽias claras e 
precisas logo  que os seus termos se tornem, um e outro, nulos ao mesmo 
tempo. (CARNOT, apud STRUIK, 1989, p.217). 
 

S*0! (..*;! 61-6*%! 5* .60+0! Kem que verdadeiro! esp’ritoL! )*-.(.6(+! +! +-:'(. 1! (-2(-(61.(5+'=!

M*-)'%(%;! $*0J5;! E%1! Kos verdadeiros princ’pios metaf’sicosL! .8* ! Kos princ’pios da!

compensa•‹o dos errosL=!D0,%51-6+/+!E%1!*.!(-2(-(6J.(5* .!.8*! quantitŽs inapprŽciables!E%1;!

)*5 * ! *.! -n5 10*.! (5 +,(-:0(*.! .8*! (-60*7%i(7*.!.*5 1-61! $+0+! 2+)('(6+0! +! )*5$%6+38*;! 1! .8*!

1'(5 (-+7*.! E%+-7*! .1! )P1,+! +*! 01.%'6+7*! 2(-+'=! ]&.10/+0+! E%1! Kequa•›es imperfeitasL! .1!

6*0-+5! Kperfeitamente exatasL;! -* ! ):')%'*;! $1'+! 1'(5(-+38*!71! E%+-6(7+71.! 6+(.! )*5 * ! *.!

(-2(-(6J.(5* .! 71! *0715! .%$10(*0;! )%?+! $01.1-3+! )+%.+! 100*.=! o%+-6*! <! E%1.68*! 71! E%1!

E%+-6(7+71.! 15! 71.+$+01)(51-6*! *%!.8*! *%! -8*! .8*! i10*;! 01.$*-7(+! E%1! Kas quantidades 

chamadas infinitamente pequenas n‹o s‹o simplesmente quaisquer quantidades nulas, mas 
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sim quantidades nulas designadas por uma lei de continuidade que determina a rela•‹oÓ!

$%&'()*+! ,-./! 0)12'+! #345+! -678596! 2::;! ,<=.> ;?@A! /;! %,<?A@! B;>C<,! DA<@;>;?@;!

E;FC?FG6!$0)12'+!#345H!)EIJ2I'&+!#335H!K*'LIM+!#3N396!

!!!!!!!!!!!!!!O,<,!%,<?A@!A:!/FP;<:A:!@<,@,>;?@A:!/A!QRBQ.BA!;<,>! ,-;?,:! :F>-BFDFQ,ST;:!/A!,?@F=A!

> U@A/A!/,!;V,.:@WA!X.;!A!<;/.GF,>!/;!PR<F,:!>,?;F<,:!,!.>!,B=A<F@>A!QA?P;?F;?@;6!&:!:.,:!

Reflexions!@FP;<,>!=<,?/;!-A-.B,<F/,/;+!,-,<;Q;? /A!.> !>.F@,:!BY?=.,:!;!;/FST;:!;!,-;:,<!/;!

> , B!:.Q;/F/,!?A!X.;!:;!<;D;<;!,!QB,<;G,!;!F?@;<-<;@,ST;:!/A:!D.?/,> ; ?@A:!/A!QRBQ.BA+!,Z./A.!, !

D,G;<!QA>!X.;!A:!> , @;>R@FQA:! :;! :;?@F::;>!F?:,@F:D;F@A:!QA> !A:! [,CA>F?RP;F:!G;<F?\A:]! /A!

:UQ.BA!^JIII!;!,!D,G;<!:.<=F<!,!;<,!/A!<F=A<!?A!:UQ.BA!^I^6!$0)12'+!#34896!

!!!!!!!!!!!!!!K;>!/_PF/,+!,! X.;:@WA!/A:! F?DF?F@U:F>A:! /;> , ?/,! > , FA<!;:QB,<;QF>; ?@A6!`,:+! -A/;a

:;!/FG;<!X.;!:A>; ?@;!QA>!A:!@<,C,B\A:!/;!0ABG,?A+!%,.Q\b!;+!-<F?QF-,B>;?@;!c; F;<:@<,::+!,:!

X.;:@T;:! /; ! QB,<;G,! ;! F?@;<-<;@,SWA! /A:! D.?/,> ; ?@A:! /A! QRBQ.BA! @FP;<,>! .>! ;?DAX.;!

:.DFQF;?@;>; ?@;!<F=A<A:A!-,<,!:;<;>!,Q;F@A:!-;B,!QA>.?F/,/;!> , @;> R@FQ,6!

!!!!!!!!!!!!!!0;<?,</!0ABG,?A!$#4N#a#N5N9!DAF! .>! -,/<;! > , @;>R@FQA! X.;! ?,:Q;.! ;>! O<,=,+! ?,!

*Q\;QA:BAPRX.F,+!Q.Z,!AC<,!>, @;>R@FQ,!DAF!/;:QA?:F/;<,/,!-A<!:;.:!QA?@;> -A<d?;A:+!;>CA<,!

:;.:! @<,C,B\A:! ,-<;:;?@,::;>! ,! Q,<,Q@;<Y:@FQ,!/A! <F=A<! >, @;>R@FQA+! @WA! ;>! PA=,! ?A! :UQ.BA!

^I^6! `.F@A:! /A:! :;. : ! @<,C,B\A:! ,=.,</,<,> ! <;/;:QAC;<@,+! QA>A! DAF! A! ;V;>-BA! /,! D.?SWA!

QA?@Y?.,! ?WA! /FD;<;?QFRP;B!/;! #N75+! X.;! :;=.?/A! 2P;:! $#3359! :e! :;! @A<?A.! QA?\;QF/,! f!

Q<U/F@A!,@<FC.Y/A!,!c; F;<:@<,::+!5g!,?A:!>, F:!@,</;6!O,<,!0ABG,?A+!.>,!D.?SWA!D$V9!U!QA?@Y?.,!

?.> !F?@;<P,BA!:;+!-,<,!X.,BX.;<!P,BA<!/;!V!?;:@;!F?@;<P,BA+!,!/FD;<;?S,!D$V!h!!�' V9!f!D$V9!@A<?,a

:;!!;!-;<> ,?;Q;!> ; ?A<!X.;!X.,BX.;<!X.,?@F/,/;!/,/,!-,<,! �' V!:.DFQF;?@;>; ?@;!-;X.;?A+!X.;<!

:;Z,!-A:F@FPA!A.!?;=,@FPA+!;! /;DF?F.!! ,! /;<FP,/,#i ! ! /,! j$V9!-,<,!X.,BX.;<!P,BA<!/;!V+!QA>A!, !

X.,?@F/,/;!jk$V9!/,!X.,B!,!<,GWAl!mD$V!h!!�' V9!f!D$V9no!�' V!;:@R!F?/;DF?F/,>; ?@;!-<eVF>, +!A.!@WA!

-<eVF>, !X.,?@A!X.;F<,>A:+!,!>; /F/,!X.;! �' V! :; ! ,-<AVF>, ! /;!G;<A+!X.;<!�' V!:;Z,!-A:F@FPA!A.!

?;=,@FPA6!

!!!!!!!!!!!!!!&.=.:@F?!EA.F:!%,.Q\b! $#4N3!f! #N849!DAF!.> ! =<,?/;! > , @;>R@FQA!D<,?Qp:!X.;!

;:Q<;P;.! @,?@A! :AC<;! >, @;>R@FQ,! -.<,! X.,?@A!,-BFQ,/,6! jA F! QA?:F/;<,/ A! A! >, F:! F>-A<@,?@;!

,?,BF:@,! ! /,! -<F>;F<,!>;@,/;! /A! :UQ.BA!^I^6!O<AD;::A<! /,! qQAB;!OABb@;Q?FX.;+! ;:Q<;P;.! /;!

DA<> ,!;B;=,?@;!;!-<F>,P,!-;BA!<F=A<!$Q,<,Q@;<Y:@FQ,!D.?/,>; ?@,B!/,!`,@;>R@FQ,!?A!:UQ6!^I^9!

?A:! :;.:! @<,C,B\A:6! K.,:! QA?@<FC.FST;:! DA<,>! F?_>;<,:l! -;:X.F:,:! :AC<;! QA?P;<=p?QF,! ;!

/FP;<=p?QF,! /;! :U<F;:!F?DF?F@,:H!@;A<F,! /,:!D.?ST;:!<;,F:! ;!QA>-B;V,:H! ;X.,ST;:! /FD;<;?QF,F:+!

/;@;<>F?,?@;:+!!!-<AC,CFBF/,/;:!!!;!!!DY:FQ,!!!>, @;>R@FQ,6!!r;P;a:;!!,!!%,.Q\b!!=<,?/;!!-,<@;!!/,!!

!
$#i9!*<,@, <;> A:!/;::; !QA?Q;F@A!-A:@; <FA<> ; ?@;6!
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#$%&'#()*!'%!+,-+.-%!/.)!0!1&#1#'%!2%3!#1.#43!*#2.#435!+%*!%3!+%2+)41%3!$,34+%3!')!-4*41)!)!

+%2142.4'#')6!7%!'438)23#&!#!()%*)1&4#!)!%3!4294241034*%3!%.!:)-%+4'#')35!').!.* #!')9424;<%!

&)-#14:#*)21)!8&)+43#!')!-4* 41)=!>Quando os valores sucessivos atribu’dos a uma vari‡vel se 

aproximam indefinidamente de um valor fixo de modo a finalmente diferir deste de t‹o pouco 

quanto se queira, esse œltimo chama-se o limite de todos os outros.Ó ?@7A@BCDE5! #8.'!

FGCHI5!DJEK5!86!LMNO6!

!!!!!!!!!!!!!!7334*!1)&)4!2)+)334'#')!') !&)-)* $&#&!/.)!)2/.#21%!*. 41%3!*#1)* , 14+%3!')31#!08%+#!

8)23#:#* !2%3!4294241034*%3!+%*%!.* !2P*) &%!94Q%!*. 41%!8)/.)2%5!@#.+RS5!%! ')9424#!+%*%!

.* #!:#&4,:)-5!'4T)2'%!/.)!>uma quantidade vari‡vel torna-se infinitamente pequena quando 

seu valor numŽrico decresce indefinidamente de  modo a convergir para o limite zero.Ó!

?@7A@BCDM5!#8.'!FGCHI5!DJEK5!86LMNO6!

!!!!!!!!!!!!!U#&-!VR)%'%&!W4-R)-*!W)4)&31&#33!?DMDX!Y!DMJEO!0!.* #!)Q+);<%!Z!+&)2;#!')! /.)! . * !

(&#2')!* #1)* , 14+%!'):)!&):)-#&[3)!+)'%6!H2342%.!'.&#21)!*.41%!1)*8%!2%!2\:)-!3)+.2',&4%!)!

],!+%*!4'#')!8&^Q4*#!#%3!KN!#2%35!8.$-4+%.!.*!#&14(%!3%$&)!9.2;_)3!#$)-4#2#3!2%!Journal de 

Crelle!)* !DMXK6!G$1)2'%!$%#!&)8)&+.33<%!)!.*!+%2:41)!8#&#!3)&!4231&.1%&!2#!A24:)&34'#')!')!

F)&-4*6!`#33#'%3!%41%!#2%3!9%4!8&%*%:4'%!#!8&%9)33%&!141.-#&6!H3+&):).!* . 41%3!#&14(%3!3%$&)!

421)(&#43! R48)&)-\814+#35! 9.2;_)3! #$)-4#2#35! )/.#;_)3! ' 49)&)2+4#43! )! 1)%&4#!'#3! 9.2;_)3!!!!!!!!!!!

+%*8-)Q#3! 8%&! *)4%! ')! 30&4)3! ')! 8%1a2+4#3! ?.* #! '#3! +%21&4$.4;_)3! *#43! +%2R)+4'#3O6! b).3!
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tendo o seu emprego mostrado grande funcionalidade e simplicidade juntamente com a 

produ•‹o de resultados corretos.$%&'()*+,!"--".,!/0#10!

!!!!!!!!!!!!!!*2!345637!586237,!98:;2 37!3!<48!87.68984!=3>?;7!@; A5B?C!82!784!D?963!Nœmero Ð a!

Linguagem da Ci•ncia,!73>68!;!?2/365EA.?;!F37!?AG?A?5H7?2370!

   A import‰ncia dos processos infinitesimais para as exig•ncias pr‡ticas da 
vida tŽcnica dificilmente pode ser exagerada. Praticamente todas as 
aplica•›es da AritmŽtica ˆ Geometria, Mec‰nica, F’sica e atŽ mesmo 
Estat’stica envolvem tais processos, direta ou indiretamente. Indiretamente 
devido ao grande uso que tais ci•ncias fazem dos irracionais e 
transcendentes; diretamente porque os conceitos mais fundamentais 
usados em tais ci•ncias n‹o podem ser definidos com qualquer concis‹o 
sem tais processos. Expulse-se o processo infinito e a Matem‡tica pura e 
aplicada ser‡ reduzida ao estado em que era conhecida dos prŽ-
pitag—ricos.  (DANTZIG, 1970, p. 125-126). 
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2I[46!]* H<%8/!^(,(E(!2I[_[F!+6!I14F!Co homem tem tend•ncia a generalizar e estender todas as aquisi•›es do seu 
pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisi•›es se obt•m, e a procurar o maior rendimento 
poss’vel dessas generaliza•›es pela explora•‹o met—dica de todas as suas conseqŸ•ncias.D!!
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CAPêTULO II  

ASPECTOS EPISTEMOLîGICOS, FI LOSîFICOS E HISTîRICOS DOS 

CONCEIT OS DO CçLCULO NÌO-STANDARD 
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Hilbert construiu uma linguagem artificial baseada num alfabeto finito, um 
nœmero finito de regras gramaticais que permitem especificar sem 
ambigŸidade quais as proposi•›es coerentes e um nœmero finito de regras 
de infer•ncia l—gica e de proposi•›es supostas verdadeiras ou axiomas. A 
partir de um tal sistema ou linguagem formal, um algoritmo universal 
permite decidir da validade de uma demonstra•‹o formulada nesta 
linguagem. Podemos, assim, pelo menos teoricamente, estabelecer a lista de 
todos os teoremas demonstr‡veis nessa linguagem formal. Hilbert esperava 
poder reduzir os teoremas matem‡ticos ˆqueles que s‹o demonstr‡veis 
numa linguagem formal conveniente. O teorema de Gšdel mostra que isso Ž 
imposs’vel.(CONNES, 1991, p. 217-218)   
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Levando tudo em conta, os matemáticos deveriam ter a coragem de suas 
convicções mais profundas e afirmar assim que as formas matemáticas têm, 
com efeito, uma existência que é independente da mente que as contempla... 
No entanto, a qualquer tempo, os matemáticos têm somente uma visão 
incompleta e fragmentária deste mundo das idéias. ODgF_*!('. ; ! fEh^]S !
g?C]g*!!WXi#*!'>"ZjM>!
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ao credo do verdadeiro platonista, que percebe o mundo do infinito real estendido a seus pés, e que pode 
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compreender o incompreens’vel”, (ROBINSON, apud DAVIS; HERSH, 1984, p.360). Ao falar que jamais 

voltará ao credo platonista que defende ser o matemático um cientista empírico, que não pode inventar nada, pois 

tudo já existe, Robinson, no meu entendimento, se declara um adepto do formalismo que considera o aporte 

hilbertiano, apesar das limitações impostas pelos teoremas de Gödel. 

              A teoria robinsoniana é um bom exemplo de que é possível criar em Matemática. É um método novo 

(embora não o seja inteiramente) e sob alguns aspectos revolucionário por obrigar a rever conceitos 

fundamentais, crenças fortemente arraigadas, e consequentemente, alteração do discurso vigente. É também um 

ramo da Matemática formal que tira partido de resultados e construções oriundos da Lógica. Na realidade, a 

teoria de Robinson apresenta características que vão além das características que fundamentam uma criação 

formalista: a intuição. Foi justamente na dosagem certa entre intuição e rigor que Robinson resolveu uma 

questão epistemológica antiga: a confus‹ o entre grandezas que diferem por um infinitŽsimo, ou seja, passou-se 

de uma confusa relação para uma bem definida relação de equivalência entre tais grandezas. 

              É certo que muitas e variadas são as limitações do formalismo, mas o que importa assinalar é sua 

permanência, ainda que implícita na prática de muitos matemáticos e lógicos. Robinson não escapa a esta regra. 

Aliás, nada pode impedir que o matemático formalista estude os seus sistemas simbólicos, mas também nada nos 

garante que ele não encontrará de vez em quando, contradições em sus transformações simbólicas. A idéia forte 

que os formalistas perseguiram durante muito tempo foi a de que a Matemática pudesse fundamentar-se a si 

mesma, inclusive com os recursos da lógica. Essa proeza, se fosse conseguida, colocaria a Matemática numa 

posição invejável, como a única ciência a fundamentar-se em si própria – Hilbert acreditava ser possível tal feito. 

Em síntese, o desejo dos formalistas era transformar o método axiomático, de técnica que é, na essência da 

Matemática. 

            Apesar da crítica  contundente de Gödel ao método axiomático, ele não serve apenas para sistematizar 

teorias, economizar pensamentos, ele constitui-se num ótimo instrumento de trabalho e de pesquisa para a 

Matemática. Vejamos então como devemos proceder, segundo o matemático, lógico brasileiro Newton da Costa, 

para se estudar uma teoria pelo método axiomático: 

Escolhe-se certo nœmero de no•›es e de proposi•›es primitivas, suficientes 
para  sobre elas edificar a teoria, aceitando-se outras idŽias ou outras proposi•› es 
s— mediante, respectivamente, defini•›es e  demonstra•›es; obtŽm-se dessa  
maneira, uma axiomática material da teoria dada; deixam-se de lado os 
significados intuitivos dos conceitos primitivos, considerando-os como 
termos caracterizados implicitamente pelas proposi•›es primitivas. 
Procuram-se, ent‹o, as conseqŸ•ncias do sistema obtido, sem preocupa•‹o 
com a natureza ou com o significado inicial desses termos ou das rela•›es 
entre eles existentes. Estrutura-se, assim, o que se denomina uma 
axiomática abstrata.(COSTA, 1992, p. 49). 
  

Muitos avanços em Álgebra, Topologia, Análise e em outras áreas da Matemática, alcançados 

no séc. XX, encontram-se correlacionados com o método axiomático. Também, para Robert 

Blanchê, autor do livro A Axiom‡tica, “o mŽtodo axiom‡tico  prop›e, com efeito, excluir a 

intui•‹o para lhe substituir, n‹o o racioc’nio, mas um c‡lculo, um manuseamento dirigido e 

cego de s’mbolos. Na realidade, porŽm, o formalismo n‹o pode funcionar sem se alimentar 

da intui•‹o.Ó (BLANCHÊ, 1978, p. 103). Embora a intuição não possa nos dar o rigor, nem 
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ERE, que significa SER FLEXÍVEL, RÍGIDO. Esse verbo apresenta uma forma derivada que 

é o substantivo RIGOR, ńRIS que significa “dureza, rigidez” e, de maneira figurativa, 

“severidade, inflexibilidade”. Contudo, ser rigoroso é ser inflexível, orientado por um padrão, 

inflexivelmente. O rigor é também uma categoria histórica, e o padrão grego de Rigor era a 

Lógica de Aristóteles. Euclides que seguiu fielmente esse padrão pode ser considerado um 

matemático rigoroso, apesar de também ser intuitivo. 

              Ora, para ilustrar a querela entre intuição e rigor lembremos  que o cálculo criado por 

Newton e Leibniz no séc XVII,  foi, durante muito tempo utilizado por muitos matemáticos,  

sem maiores preocupações com o rigor. Parafraseando Borges (1984), isso nos sugere que na 

criação científica o rigor tem pouco papel a desempenhar, que cabe à intuição e não à lógica, 

o impulso verdadeiramente criador; que a fecundidade liga-se muito mais à necessidade e 

muito menos a lógica. Na verdade, “a lógica e a intuição têm cada uma seu papel necessário. 

Ambas são indispensáveis. A lógica, a única que pode dar a certeza, é o instrumento da 

demonstração: a intuição é o instrumento da invenção”(POINCARÉ, 1995, p.22-23). 

              As idas e vindas  dos  infinitésimos até a sua sistematização final, reforça a tese de 

que na Matemática acontece períodos de paradas na investigação de certas idéias, mesmo 

existindo a possibilidade delas renascerem. A idéia dos infinitésimos renasceu nos trabalhos 

de  Robinson   revelando   novas  estruturas   e   métodos  que  enriqueceram  a  Matemática  e  
 
(5) Historicamente, o conceito de limite é posterior ao de derivada. Ele surge da necessidade de calcular limites 
de razões incrementais que definem derivadas. E esses limites são sempre do tipo 0/0. 
resolveu o problema da ambigüidade dos infinitésimos. Aliás, com a criação de um novo 

sistema numérico – denominado por hiper-reais e representado por *R, Robinson realizou um 

sonho que Leibniz acalentou no séc XVII, que era a adoção de um sistema numérico que 

contivesse para além dos reais, elementos ideais infinitos e infinitesimais e que neste sistema 

se verificasse as regras operatórias usuais, o que era contraditório na época. Mas há uma 

diferença decisiva entre a teoria dos infinitésimos de Leibniz e Robinson. Robinson inventou 

uma teoria particular que constitui uma extensão  da análise real. 

              Robinson nos oferece, segundo o matemático, filósofo e epistemólogo Lakatos 

(1983), uma explicação racional e sem ambigüidades da teoria dos infinitésimos que satisfaz 

aos critérios do rigor matemático moderno, iniciado no séuclo XIX, com Bolzano, Cauchy e, 

principalmente Weierstrass. 

              Temos, pois, com esses e outros matemáticos um movimento de retorno aos 

fundamentos, ou seja, um retorno ao ideal grego do raciocínio claro e rigoroso que parecia ter 

sido abandonado, para clarificar certas noções nebulosas e assentar os diversos ramos da 
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Matemática em bases sólida. Das noções nebulosas das quais se ocupavam os matemáticos 

desta época, a de infinitésimos estava nos fundamentos do cálculo diferencial e integral e da 

análise matemática. 

              Alguns matemáticos em nome do rigor expurgaram a noção de infinitésimo do 

cálculo. Porém, outros a usavam em aplicações do cálculo. Estava estabelecido o impasse 

fundamentação/aplicação, o que faltava fazer? Era preciso uma nova atitude frente ao desafio 

proposto: procurar estabelecer novas relações. Faltava justamente trabalhar com a lógica e a 

intuição. Seria possível aproximá-las o suficiente para trabalhá-las conjuntamente?  

              Robinson que era lógico, matemático e físico percebeu que sim, e mostrou à 

comunidade matemática esta possibilidade ao criar os hiper-reais, estrutura básica da teoria 

não-standard. O valor da contribuição robinsoniana pode ser observado pelo alcance das suas 

idéias ao conseguir uma sistematização rigorosa dos infinitésimos diante das suas diversas 

interpretações construídas ao longo dos séculos por eminentes matemáticos. A aproximação 

na medida certa da lógica e da intuição resolveu definitivamente o problema da 

fundamentação dos infinitésimos. 

              A aproximação entre lógica e intuição pode ser explicada a partir da percepção dos limites da lógica. 

Esses limites da lógica foram demonstrados com muita ênfase pelos teoremas de Gödel, destronando assim, a 

lógica, em especial a clássica, da condição de guardiã das certezas absolutas. É bastante claro que esses teoremas 

referem-se a sistemas formalizados e, como a formalização é uma singularidade do conhecimento matemático (e 

por que não dizer do conhecimento humano), devem ser considerados todas as vezes que fizermos uma opção 

nesta direção de formalização. Esses teoremas de Gödel têm um grande valor epistemológico: são considerados 

uma grande revelação conceitual de séc. XX; a meu ver, possibilitaram aos matemáticos estabelecer relações 

antes não tentadas – pelo menos com sucesso. 

              A teoria robinsoniana não deixa, portanto, espaço para dúvidas quanto ao rigor da 

fundamentação dos infinitésimos. Formulada com princípios, teoremas e definições, pode-se 

dizer, de forma plausível, que sua criação representa o coroamento da aproximação 

intuição/lógica e que os conceitos básicos do cálculo não standard ganharam com o 

reconhecimento da importância da intuição, ou seja, os aspectos intuitivos fazem a diferença 

na compreensão e aplicação desses conceitos. Aliás, ela tornou-se imprescindível ao espírito 

criativo, não só dos matemáticos. 

              Um dos aspectos que chamam atenção na estrutura dos hiper-reais (*R) de Robinson, 

é a não conservação da propriedade arquimediana. 

              Constatamos que toda relação e toda operação em R se estende naturalmente a *R, por um lado, e que 

todas as propriedades formais exprimíveis em linguagem elementar são conservadas. Exemplo: �xy(x+y = y+x). 

Mas por que a não conservação da propriedade de Arqumedes em *R se formulada em linguagem elementar? 

Ora, se os hiper-reais são uma extensão dos reais, a propriedade arquimediana sendo elementar e verdadeira em 
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R, deveria transferir-se para *R como verdadeira. Mas ao contrário do que acontece com a propriedade da adição 

�xy(x+y = y+x), a propriedade arquimediana quando interpretada em *R, já não é mais a propriedade de 

Arquimdes, embora aparentemente lhe conserve a forma. O fato de *R não ser arquimediano significa que “para 

todo x positivo em *R existe um elemento n de *N maior que x”, ou seja, dado x positivo em *R, um n em *N 

tal que n ! x. O número n que deveria ser um natural ordinário, isto é, um elemento de N, poderá ser um natural, 

infinitamente grande, isto é, um elemento de *N (*N é a extensão de N; N � *N – inclusão própria6). O 

problema é que N não permanece o mesmo (não é absoluto) quando se passa de R à extensão *R pela operação 

de “extensão natural” , só os conjuntos finitos permanecem os mesmos. 

              Observemos  que  a  interpretação  dada ao número natural do qual fala a propriedade  

 
(6) Lembremos que se diz que dois conjuntos são iguais se e somente se eles têm os mesmos elementos. De 
forma mais pretensiosa: um conjunto é determinado por sua extensão. É importante entender que a extensão não 
é só uma propriedade logicamente necessária da igualdade, mas uma proposição não trivial sobre pertinência; 
que a extensão natural entre conjuntos infinitos é a inclusão própria da teoria dos conjuntos. Se A e B são 
conjuntos tais que A � B e  A z B. 
arquimediana é de caráter epistemológico. Ocorre uma mudança significativa no número n, que deixa de ser um 

natural ordinário e poderá ser um natural infinitamente grande pertencente a *N, extensão natural de N. Aliás, os 

infinitesimais não podem existir como números ordinários, eles pertencem a um sistema maior de números – os 

hiper-reais. De fato, esta interpretação possibilitou a Robinson que observou as extensões não-arquimediana de 

R consideradas desde final do séc. XIX, para não falar dos pioneiros, definir os números infinitamente pequenos 

e infinitamente grandes. Cabe lembrar, que o novo sistema numérico criado por Robinson, não apresenta 

nenhuma inconsistência, e que, portanto, tanto os infinitesimais como também os “novos” números obedecem a 

princípios que permitem um desenvolvimento rigoroso do cálculo. 

              É possível afirmar que as técnicas não-standard ou infinitesimais podem ser usadas 

para fornecer uma compreensão mais clara de uma teoria existente, porque as provas e as 

construções estão mais próximas das idéias intuitivas subjacentes; para a descoberta de novos 

resultados. Aliás, a habilidade de qualquer nova teoria em dar tais contribuições é o padrão 

pelo qual lhe é medida. Exemplificando, Robinson e Bernstein, em 1966, usaram as técnicas 

não-standard para resolver o problema do sub-espaço invariante para um operador 

polinomialmente compacto em Espaço de Hilbert Complexo. (OLIVEIRA, 1994).    

              O ressurgimento de idéias intuitivas na fundamentação do cálculo, porém, com 

sistematização rigorosa, fez ou faz da criação robinsoniana uma grande contribuição 

epistemológica, filosófica e histórica ao desenvolvimento da Matemática, por mostrar que 

algumas das intuições de Newton, Leibniz e outros não eram inteiramente sem sentido – 

estúpidas, embora fossem até certo ponto grosseiras. Os físicos, com certeza, sentiram-se 

aliviados com a teoria de Robinson, pois sempre fizeram uso dos infinitésimos, como por 

exemplo, ao estabelecer equações diferenciais representando processos físicos. 

              O físico, na realidade, conhece de modo aproximado os números que mede pela 

experiência e pode supor que uma função é contínua ou descontínua, que uma função tem 
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derivada ou que não tem, sem receio de ser desmentido – quer pela experiência atual, quer por 

qualquer experiência futura. Compreendemos que essa liberdade que o físico tem de poder 

raciocinar sem está preso a certos “princípios” foi fundamental para Robinson na criação da 

teoria não-standard. 
 
 
 
 
 

CONTINUIDADE  
       
              É fato, temos em certa medida uma noção intuitiva da continuidade. Quando observamos o movimento 

de um automóvel em uma estrada e o comparamos ao movimento de um canguru nesta mesma estrada; a 

imagem mental que nos vem é de uma linha reta, sem interrupções, no caso do automóvel, e de marcas 

separadas, pontos soltos, no caso do canguru. Esta oposição caracteriza bem a idéia que o senso comum tem 

sobre o contínuo e o descontínuo. 

              Recordemos alguns fatos referentes à continuidade na Grécia Antiga. Um deles 
é o que trata da polêmica entre os eleatas e os pitagóricos que levou à concepção de um 
mundo contínuo e móvel, onde o movimento é apenas uma opinião e não de verdade. 
Neste caso, a continuidade seria incompatível com o devir. Tal polêmica pode ser 
ilustrada com os estudos desenvolvidos por Zenão de Eléia. Outro, é referente a  crença 
racional dos gregos sobre o contínuo das grandezas geométricas e a essência descontínua 
dos números naturais. 
              Mas então podemos nos perguntar quais eram as idéias filosóficas dessa época que 

deram suporte à polêmica entre eleáticos e pitagóricos? Sabe-se que além dos pitagóricos que 

defendiam a tese de todas as coisas têm um número e nada se pode compreender sem número, 

duas outras correntes filosóficas persistiam na Grécia Antiga: uma em afirmar que a realidade 

está em perene movimento, nada se encontra parado, pois tudo é mudança e outra em 

postular que a realidade é a permanência, aquilo que não muda, porque o movimento é 

contraditório e jamais será alcançado pela compreensão. Como já vimos, Zenão era 

discípulo da última e o filósofo grego Heráclito de Efeso (576-480 a.C.) defensor da primeira. 

Heráclito via na transformação permanente, no devir, a essência das coisas. Vale relembrar 

sua célebre frase: “Tu não podes banhar-te duas vezes no mesmo rio; visto que novas águas 

correm sobre ti”.  

              Na verdade, a concepção eleática sobre a compreensão do movimento se opõe tanto à 

concepção pitagórica quanto à heracliteana. Os eleatas mostraram através dos argumentos de 

Zenão que o movimento é incompreensível; já os pitagóricos adeptos da teoria das mónodas7, 

consideravam o movimento como uma sucessão de estados – de passagens de mónodas a 

mónadas  sucessivas  e os heracliteanos  segundo  Caraça (1989, p. 67),  consideravam  “que é  
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(7) Para os pitagóricos “a matéria era formada por corpúsculos cósmicos, de extensão não nula, embora 
pequena, os quais, reunidos em certa quantidade e ordem, produziam os corpos; cada um de tais corpúsculos – 
mónada – era assimilado à unidade numérica e, assim, os corpos se formavam por quantidade e arranjo de 
mónadas como os números por quantidade e arranjo de unidades.” (CARAÇA, 1989, p. 72-73).  
impossível, num dado instante, atingir a permanência, a estabilidade seja do que for; tudo 

flui, tudo devém, a todo o momento, uma coisa nova.”  

              Então, quando admitimos a dicotomia do espaço - porque não dizer, da reta (para 

concretizar: basta tomarmos um barbante e cortá-lo ao meio, depois ao meio do pedaço 

remanescente e assim por sucessivamente) e também do tempo, podemos dizer que: quando 

vemos uma andorinha em pleno vôo, vemos o movimento como um todo e não como uma 

sucessão infinita de estados de repouso, como a reunião dialética entre o descontínuo e o 

contínuo no espaço e no tempo. E também, quando eu me movo, encontro-me num 

determinado lugar e, simultaneamente, não me encontro nele; é a interação entre descontínuo 

e o contínuo que torna possível o movimento.               

              Há filosoficamente uma importante diversidade entre contínuo e descontínuo. Segundo Selvaggi, 

professor emérito da Universidade Gregoriana de Roma, autor do livro Filosofia do Mundo: cosmologia 

filosófica,  

O contínuo é indiviso e, portanto, uno em si, um ente quanto, a unidade no 
gênero da quantidade; o descontínuo é diviso, e portanto múltiplo, muitos 
entes quantos, muitos contínuos. Sobre esta distinção entre contínuo e 
descontínuo se fundam os conceitos de unidade e multidão, que por sua vez 
dão origem ao conceito de número. (SELVAGGI,1988. p. 175). 
 

Na realidade, a importância filosófica dessa distinção entre contínuo e descontínuo, ainda segundo Selvaggi 

(1988, p. 175), “deriva do fato que a divisão e indivisão, unidade e multiplicidade são noções que transcendem o 

gênero da quantidade e podem ser aplicadas, de modo análogo, ao ser em geral; são noções não só físicas e 

matemáticas como também metafísicas.” 

              O que acabamos de dizer sobre continuidade nos mostra em parte a fecundidade 

desse conceito. Porém, faz-se necessário observar de modo particular, o seu valor 

epistemológico dentro da Matemática por ter provocado rupturas e conseqüentemente, 

avanços. 

              Para alguns matemáticos, o número inteiro é o único objeto natural de pensamento matemático8. 

Defensor da concepção intuicionista, Leopold Kronecker (1823-1891) foi um matemático que acreditava que 

toda a Matemática deve se basear em métodos finitos, desenvolvidos a partir dos números naturais. Especialista 

em teoria das equações, funções elípticas e teoria dos  números algébricos, disse: “Deus fez os números inteiros, 

todo o resto é criação do homem”. Também criticou os trabalhos  de  Cantor  cujo objeto de estudo foram os  

 
(8). Os intuicionistas defendem a tese de que “a existência de um objeto matemático está associada a um método 
que permita a construção desse objeto”.  
conjuntos infinitos9 com sua concepção finitista e a controvérsia estabelecida entre os formalistas e intuicionistas 

do séc. XX, é essencialmente, uma continuação da controvérsia entre Cantor e Kronecker. 
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              Desse modo, o que dizer do contínuo? Segundo Poincaré (1995, p. 95), “foi o mundo exterior que nos 

impôs o contínuo; sem dúvida o inventamos, mas esse mundo nos forçou a inventá-lo.” Mas nem por isso deixa 

de ser um dos mais importantes objetos da Matemática. Aliás, sem o contínuo a Matemática se reduziria à 

Aritmética e não haveria análise infinitesimal.  

              Sobre o objeto matemático vale ressaltar que alguns filósofos da ciência rejeitam a concepção empirista 

da matemática segundo a qual o objeto matemático é uma simples abstração da experiência, apontando a imensa 

abstração de alguns dos conceitos mais modernos dessa ciência. Realmente, nos ramos mais modernos da 

matemática surgem conceitos altamente abstratos, aparentemente bem longe de qualquer intuição. Mas essa 

concepção é enganosa, pois os conceitos matemáticos, a exemplo do conceito de função, formam uma seqüência 

de sucessivas abstrações e generalizações, “cada uma das quais repousa na combinação de experiências com 

conceitos abstratos prévios”. Pode-se afirmar que é na vivência das experiências perceptivas sensoriais de onde 

surgem as primeiras abstrações da matemática. Por exemplo: da necessidade de contagem – aritmética (os 

números naturais); da necessidade de medir terras – a geometria. Construídas estas, surgem as chamadas 

experiências mentais, com esses primeiros conceitos – a construção dos números reais a partir dos números 

naturais. A natureza generalizadora da ciência na qual repousa a sua imensa fecundidade é responsável por novas 

abstrações, fruto das experiências mentais com as abstrações que lhe são anteriores. 

              Observemos que apesar de ser um intuicionista, Poincaré reconhece que a natureza é bem mais rica que 

a imaginação, e que, portanto, é necessário às vezes tomarmos caminhos até então negligenciados, pois esses 

caminhos muitas vezes nos conduzirá a criações importantes, como a do contínuo. “Dedicamos quase todo o 

nosso tempo e todas as nossas forças ao estudo do contínuo. Quem será capaz de lamentá-lo, quem julgará que 

esse tempo e essas forças foram perdidos?”(POINCARÉ, 1995, p.95).                

              Houve   um   movimento   denominado   aritmetização10   da   Análise,     comandado  

 

(9)Para os matemáticos um conjunto é infinito sempre que for equivalente a um subconjunto próprio de si 
mesmo. Caso contrário, o conjunto será finito. E quando é que um conjunto é equivalente a um outro conjunto?  
O conjunto A, dizem os matemáticos, é equivalente ao conjunto B, quando a cada elemento de A corresponder 
um único elemento de B e a cada elemento de B corresponder um único elemento de A. 
(10) O termo aritmetização significa construir os números reais a partir dos números naturais. 

principalmente por Weierstrass, Dedeking e Cantor. Foi uma tentativa de fundamentação do contínuo (números 

reais) em termos puramente algébricos ou analíticos, despidos da veste geométrica, mas (in)vestido de outra: a 

intuição geométrica dá lugar a outra intuição, bem   mais abstrata e poderosa, a dos conjuntos ou coleções 

cantorianas. Mas, “a análise nos abre perspectivas infinitas, que a aritmética não suspeita; num breve olhar 

mostra-nos um conjunto grandioso, cuja ordem é simples e simétrica; ao contrário, na teoria dos números, onde 

reina o imprevisto, a visão é, por assim dizer, tolhida a cada passo.”(POINCARÉ, 1995, p. 96).  

              Sem dúvida, teremos necessidade de relembrar que é possível encontrar aspectos intuitivos sobre os 

números reais nos trabalhos do grande matemático Gauss11 (1777-1855), por apoiar-se na intuição geométrica. 

Porém esses aspectos intuitivos foram, digamos, eliminados, quando a propriedade fundamental dos reais, a 

continuidade, foi rigorosamente esclarecida através daquilo que hoje denominamos de Princípio de 

Continuidade e suas equivalências:  

              I) Princípio de Dedekind: se o conjunto dos reais é dividido em duas classes não vazias X e Y disjuntas, 

de maneira que para x � X e  y  � Y arbitrários se cumpra x � y, existe, então um único número a para o qual x 

d a d y, quaisquer que sejam x  � X e y � Y.        
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              II) Princípio de Cantor: dado um sistema de intervalos encaixantes (isto é, um 

sistema de intervalos com duas propriedades: a) cada qual está contido em todos os seus 

predecessores e b) suas amplitudes, 0,1,  0,01,  0,001, ... vão decrescendo e tendendo para 

zero), existe um único número real que pertence a cada um dos intervalos. 

              III) Princípio de Weierstrass: se uma sucessão não decrescente de números reais está cotada 

superiormente, então é convergente. 

              IV) Princípio de Cauchy: toda sucessão fundamental de números reais converge.   

              O conceito de continuidade é, na verdade, a propriedade natural dos números reais. Ela impede que os 

reais sejam enumeráveis. Diz-se enumerável, qualquer, conjunto que possa ser colocado em correspondência 

biunívoca com os números naturais; logo de mesma potência (cardinalidade) do conjunto dos naturais. 

Enumerar, significar contar, isto é, colocar os objetos em correspondência um-a-um com o conjunto N dos 

naturais ou com parte dele. Exemplos de conjuntos enumeráveis: o conjunto de todos os números pares, o 

conjunto de todos os números ímpares, o conjunto de todos os números racionais e muitos outros. 

              De fato, um conjunto cujos elementos não podem ser enumerados  é  o  conjunto  dos 

(11) As preocupações de Gauss com os fundamentos da Análise, e com o rigor na Matemática, revelam, de um 

modo geral, uma sensibilidade bem apurada. Gauss só publicava trabalhos bem acabados.            

números reais. Mas o que impede a correspondência biunívoca entre seus elementos e os números naturais? A 

continuidade, propriedade inexistente tanto nos naturais como nos racionais.                 

              Procuremos esclarecer melhor. Para tanto comparemos as propriedades dos números racionais com as 

propriedades dos números reais.  

              i) O conjunto dos pontos de uma reta é infinito -  o que é o mesmo, em certo sentido, o conjunto dos 

números reais; o conjunto dos racionais também o é. 

              ii) Ambos os conjuntos são ordenados: dado um ponto P da reta e outro ponto A, este precede àquele se 

estiver a sua esquerda; dados dois racionais x e y, x precede y quando x for menor que y. 

              iii) Dados dois racionais distintos quaisquer entre eles há uma infinidade de outros 

racionais; o mesmo acontece com dois reais distintos quaisquer. Conjuntos com essa 

propriedade são chamados de densos. Mais formalmente um conjunto C é denso se nele existe 

uma relação de ordem � com a seguinte característica: sempre que x � z (supondo x z z), 

existe um y tal que x � y e y � z, ou seja, dados dois elementos distintos, x e z, de C, há um 

elemento y entre eles.  

              Apesar de ambos possuírem essas três propriedades, seus elementos não podem ser 

postos em correspondência biunívoca. O conjunto dos pontos da reta ou o conjunto dos reais, 

não é enumerável. A potência dos reais é de outro tipo. A cardinalidade dos reais (podemos 

chamá-la de c) é maior que a cardinalidade dos naturais (�0). Demonstra-se que c = 2
�0

. 

Porém pode-se estabelecer uma correspondência biunívoca entre os pontos de uma reta e os 

pontos de um segmento (Fig. 2.1). Seja AB um segmento e r uma reta qualquer paralela à AB. 
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Fig.2.1 

Liguemos A e B ao ponto C, da reta r, de tal maneira que o ângulo ACB seja reto. A projeção 

C sobre AB é C’. Seja D um ponto qualquer de r à esquerda de C e o liguemos ao ponto B. 

Sobre o segmento AC, temos o ponto p, cuja projeção sobre AB, será D’. Do que foi dito, 

conclui-se: a qualquer ponto D (à esquerda de C) corresponde outro ponto D’ à esquerda de 

C’. De forma análoga, seja um ponto qualquer E em r à direita de C e o liguemos ao ponto A. 

Sobre o segmento BC determinemos o ponto m cuja projeção sobre AB é E’. Logo: a 

qualquer ponto (à direita de C) corresponde o ponto E’ à direita de C’. Desse modo, o que 

acabamos de fazer pode ser estendido para todos os pontos da reta r, ficando, desta forma, 

estabelecida uma correspondência biunívoca entre os pontos da reta r e o segmento AB.           

             Mostramos que há uma correspondência biunívoca entre os pontos de uma reta r e um 

certo segmento. Portanto, se o conjunto dos reais, em certo sentido, é o mesmo que o conjunto 

de pontos de uma reta, pode-se afirmar que de fato a correspondência é biunívoca entre o 

conjunto dos números reais e os pontos de uma reta, ou seja, a todo número real corresponde 

um ponto da reta; a todo ponto da reta corresponde um número real (postulado básico da 

Geometria Analítica). 

              Para Caraça (1989), a linha reta é a imagem ideal da continuidade. 

              Concentremo-nos na imagem da reta quanto à continuidade. A riqueza da estrutura 

da reta vai além “da simples variação por gradações insensíveis” segundo Caraça (1989). É 

preciso, portanto, para perceber a continuidade; ter clareza da noção da reta e procurar 

estabelecer critérios distintivos e simples que permitam observar qualquer conjunto e verificar 

se ele tem ou não a mesma estrutura da reta e, claro, se podemos atribuir-lhe ou não a 

continuidade. 

              Um critério importante para verificar a continuidade de um dado conjunto é o 

conceito de corte que está no princípio da continuidade desenvolvido por Dedekind (1831-

1916):  
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Se  uma repartição de todos os pontos da reta em duas classes é de tal 
natureza que todo o ponto de uma das classes está à esquerda de todo o 
ponto da outra, então existe um e um só ponto pelo qual é produzida esta 
repartição de todos os pontos em duas classes, ou esta decomposição da 
reta em duas partes. ( CARAÇA, 1989, p. 60). 
 

 Em outros termos: Verifica-se um corte num dado conjunto A não-vazio, quando ele é 

separado em dois outros B e C, tal que:  

 i)  todo elemento b � B é menor do que todo elemento c � C. 

 ii) A = B � C. 

Ex1:              B                                   C 

                                                                       Neste caso, 1 é: i) elemento separador do corte, e,                

                     xd1              1         x!1                                              ii) elemento máximo da classe B.  

 

  Ex2:        B                                   d C         Neste caso, 1 é elemento mínimo de C.          

                                    1 

                                                               

              Do que foi dito, conclui-se: i) 1 é o supremo de B no exemplo 1. 

                                                          ii) 1 é o ínfimo de C no exemplo 2. 

              Mas, além desses “cortes”, há outros. Vejamos outro exemplo mostrando que no 

conjunto dos números racionais há cortes que não tem elementos de separação, para não 

pensarmos que para todo corte no conjunto dos racionais, existe um número racional a separar 

B e C. Antes, porém, consideremos a definição: 

Chamamos número real ao elemento de separação dos dois conjuntos dum 
certo corte qualquer no conjunto dos números racionais; se existe um 
número racional a separar os dois conjuntos, o número real coincidirá com 
esse número racional, se não existe tal número, o número real dir-se-á 
irracional. (CARAÇA, 1989, p. 62).  
 

Ex3 :              B                   C 

                 b2 � 2                  c2  ! 2       Neste caso, consideremos: i) B o conjunto formado por 

                                  �2                        todo racional b cujo quadrado seja menor que 2, isto é, 

                                                              b2 � 2; ii) C o conjunto formado por todo racional c 

                                                              cujo quadrado seja maior que 2, isto é, c2  ! 2. 

Nota-se que o critério de repartição abrange todos os racionais, mas lhe escapa o número cujo 

quadrado seja igual a 2. Então, qual seria o elemento de separação dos conjuntos B e C? – não 

existe! ele seria o número de quadrado igual a 2. 
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              O número cujo quadrado é igual a 2 é o número real irracional �2  . Portanto, �2   é o 

número real irracional que separa o conjunto B dos racionais b, tais que b
2
 � 2 do conjunto C 

dos racionais, tais que c
2
  ! 2. Isso significa que todo corte tem elemento de separação, 

estando este elemento no conjunto dos reais, como é o caso de �2  .  

              Pelo que vimos, podemos afirmar que: 

i) todo corte é produzido por um ponto da reta. 

ii) todo ponto da reta pode produzir um corte. 

              Dessa afirmação, conclui-se que: todo racional produz um corte nos racionais, 

porém, não se verifica a recíproca, isto é, pode existir um corte nos racionais positivos que 

não seja produzido por um racional. Na verdade, encontramos a razão da não correspondência 

biunívoca entre os reais e os racionais.   

              O conceito de continuidade evoluiu gradualmente, assim como o conceito de função
12

. Inicialmente se 

confundia a função com sua correspondência analítica
13

 e a continuidade significava a permanência da mesma 

fórmula que define a função, ao passo que  “descontinuidade” significava, não a ruptura do gráfico da função, 

mas da expressão analítica  

ou lei que definisse a correspondência entre variável dependente e a variável independente (ou variáveis 

independentes). 

              Somos portanto levados a enunciar, em linguagem, digamos, contemporânea, algumas definições. 

Bolzano, em um trabalho publicado em 1817 escrevera: “uma função f(x) varia segundo a lei da continuidade 

para todos os valores de x situados num intervalo se a diferença f(x + Z) – f(x) pode tornar-se menor que 

qualquer valor dado, se se pode sempre tomar Z tão pequeno quanto se queira.” (ÁVILA, 2001, p.128). Essa 

definição é praticamente a mesma definição de continuidade de Cauchy:  

A função f(x) será contínua em x num intervalo de valores dessa variável se, 
para cada valor de x nesse intervalo, o valor numérico da diferença           
f(x + D) – f(x) decresce indefinidamente com D. Em outras palavras, f(x) é 
contínua se um acréscimo infinitamente pequeno de x produz um acréscimo 
infinitamente pequeno de f(x). (ÁVILA, 2001, p.128). 

 
              Essa definição apresentada por Cauchy está muito próxima da que usamos hoje em dia, em termos de [ 

e G: uma função dada por y = f(x), chama-se contínua, se existe para cada [ ! 0, um G ! 0, de modo que para 

todo x1 , x2 com ~x1 – x2~ � G, vale  ~f(x1) – f(x2)~ � [ . Aliás, essa simbologia também é devida a Cauchy, que a 

usa em várias demonstrações, embora ela só tenha se universalizado devido as preleções de Weierstrass em 

Berlim, por volta da década de 70 do séc XIX. Weierstrass também apresentou em notas dos cursos que 

ministrava a definição de continuidade em termos de desigualdade envolvendo  [ e G. 

              Na verdade, Weierstrass deu uma definição um tanto equivalente às definições de Bolzano e Cauchy 

para uma função contínua, porém com maior clareza e precisão. Para ele, dizer  que  ƒ(x + 'x) – ƒ(x)  é  um  

infinitésimo,  ou que,  torna-se  e   permanece   menor  que  
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(12) Segundo Eves (1995, p. 660-661), “a palavra função parece ter sido introduzida por Leibniz em 1694, 
inicialmente para expressar qualquer quantidade associada a uma curva, como , por exemplo, as coordenadas 
de um ponto da curva, a inclinação de uma curva e o raio da curvatura de uma curva. Por volta de 1718, 
Johann Bernoulli havia chegado a considerar uma função como uma expressão qualquer formada de uma 
variável e algumas constantes; pouco tempo depois Euler considerou uma função como uma equação ou 
fórmula qualquer envolvendo variáveis e constantes.”  Hoje utilizamos uma definição mais geral de função, que 
evoluiu principalmente nos trabalhos de Joseph Fourier (1768-1830) que foi levado a considerar, em suas 
pesquisas sobre a propagação do calor, as chamadas séries trigonométricas e Lejeune Direchlet (1805-1859).    
“Uma função ƒ: D oY é uma lei que associa elementos de um conjunto D, chamado o domínio da função, a 
elementos de um outro conjunto Y, chamado o contradomínio da função.” (ÁVILA, 2001, p. 100). 
(13) A fórmula ou lei expressa em simbologia matemática que define a função. 
qualquer quantidade dada, à medida que 'x se aproxima de zero traz à mente ou o infinitamente pequeno ou 

noções vagas de mobilidade. Weierstrass definiu ƒ(x) como contínua, dentro de certos limites de x: se para 

qualquer valor x0 desse intervalo e para um número positivo arbitrariamente pequeno [, é possível achar um 

intervalo em torno de x0, tal que para todos os valores deste intervalo a diferença ƒ(x ) – ƒ(x0) é, em valor 

absoluto, menor que [ . 

              Cauchy é considerado comumente por muitos historiadores da matemática como a pessoa que pôs o 

cálculo em terreno firme, apesar dos equívocos encontrados posteriormente na demonstração que apresentara 

para o princípio da convergência14. Esses equívocos levaram muitos matemáticos a procurar uma solução para a 

demonstração. A procura por uma solução satisfatória aconteceu entre os contemporâneos de Cauchy, como 

também por outros matemáticos um pouco mais tarde.  

              Abrahan Robinson, por exemplo, considerava em certa medida, a definição dada por 

Cauchy sobre continuidade, misteriosa e propôs com sua teoria não-standard uma nova 

solução ao problema da continuidade. 

             Robinson observou que a história do cálculo admitia duas teorias sobre o contínuo: teoria leibniziana e 

teoria weierstrassina. Essas teorias, na verdade, eram rivais. O contínuo de que trata a teoria leibniziana vai de 

Arquimedes até o contínuo não-arquimediano mediante a adição dos infinitésimos e dos números infinitamente 

grandes. Segundo Robinson, Cauchy era adepto da teoria leibniziana (LAKATOS, 1983). Já para a teoria 

weierstrassiana, o aspecto revolucionário era a possibilidade de explicar todo o cálculo conhecido e também 

desenvolvimentos posteriores que incluíssem os números reais. 

              É possível mostrar, segundo Robinson que os argumentos de Cauchy não devem ser interpretados como 

weierstrassiano e sim como um genuíno leibniziano. 

              Vejamos a interpretação apresentada por Robinson.  

              Seja lim sn (x) = sn (x) donde sn(x) são contínuas. Então a fim da provar que sn(x) é contínua em algum 

x1,   temos   de   mostrar   que   s(x1 + D) – s(x1)   é  infinitesimal para todo  

  
(14) Lembremos que o objetivo de Cauchy era provar que: seja ƒ uma função contínua num intervalo I = [a,b], 
com ƒ(a)  z ƒ(b).  Então,  dado  qualquer  número d  compreendido entre ƒ(a) e ƒ(b), existe c � (a,b) tal que  
ƒ(c) = d. Em outras palavras, ƒ(x) assume os valores compreendidos entre ƒ(a) e ƒ(b), com x variando em          
( a,b), por meios analíticos, sem recorrer à intuição geométrica. Desse objetivo é que surgiu o seu critério de 
convergência, formulado aqui, para o caso de uma seqüência de funções: “ Se uma seqüência de grandezas 
F1(x), F2(x),..., Fn(x),..., Fn + r(x),...  está sujeita à condição de que a diferença entre seu n-ésimo Fn(x) e cada 
membro seguinte Fn + r(x), não importa quão distante do n-ésimo termo este último possa estar, seja menor do 
que qualquer quantidade dada, desde que n seja tomado bastante grande; então, existe uma e somente uma 
determinada grandeza, da qual se aproximam mais e mais os membros da seqüência, e da qual eles podem se 
tornar tão próximos quanto se deseje, desde que a seqüência seja bastante longa.” (ÁVILA, 2001, p. 74).  
   infinitesimal  D. 
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              Nessa formulação está sendo empregado o conceito de continuidade de Cauchy, que será equivalente ao 

conceito de Weierstrass, somente se para qualquer proposição que seja verdadeira para todas as quantidades 

infinitesimais também seja verdadeira para quantidades finitas suficientemente pequena e vice-versa. 

              Então: ~s(x1 + D) – s(x1) ~= ~sn (x1 + D) – sn(x1) + rn(x1 + D) – rn(x1) ~ 

                                                         d ~sn (x1 + D) – sn(x1)~ + ~ rn(x1 + D) ~+ ~ rn(x1) ~donde rn são os restos. 

Cauchy acreditava que a parte esquerda era infinitesimal para todo infinitesimal D, posto que ~sn (x1 + D) – 

sn(x1)~ é infinitesimal para todo n, devido a sua definição de continuidade; e  ~ rn(x1 + D) ~ e  ~ rn(x1) ~seria por 

sua vez infinitésimos para todos os n infinitamente grandes devido a definição apresentada por Cauchy: an o 0 

se an é infinitesimal para n infinitamente grandes. 

              Para Robinson, este argumento implica que sn(x) deveria está definida e ser contínua, e convergir não só 

para os pontos standard weierstrassianos, mas para todos os pontos do contínuo mais denso de Cauchy, e a 

seqüência sn(x) deveria está definida para índices n infinitamente grandes e representar funções contínuas de tais 

índices. 

              Observa-se que a noção de convergência15 de Cauchy pode ser interpretada pela teoria robinsoniana da 

seguinte maneira: Seja *R uma extensão elementar dos números reais R e *N a extensão correspondente dos 

números naturais N. A prova de Cauchy de seu teorema da continuidade exige a convergência de uma seqüência 

transfinita. 

              Simbolicamente: { s(n) / n � N}, donde s(n) �*R.  

              Assim, a seqüência { s(n) / n � N}, donde s(n) �*R, converge (segundo Cauchy) para o limite t �*R se 

existe uma função M(n) em R tal que para todo m em N e para todo n em *N: n ! M(n) o ~ s(x) - t ~ � m-1 .  

              Segundo Robinson, com esta definição, o  teorema  de  Cauchy  é  correto no sistema  

 
(15) Para Cauchy, toda seqüência monótona e limitada é convergente. Diz-se que uma seqüência (an) é limitada 
inferiormente, se existe um número A tal que A d an   para todo n; e limitada à direita, ou limitada 
superiormente, se existe um número B tal que an  d B para todo n. Quando a seqüência é limitada à esquerda e 
à direita ao mesmo tempo, dizemos simplesmente que ela é limitada e, monótona quando satisfaz a qualquer uma 
dessas condições: crescente, decrescente, não decrescente e não crescente. “Diz-seque uma seqüência (an)  é 
crescente se a1 �  a2 � ...  �  an � ... e decrescente se a1 !  a2 ! ...  ! an ! ... Diz-se que a seqüência é não 
decrescente se  a1 d  a2 d ...  na  d ... e não crescente se  a1 t   a2 t ...   t   an t  ... .” (ÁVILA, 2001, p. 56-57).  
Esse critério de convergência permite saber se uma dada seqüência é convergente, sem conhecer seu limite de 
antemão se ela for monótona. Em contrate a esse critério de convergência, veja outro de caráter geral que se 
aplica a qualquer seqüência. “Uma condição necessária e suficiente para que uma seqüência (an) seja 
convergente é que, qualquer que seja [ ! 0, existe N tal que n, m ! N � ~ an  -  am ~� [ .”(ÁVILA, 2001, p. 67). 
Em  outros  termos  “dado   [ ! 0,   existe   um   índice   N   tal   que,  para  todo  inteiro  positivo  p,   n ! N � 
~ an  -  na + p ~� [ .”(ÁVILA, 2001, P. 67). 
dos hiper-reais, mas não o é para o sistema dos números reais R. (LAKATOS, 1983). 
              Isso nos mostra que a teoria de Robinson proporciona explicações precisas sobre as noções de Cauchy, 

como também se propõe a explicar as idéias de Leibniz. Observa-se que ao dar muita ênfase a idéia de 

continuidade de Leibniz e Cauchy, o levou a uma falsa reconstrução da prova de Cauchy de 1821. Segundo 

Lakatos (1983), as definições  dadas por Cauchy e Robinson sobre  continuidade apresentam menos 

similaridades do que as definições dadas por  Cauchy e Weierstrass. 

              Robinson tem razão em sinalizar que Cauchy fazia um esforço para escapar dos infinitésimos, cuja 

debilidade lógica havia sido mostrada por Berkeley. Porém, uma análise do termo variável usado por Cauchy, 

vai mostrar que não se trata só de uma maneira de falar, pelo contrário, suas variáveis reais recorriam aos 
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C2,+.88, ! 1.! diferencia•‹ o! .! 4! 9;6H?,! 1.! 67 4! 96->?, ! +F47 47,8! 1.! 1.2/3414A!J?,! , B804-0.<! 4! /7C,20c-+/4! 14!

/-3. ->?,! 1.! J.U0 ,-! 5! @6. ! .; 4! 9,2-.+.6! 67! C2,+.1/7 .-0, ! K.24;! E! 4;K,2/07 ,! E! C424! 8.! .-+,-0242! 4! 04H4! 1.!

7 614->4!1.!C240/+47 .-0.!@64;@6.2!96->?,A!)!7 4/,2/4!148!2.K248!14!1/9.2.-+/4>?,<!@6.!4K,24!8?,! C420.!1,8!+628,8!
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J.U0,- !, B0. 3. !684- 1, !, !8.6!7 50,1,! 1.!9;6HG.8A!

!!!!!!!!!!!!!!)!C420/2!1,8!024B4;F,8!1.!$j);.7 B.20!.!k46+FQ<!/- /+/,6I8.!674!96-147.-04>?,!74/8!2/K,2,84A!

! "#



! "#

!!!!!!!!!!!!!!$ %&%' ()' *((+!,' - ((%./ &/ !0*!&0)%012- !3%!)- ' 0*' !*(!0-14%(!3-!5675/ 7- !5*3*!8%9!:*&(!'&.- '-(* +!;*9%03- !/ (-!

3%!�[!%!�G<!=)'&>/&?(%!*!%7%!*!)%0)*)&8*!3%!>*0&'! 3-!5675/ 7- !-(! ;7/@4%(!%!- (!&0;&0&)A(&: - (+!5-: ! (/*(!8* ./%9*(! - / !
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Fig. 2.2 
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&0)/&)&8*:%0)%! &0;-':*14%(! %08-78%03-! )*7! 0-12-+! ,-/5-! -/! 0*3*! 5-0)'&>/&03-! ,*'*! &((-!
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!!!!!!!!!!!!!!�g0L!^!�' L5!G!�g0L5!!K!!�'�g!0L5!!K!!!�' J!!!!!!>!!!!!!!!!
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Fig. 2.4 
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!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�' 0!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!. ( /2- !12(%, ( /, !. ( /( !
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!!!!!!!!!!!!!!$$9!#!$%&'$%()*+!,-! �g!.(/( !a!.+,-/$(! ?('A(/!-3 !('B63 !,-11-1!56(2/+!&(1+1C!!
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Fig. 2.13 
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!!!!!!!!!!!!!!; <6!!!=6333:::!5!3>9=!?!!3>9==!?!3>9===!?!:::!5!!!!3>9=!!!!!!!5!!!3>9=!!!5!9:!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!9!.! 3>9=!!!!!!!!!3>9=!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!;1 !0 %/'0 @/AB*16!%*!7*(8*!)*1! /'0 C*16!)'1' ( D*7D'E%0!CE*B'11*1!C%E%!)'/ ' E0A( %E!*!7A0 A/' :!F <A/*1!)'1/ '1!

CE*B'11*1! G%1'A%0 H1'! ( %! B%C%BA)%) ' ! ) ' ! I1*0 %EJ! <0 ! ( K0 'E* ! A(LA( A/*! )' ! C%EB'7%16!B*A1%! M<'! C*)'! C %E'B'E!

A0C*11ND'76!0%1!B*0!%!M<%7!*1!0%/'0 @/AB*1!1'!L%0A7A%EA&%E%0!(*1!K7/A0*1!1OB<7*1:!P/A7A&%()*! '11%!Q%GA7A)%) '6!

1%G'0*16!C*E!'4'0 C7*6!M<'!9!0 %A1!R!0 %A1!S!0 %A1!9>T!0%A1!9>9" !0 %A1!9>#U!'!%11A0 !C*E!)A%( /' 6!ad infinitum6!)@!

( * !7A0A/'!* !!E'1<7/%)*!U:!V'(1%E!'0!1*0 %1!A(LA(A/%1!)%!C' E1C'B/AD%!)* !B@7B<7*!( W*H1/%() %E)!O!0 %/' 0%/AB%0 '( /' !

7' 8N/A0 * :! X7A@16! C*)' H1'! %LAE0 %E! M<'!)*! C*(/ *! )'! DA1/%! 0%/' 0 @/AB*6! /%(/ *! %! /' *EA%! ) *1! (K0 ' E*1! E'%A1! B*0! *1!

B*(B'A/*1!)'!7A0 A/' 1!M<%(/*!%!)*1!(K0 ' E*1!QAC'EHE'%A16!B*0!*1!A( LA(A/O1A0 *16!1W*!D@7A) %1:!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!V%E%!Y%7)A(*!+933Z-6!B*0 !%!BEA%[W*!)*1!(K0 'E*1!QAC'E!E'%A1!C*E!\*GA(1*(6!Ipode-se formalizar o que se 

entende por uma soma de infinitas parcelas, legitimando o modo pelo qual os alunos gostam de se referir ŝ 

sŽriesJ:!+YX] ^ ,_ ; 6!933Z6!C:9-̀:!!

!!!!!!!!!!!!!!a*0 * ! 1%G'0*16! *! /W*! L'1/' b%)*! EA8*E! %7B%([%)*! C'7*1! 0%/' 0 @/AB*1! %/E%DO1! )%! A) OA%! )'! 7A0 A/' ! C%E%! %!

L<()%0'(/%[W*!)*!B@7B<7*6!/%0 GO0 !L*A!%7B%([%)*!C*E!\*GA(1*(!%/E%DO1!)*1!A(LA(A/O1A0*1:!X!/'*EA%!E*GA(1*(A%(%!

O! '4/E'0%0 '(/'! EA8*E*1%!(%! 1<%! L<()%0'(/%[W*6! 0%1! E'18%/%! %1! A)OA%1!%(/A8%1! )*! B@7B<7*! /W*!L'B<()%1! '!

A(/<A/AD%1:!!!

!!!!!!!!!!!!!!^'! L%/*6!*! B*(B'A/*!)'! A(/'8E%7! C*)'! 1'E! B*0CE''()A)*! %! C%E/AE! )%! (*[W*! )'! @E'%6!

CE'1'(/'! (%! '1B*7%!G@1AB%!)'1)'! *! '(1A(*!L<()%0 ' (/%7:!c!C*11ND'7! /E%)<&AE!*!1'<!1A8(ALAB%)*!

</A7A&%()*H1'!%C'(%1! /'E0*1! (W*H/OB(AB*16! !)%!7A(8<%8'0!B*/A)A%(%6!%/E%DO1! )'! <0%!1A0C7'1!

B*(/E%C*1A[W*! '(/E'! 8E%()'&%1! D%EA@D'A1! '! B*(1/%(/'1:! V%E%! d'A17'E! +93T"-! *! B*(B'A/*! )'!

A(/'8E%7! C*)'! 1'E! )'1BEA/*! '0! /'E0*1! )'! <0 %! DA%8'0! )'! %</*0 eD'7:! X! )A1/f(BA%! M<'! *!

Q*)g0 ' /E*!0*1/E%!O!%!A(/'8E%7!)%!D'7*BA)%)'!)*!/'0 C*!&'E*!!%/O!*!CE'1'(/'6!*<!1'b%6!%!)A1/f(BA%!
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L<()%0 ' (/%E! )'(/E*! )*1! %/<%A1! C%)Eh'1! )*! EA8*E6! *! B*(B'A/*! )'! A(/'8E%7:! X! 0<)%([%! O!

1A8(ALAB%/AD%6!'CA1/'0 *7*8AB%0'(/'!EAB%!C*E!0*1/E%E!%*1!0 %/'0 @/AB*1!M<'!O!C*11ND' 7!/E%/%E!'11' !

B*(B'A/*!)'!L*E0 %!A(/<A/AD%!'!B*0!EA8*E:!

!!!!!!!!!!!!!!_%!D'E)%)'6!\*GA(1*(! E'1*7D'<!<0!A0 C*E/%(/'!CE*G7'0%!LA7*1eLAB*2!0*1/E*<!M<'!*1!

A(LA(A/O1A0*1! (W*! 1W*! <0%! A)OA%! G*7*E'(/%! (*1! L<()%0 ' (/*1! )%! F%/'0@/AB%6! B*0* ! %BQ%D%!

Y'Ei'7'j:!k6 !'0 G*E%!/'(Q%!%CE'1'(/%)*!(*D%1!B*(/EAG<A[h'1!C%E%!%!L<()%0' (/%[W*!)*!a@7B<7*6!

B*(1A)'E*<! A(K0'E%1! A)OA%1! b@! /E%G%7Q%)%1! C*E! *</E*1! 0%/'0 @/AB*1! (%! 1<%! /'*EA%6! B*0* ! C*E!

'4'0 C7*6!%1!A)OA%1!)'1'(D*7DA)%1!C*E!a%<BQj!!%*!/E%/%E!)'!)'LA(A[W*!)'!A(/'8E%7:!

!!!!!!!!!!!!!!l'b%!m+4-!<0%!L<([W*!1/%()%E)!M<'!O!B*(/N(<%!(*! A(/'ED%7*!a �d x �d b,!*()'! a!'! b!1W*!

1/%()%E)!!'!a �� b:!a*0 !<0%!C%E/A[W*!LA(%!)*!A(/'ED%7*!+%6G-!/'0*1!<0%!1' Mno(BA%!{ x0,  x1, ... , 

x�Z!p6!*()'! �Z!O!<0!(K0 'E*!(%/<E%7!)'!q_!6!/%7!M<'!x0 = a �� x1 �� x2�� ...�� x�Z  = b!'! xj Ð x j Ð 1!!O!<0!
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$%&$%$'()$*+,! -+.+! $! /! 01! 21! 333! 1!�Z3! 45! -+.'$67()! &$%+)! 89(! ):;! $%'(.%+)1! -;.! (<(*-,;1! +!

)(8=>%?$+!{ x0 = a , x1 , x2, ...��.x�Z  = b@!89(!()'5!A(&$%$A+!-+.+!xj = a + (j/ �Z)(b-a)!;%A(!�Z!B!9* !

%C*( .;!%+'9.+,!$%&$%$';1!B!9*+!)(8=>%?$+!$%'(.%+!%;)!D$-(.!.(+$)!EFGH3!

!!!!!!!!!!!!!I(J+!�S!/! { x0 , x1, ... ,x�Z }!9*+!-+.'$6:; !&$%+!$%'(.%+!(!)(J+!�[ = { �[1 ,  �[2 , ... , �[�Z!@!9*+!

)(8=>%?$+!$%'(.%+!)(*( ,D+%'(!'+,!89(  x j �d �[ j + 1 �d xj + 1 ,  j = 0, 1, ... , �Z Ð 1. !45!)(8=>%?$+)!

$%'(.%+)!)(*(,D+%'()1!-;.!(<(*-,;1!+!)(8=>%?$+!89(!B!A+A+!-;.!�[ j /! xj K!0!1!J!/!01!21!333!1!�Z!!(!

'+* LB* !+!)(8=>%?$+!A+A+!-;.!�[ j /! xj !1!!!!!J!/!01!21!333!1!�Z3!

!!!!!!!!!!!!!!I(M9%A;!G;L$%);%1!A(&$%$N)(O!!!!I!E!�S1!�[H!/!�6�Z!!P!E�[ jHE!xj Ð x j Ð 1!!H3!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!J!/!0!!!

!!!!!!!!!!!!!I!E!�S1!�[H! '(* !9*! )$M%$&$?+A;!A+A;!%;! )(%'$A;!&9%?$;%+,!89(!B!+!(<'(%):;! (*!FG!A+!!!!!!

);* +!!!�6�Z!!P!E�[ jHE!xj Ð x j Ð 1!H!!-+.+!)(8=>%?$+)!!Q x0 , x1, ... ,xn @!(!Q!�[1 ,  �[2 , ... , �[n @)+'$)&+R(%A;!

!!!!!!!!!!!!!J!/!0!!!!!!!!!!

+)!?;%A$67()!+-.;-.$+A+)1!$)';!B1!! x0 �� x1�� ...�� xn !(!  x j!�d!!xj S!01!J!/!T1!01!333!1!%!K!0!(*!G3!

!!!!!!!!!!!!!!U+.+!89+,89(.!-+.'$6:;!&$%+!A;!$%'(.V+,;1!(!-+.+!89+,89(.!�[!)+'$)&+R(%A;!+)!?;%A$67()!

A('+,D+A+)!+-.;-.$+A+1!!!�œ!
LPE<H!A<!/!!I!E!�S1!�[H3!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!!I(M9%A;!G;L$%);%1!'(* ; )! -+.+!* ; )'.+.! ())+! �œ!
LPE<H! A<!�#! I! E!�S1!�[H1! $)' ; ! B1! - +.+!

89+,89(.!�[!�!!T1!;9!)(J+!!�~!�œ!
LPE<H!A<!N!!I!E!�S1!�[H�~!��!�[3!!

!!!!!!!!!!!!!!W+)!+!)(M9$%'(!A(?,+.+6:;!B!?;%D(?$A+!(!V(.A+A($.+!(*!G3!!

              ÒPara todo �[ �! 0, existe um �G �! 0 tal que�~�œ!
bÄ(x) dx - �6�Z Ä (�[ j)( xj Ð x j Ð 1 )�~ �� �[   

                                                                                                    j = 1  

para qualquer {x0 , x1, ... ,xn}, {�[1, �[2 ,...,�[n }, tal que x0 = a �� x1�� ...�� xn = b,  x j �d �[ j + 1 �d xj + 1 ,           

j = 0, 1, ... , n Ð 1, e tal que �~xj Ð x j Ð 1�~�� �G para j = 1, 2, ..., nÓ.!!

!!!!!!!!!!!!!!U+.+!G;L$%);%1!())+! A(?,+.+6:;!-;A(.$+! )(.! &;.* 9,+A+!%;!V;?+L9,5.$;!A(!X! (! -;.!

?;%)(M9$%'(1!-(.'(%?(.!+!X!(!'+* LB* !?;%'(.!(* !FG3!!W+)!+)!?;%A$67()! �~xj Ð x j Ð 1�~�� �G,  j = 1, 

2, ..., �Z B! ?(.'+* (%'(! )+'$)&($'+! -+.+! 89+,89(.! -+.'$6:;! &$%+! A()A(! 89(! %()'()! ?+);)! +)!

A$&(.(%6+)!xj Ð x j Ð 1 !)(J+*!.(+,* (%'(!$%&$%$'()$*+,3!U;.'+%';!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�~�œ!
bÄ(x) dx - �6�Z Ä (�[ j)( xj Ð x j Ð 1 )�~ �� �[ 3  

                                                               j = 1  

!!!!!!!!!!!!!!U+))(*; )! +!'.+'+.! ;! ?;%?($';! A(! $%'(M.+,! A+! -(.)-(?'$V+! A(! X($),(.! 89(! ':;! L(*!

?;* - .((%A(9! +)! $AB$+)! A(! G;L$%);%! (! +)! +-.()(%'+! A(! &;.*+! ?;%)$)'(%'(1! -;.B*! ?;* ! 9*+ !

,$%M9+M(*!* +$)!?,+.+!(!-.;?(A$*(%';)!* +$)!+?())YV($)3!

!!!!!!!!!!!!!!U;A(N)(!A$R(.!89(! (,(! ?;* (6+!;! ()'9A;! A+!$%'(M.+,!?;* ; !;)! A(*+$)!* +'( * 5'$?;)1!-;.!

A('(.* $%+.!+!5.(+!A+!.(M$:;!A(,$*$'+A+!-;.!9*+!?9.V+!Z!/!PE<H3!U.$*($.; !+!.(M$:;!A ( ,$*$'+A+!

-(,+! ?9.V+! B! A$V$A$A+! $%&$%$'+*(%'(! (*! &+$<+)! V(.'$?+$)! A(! ,+.M9.+! $%&$%$'()$*+,! A<3! [(-;$)1!

?+A+! &+$<+! V(.'$?+,! B! )9L)'$'9YA+! -; .! 9* ! .('\%M9,;! V(.'$?+,! A(! +,'9.+! PE<H1! L+)(! A<! (! 5.(+!
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$%&'()&(!*!+,-&./0!+1220!3!)454,/.61,!1!20/1!)12!7,412!)4!50)02!42542!,45869:;02(!<1,1!.250=!

>1?!:20!)12!.)3.12!20@,4!A20/12!.6>.6.512B!425:)1)12!+0,!C40,94!D(!C(!E4./166!%FGH"IFG""'(!

!!!!!!!!!!!!!J4K1/02!)4!>0,/1!,42:/ .)1!12!.)3.12!20@,4!12!20/12!)4!E4./ 166=!249:6)0!E0@4,5!L(!!

M44;4N=! +,0>4220,! )4! O154/75.P1! 4! 1:50,! )4! 5,1@1;Q02! 1! ,42+4.50! )4! .6549,1.2! 2.69:;1,42=!

0+4,1)0,42!+24:)0).>4,46P.1.2!4!4R:1ST42!).>4,46P.1.2!+1,P.1.2(!

!Seja Ä definida em um intervalo [a,b] . Ent‹o, intuitivamente a integral  �œ!
bÄ 

Ž a ‡rea  acima do eixo dos x e sob o gr‡fico de Ä, menos a ‡rea sob o eixo 
mas acima do gr‡fico de Ä. Pode ser aproximada por somas de Riemann. 
                                              Sn =  �6n   Ä (�[ j)�'  xj ,  
                                                       j = 1  

 onde a = x0 �� x1 �� ...��  xn = b Ž uma parti•‹o do intervalo [a,b]  em n 
subintervalos [xj Ð 1, xj ]  e cada ponto de avalia•‹o �[ j  Ž escolhido no 
subintervalo [xj Ð 1, xj ] . A soma de Riemann Sn Ž chamada uma soma superior    
se    Ä (�[ j) = m‡x. Ä,      e      Ž     chamada      uma      soma        inferior    se                   
                   [xj Ð 1, xj]                          
Ä (�[ j) = m’n. Ä. Cada soma superior Ž maior ou igual a �œ!

bÄ, e  cada  soma 
               [xj Ð 1, xj]                                                                         
 inferior Ž menor do que ou igual a �œ!

bÄ(!%MUUVUW=!FXYZ=!+(!HZ"'(!
!

!!!!!!!!!!!!!!<1,1![4.2;4,=!1!.6549,1;!�œ!
bÄ(x) 3!)4>.6.)1!+1,1!1!+1,54!2516)1,)!)1!20/1!)4!E.4/ 166=!

4/ @0,1!4&.251!61!20/1!)02!,45869:;02!:/!4,,0!.6>.6.542./1;(!U224!4,,0!3!,4/0\.)0!50/ 16)0!1!

+1,54!2516)1,)!)1!20/1!.6>.6.51!)4!E.4/166!+1,1!1!.6549,1;(!

!!!!!!!!!!!!!!]062.)4,4/ 02!190,1!1!)4>.6.S^0!)1)1!+0,![4.2;4,!+1,1!1!.6549,1;(!

!!!!!!!!!!!!!!M4K1!$!:/ 1!>:6S^0!P065_6:1!60!.654,\1;0!`!4!24K1!1!��!@!)0.2!+06502!4/!`(!M4K1!)&!:/!

+02.5.\0!.6>.6.542./ 1;(!U65^0!1!.6549,1;!)4>.6.)1!)4!$!)4!1!153!@=!P0/!,4;1S^0!1!)&!3!)4>.6.)1!

+1,1!1!+1,54!2516)1,)!)1!20/ 1!.6>.6.51!)4!E4./166(!U/!!!!!!!!!2_/@0;02!!!!!!P0/!!!!!,4;1S^0!!1!!)&!

                                       �œ!
bÄ(x) dx = st(�6 ab Ä(x)dx )                                            

!!!!!!!!!!!!!![4.2;4,=!1.6)1!)4>.64a!�œ!
aÄ(x) dx = 0,  

                                    �œ!
aÄ(x) dx = - �œ!

bÄ(x) dx  

!!!!!!!!!!!!!!b4251!)4>.6.S^0=!+1,1!P1)1!+02.5.\0!.6>.6.542./ 1;!)&!1!.6549,1;!) 4>.6.)1!�œ"
wÄ(x) dx 3!

:/ 1!>:6S^0!,41;!)4!):12!\1,.7\4.2!)4>.6.)1!+1,1!50)02!02!+1,42!%:=!c'!)4!4;4/46502!4/ !`(!*!

2_/@0;0!&!3!:/!/ 0)4;0!\1,.7\4;!\.250!R:4!0!\1;0,!)4!�œ"
wÄ(x) dx 6^0!)4+46)4!)0!&(!

!!!!!!!!!!!!!!b1!6051S^0!�6!
bÄ(x) dx!+1,1!1!20/1!)4!E4./ 166!4!�œ!

bÄ(x) dx +1,1!1! .6549,1;! :21I24!

P0/ @.61S^0!)4!2_/@0;02!+1,1!0!.6>.6.542./1;!)&!4!+1,1!0!/0)4;0!)1!\1,.7\4;!&(!d22./!R:16)0!

Q7!):12!0:! / 1.2! \1,.7\4.2!6-2!+0)4/ 02!).?4,!R:4!:/ 1!3!0! /0)4;0! \1,.7\4;!61!.6549,1;(!<0,!

4&4/+;0=!!x2t !+0)4,.1!!24,!!.6549,1)1!!)4!!e!!153!!F!!51650!!+1,1!!x!P0/ 0!+1,1!t(!]0/ !,4;1S^0!1!&=!!
  �6 1 x2t dx= x2 t dx + x2 t dx + É + x2    t dx     %06)4!)&!f!Fgh'=!!!4!!!+0254,.0,/4654!602!.,4/02!!#
                                0                    1                               H Ð 1 

\4,!4221!.6549,1;a!�œ#
1 x2t dx= st (x2  t dx + x2  t dx + É + x2      t dx) = 1/3t.     !
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                                                                               0                    1                                  H Ð 1   

!!!!!!!!!!!!!!#$%!&'()*+$!)!,-  �6 1 x2t dt = x2 t dt + x2 t dt + É + x 2 t     dt, '!.&'%$/!0'&!1$/,'&.$&2     !!
                                                                                            0                  1                               K Ð 1 

%' 3,' !�œ!
1 x2t dt = 1/2x2 .  
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;%)!8;3*+$!7'!x!<!;%)!)3,.7'&.0)7)!7'!L@!4//)!<-!!

                   d(�œ"
xÄ(t) dt) = Ä(x)dx. 

              O..P!K'!?!<!G;)(G;'&!)3,.7'&.0)7)!7'!L-! '3,+$!1)&)!G;)(G;'&!7$./!1$3,$/!O)-EP!'%!N!)!

.3,':&)(!7'8.3.7)!1)&)!L!7'!a!),<!b!<!.:;)(!)!7.8'&'3*)!7'!?OEP!R!?O)P-!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!                   �œ"
bÄ(x) dx =F(b) Ð F(a). 
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$1'&)*9' / !7' !)7.*+$!'!/ ;E,&)*+$-!$;!7'!%; (,.1(.=)*+$!'!7.0./+$@!

!!!!!!!!!!!!!!45'%1($/J!OTP!43=$3,&)&!�œ"
b x dx. 1/2!5[  <!;%)!)3,.7'&.0)7)!7' !x@!\//.%!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!�œ"
b x dx =!1/2b2 Ð 1/2a2!!]!^ OE[ !R!)[ P@!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!O[P!43=$3,&)&!�œ"
b x2  dx.  x3/3 <!;%)!)3,.7'&.0)7)!7' !x2 1$&G;'!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!7Ox3/3) = 3 x2= x2. 
                                         dx         3    
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Q$&,)3,$-!�œ"

b x2 dx =!1/3b3 Ð 1/3a3!!]!T_`OE` !R!)`P@!!
!!!!!!!!!
!!!!!!!!!!!!!!H'I)%$/!'/,)!&':.+$!7'(.% .,)7)!1'()!=;&0)!a!]!5 [ !'3,&'!a!'! b.!
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!!!!!!!!!!!!!!+,!-. /! 0/1234-5/!6,! . 78,! /7 !579&7! :7! ,%;7! ;!47.!8,574%:/:,!479239-/!8!<!=>2?@!/!

076%AB7!C!<!$>2?!D!-./!/92%:,1%8/:/!:/!8,574%:/:,@!071E-,!8!<!:CF:2'!G!H,71,./!$-9:/. ,92/5!
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!!!!!!!!!!!!!!N%62K94%/!0,14711%:/!<!$>L?!O!$>/?!<!!�œ!
b Ä(t) dt.!

!!!!!!!!!!!!!!P;,.057Q!-. /! 0/1234-5/!!.78,R6,! /7! 579&7!:7! ,%;7!;! 47.! 8,574%:/:,!8!<!S2T!!4. F6'!

U-/5!/!:%62K94%/!0,14711%:/!,921,!7!2,.07!2!<!R)!,!2!<!(!6,&-9:76V!W!M-9AB7!X>2?!<!(2Y!D!-. /!

/92%:,1%8/:/!:/!8,574%:/:,!8!<!S2T'!N, 66/!. / 9,%1/!/!%92,&1/5!:,M%9%:/!D'!!

!!!!!!!!!!!!!!N%62K94%/!0,14711%:/!<!�œ"#
2  8t3 dt = 2.24 Ð 2.(-1)4 = 30 cm.!

!!!!!!!!!!!!!!G!H,71,. /! $-9:/. , 92/5!:7! IJ54-57!2/.LD. !. 7621/!E-,!27:/!M-9AB7!479239-/!=!2, .!

0,57!. , 976!-. /!/92%:,1%8/:/@!%627!D@!$>;?!<!�œ!
xÄ(t) dt. $>;?!D!/!J1,/!,. L/%;7!:/!4-18/!C!<!M>2?!

:,! a! 0/1/! x' Z,/5. , 92,@! =! 2,.! %9M%9%2/., 92,! . - %2/6! /92%:,1%8/:/6@! ./ 6! E-/5E-,1! :-/6!

/92%:,1%8/:/6!:,!=!:%M,1,R6,!67., 92,!071!-. /!47962/92,'!P66,!D!-.!%. 0712/92,!M/27!/!4, 14/!:, !
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!!!!!!!!!!!!!!I7. , 92/9:7'!
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=>;?'!
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,76D46!7+,%89:%;787@!89!30(!<7:7!,.8.!+E69:.!:97F!B'!

!!!!!!!!!!!!!!*6!@567G!<.89C@9!8%H9:!=59!7!<:.;7!89!/%1!4!8787!<9F.!<:.I9@@.!89!8%J9:9+I%7K-.G!.5!

@9L7G!!!8!/$/01!A!B1!!2!8!/$/011!A!8B!2!M!/01!A!N!2!M/01'!
!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!80!!!!!!!!!!!!!!!!!!!80!!!!!!!!!!80!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!O9!/%%1'!P9!7!J5+K-.!,96!89:%;787! H9:.! 96! QG! 9+,-.! 7! J5+K-.! 4! I.+@,7+,9! 96! Q'!R!

8%J9:9+K7!$/01!S!T/01!,96!89:%;787!M/01!C!M/01!9!4!<.:,7+,.!I.+@,7+,9'!!

!!!!!!!!!!!!!!U7:7!I7FI5F7:! 7! %+,9&:7F! 89! MG!5@57F69+,9!,:7D7FV7C@9! I.6 ! 7! J76 WF%7!89! ,.87@!

7+,%89:%;787@! 89! M'! X! @W6D.F.! <7:7! 7! %+,9&:7F! %+89J%+%87! ! 4! �œ Ä(x) dx. P9! $/01! 4! 567!

7+,%89:%;787!89!MG!7!%+,9&:7F!%+89J%+%87!4!.!I.+L5+,.!89!,.87@!7@!J5+KY9@!87!J.:6 7!$/01!A!BNG!

BN!I.+@,7+,9'!P%6D.F%I769+,9Z!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!!!!                 �œÄ(x) dx =F(x) + C.!

[!56 7!9=57K-.!9+,:9!857@!J76 WF%7@!89!J5+KY9@G!7,4!I9:,.!<.+,.G!9+,:9!857@!@%6<F9@!J5+KY9@'!B!

4!IV76787!7!I.+@,7+,9!89!%+,9&:7K-.'!U7:7!%F5@,:7:G!!!�œ 3x2 dx = x3 + C. 

!!!!!!!!!!!!!!R!%+,9&:7F!%+89J%+%87!<.89! @9:! 5@787! <7:7! :9@.F;9:! <:.DF967@! 8.! ,%<.'! O787! 567!

<7:,WI5F7!=59!@9!6.;9 !7.!F.+&.!8.!9%0.!0!I.6!;9F.I%8789!;!2!M/,1G!9!9@@7!96!56!I9:,.!,96 <.! !
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!!!!!!!!!!!!!!*096<F.'!R!<7:,WI5F7!@9!6 . ;9! I.6 !;9F.I%8789!;! 2!)>,(G!,!�!!N'!*6 !56 !,96<.!,!2!(!@57!

<.@%K-.!\!2!)'!RIV7:!7!<.@%K-.!\!I.6.!567!J5+K-.!89!,'!

!!!!!!!!!!!!!!B7FI5F7+8.Z!!�œv dt = �œ1/t2 dt= - 1/t + C.!!
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!!!!!!!!!!!!!!\!2!C)>,!A!B!^!!!!)!2!C)>(!A!B!^!!!!!!!!!!B!2!3>(!
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7<:9@9+,7:!7F&5+@!,9.:967@G!89J%+%KY9@!9!:9&:7@'!*+J7,%H76.@!.@!7@<9I,.@!=59!L5F&76.@!67%@!

<9:,%+9+,9@!_!I.6<:99+@-.!8.! I.+I9%,.!89!%+,9&:7FG!,9+8.!<.:!D7@9!7@!%84%7@!8.! I`FI5F.!+-.C

@,7+87:8'!P7D96. @G!<.:46G!=59!7<9@7:!89!,9:6.@!F%6%,78.!+.@@.@!.FV7:9@G!J%H96.@!56!:9I.:,9!
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$)4-(/$/!)!-&6):4/*!6-()4/+!08/!%4-:)+!&%0!1%&1)-6%0!$)!4)6/!6/&:)&6)!)!74)/!).!A8)!3%4!+8-6%!

6)+3%! @%4/+! @8&$/+ )&6/$%0! 3)*/! :)%+)64-/.!)+=%4/! %1%44)00)+! -$,-/0! &)=8*%0/0;! B%$)C0)!

$-D)4!A8)!/!:)%+ )64-/!)81*-$-/&/!,!%!4)08*6/$%!$/0!:)&)4/*-D/>?)0!@)-6/0!3)*%!2%+)+!$84/&6)!

/*:8&0! +-*2/4)0! $)! /&%0;! E/0! 3%4! 8+/! 184-%0/! 1%-&1-$F&1-/.! @%-! G806/+)&6)! A8/&$%! /!

:)%+)64-/!)81*-$-/&/! !1%+)>%8!/!4)()*/4!08/0!@/*2/0!$) !@8&$/+)&6%0.!&/0!34-+)-4/0!$,1/$/0!

$%!0,18*%!HIH.!A8)!1%+ )>/4/+ !%0!)0@%4>%0!=)+C081)$-$%0!3/4/!@8&$/+)&6/4!%!J7*18*%!@%4/!

$/!K)%+)64-/;! !<!&):/>5%!$%!@/+%0%!A8-&6%!3%068*/$%!$/! :)%+)64-/!$)!L81*-$)0M!Npor um 

ponto fora de uma reta m pode-se traçar  uma única paralela a essa retaO!3%4!)9)+3*%.!*)(%8!

P!14-/>5%!$) !%864/0!:)%+ )64-/0M!/0!:)%+)64-/0!&5%C)81*-$-/&/0.!18G%!+/-%4)0!)93%)&6)0!@%4/+! !

Q-1%*/-! R%=/12)(0ST! UVW#XCVYZ"[! \! /*8&%! )! 34%@)00%4! $/! ]&-()40-$/$)! $)! ^/D/&.! A8)!

38=*-1%8!0)8!34-+)-4%!/46-:%!0%=4)!:)%+)64-/!&5%C)81*-$-/&/!NOn the Principles of GeometryO!

)+ ! VY_#! &%!Kasan Bulletin.! 6%4&/&$%C0)! 8+! $%0! 34-+)-4%0! +/ 6)+ 76-1%0! /! 1%&0648-4! 8+/!

:)%+)64-/!18G/!=/0)!)4/ !8+/!2-3`6)0)!)+!1%&@*-6%!$-4)6%!1%+!%!A8-&6%!3%068*/$%!)81*-$-/&%M!
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encontra mO. ! )! a-) + / &&! A8)! )+ ! VYZb! +%064%8! A8).! /%!$)01/46/4! /! -&@-&-68$)! $/! 4)6/! )4/!

3%00'()*! 14-/4! %864/0! :)%+)64-/0! 6/+=,+ ! 1%&0-06)&6)0;! Q/0! :)%+)64-/0! &5%C)81*-$-/&/0! 27!
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/=0%*86/0;!f0!+/ 6)+76-1%0!1%+)>/4/+!/!4)()4!-$ ,-/0!A8)!@%4/+!4)3)6-$/0!$84/&6)!0,18*%0.!)+!

)01%*/0!$%!+8&$%!-&6)-4%.!1%+%!8+/!()4$/$)!Nevidente por si mesmaO.!/!)9)+3*%!$%!@/+%0%!

3%068*/$%!$)!L81*-$)0.!A8)!)06/(/!/1-+/!$)!A8/*A8)4!$-018005%M!NO todo é maior que qualquer 

uma de suas partesO;! ! <! 34)%183/>5%! &)06/! ,3%1/! )4/!=801/4! &%(%0! @8&$/+ )&6%0! 3/4/! %0!
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CAPÍTULO III   

 A CIÊNCIA MATEMÁTICA NO ENSINO MÉDIO 

 

              Em meio a tantas definições sobre ciência, diremos que a ciência possui dimensões tais como: descobrir 

e descrever através de uma linguagem rigorosa e apropriada os aspectos factuais do mundo empírico, as relações 

do mundo das idéias e propor e testar explicações sobre o por quê o mundo funciona e como funciona. O 

compromisso maior da ciência é com o conhecimento através da verdade. A verdade é a idéia nuclear do 

conhecimento. Há diferentes tipos de verdade (citaremos os mais conhecidos): coerencial, correspondencial e 

consensual. Pode-se dizer que a verdade por consistência ou coerencial é característica da ciência matemática; já 

a verdade por correspondência é característica da ciência física e a verdade consensual ou pragmática é 

característica das ciências humanas. É importante ressaltar a necessidade da existência de um permanente 

diálogo entre as diferentes verdades. 

              Sobre a Matemática, através de Keith Devlin, autor do interessante livro “O Gene da Matemática”, 

diremos que a “matemática é a ciência da ordem, padrões, estruturas e suas relações lógicas.”(DEVLIN, 2004, 

p. 95-96). Essa definição, embora expressa de forma sucinta tem um caráter amplo. Aliás, é justamente por ser 

sucinta e ampla que a consideramos pertinente ao nosso propósito de apresentar uma definição da ciência 

matemática para alunos do ensino médio. 

              Desde a Grécia Antiga, que a Matemática é considerada uma ciência. O conhecimento matemático foi 

um dos primeiros – se não o primeiro, a estruturar-se num corpo ordenado de conhecimentos, com seu objeto 

bem definido e a sua metodologia própria. A geometria euclidiana é um dos mais belos exemplos desta 

estruturação, cuja metodologia foi instituída pelo matemático grego Euclides (séc. III a.C). De qualquer modo, o 

conhecimento matemático ao desenvolver-se, tornou-se parte essencial da cultura contemporânea por fornecer 

instrumentos (conceitos, analogias, modelos, etc.) para o estudo da natureza, além de inquietações filosóficas e 

também estéticas. Portanto, sua presença na educação básica e, conseqüentemente, no ensino médio é 

indiscutível. 

 A Matemática no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a 
estruturar o pensamento e o raciocínio dedutivo, porém também 
desempenha um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a 
vida cotidiana e para muitas tarefas específicas em quase todas as 
atividades humanas. (BRASIL:PCNEM, 1999, p.251). 
 

              Voltemos à definição acima. O que quer dizer “padrões”, “ordem”, “relações”... ? 

              Faz-se necessário, algumas, explicações. Usada numa acepção ampla pelos matemáticos, a palavra 

“padrão”, nessa definição  não se restringe a padrões visuais, como os de papel de parede, os das pedras de uma 

certa calçada, ou os de azulejos no chão do banheiro; embora possam ser estudados matematicamente Segundo 

W.W. Sawyer, apud Devlin (2004, p. 95), deve ser entendida como “cobrindo quase qualquer tipo de 

regularidade que se pode imaginar na mente.” E,  

Os padrões e relações estudadas pelos matemáticos ocorrem por toda parte 
na natureza: os padrões  simétricos das flores, os padrões – muitas vezes 

complicados – dos nós, das órbitas descritas pelos planetas à medida que se 
deslocam nos céus, os padrões da pelagem de um leopardo, o padrão de 

votação de uma população, o padrão produzido pelos resultados aleatórios 
num jogo de dados ou na roleta, a relação entre as palavras que formam uma 
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frase, os padrões de som que reconhecemos como música. Às vezes os 
padrões são  numéricos e podem ser descritos usando-se a aritmética – os 

padrões de votação, por exemplo. Mas, com freqüência, eles não são 
numéricos – por exemplo, os padrões de nós e os padrões simétricos das 

flores pouco têm a ver com números.(DEVLIN, 2004 p.96).  
 

              Para alguns matemáticos, a Matemática pode ser definida sucintamente como “a ciência dos padrões” 

(DEVLIN, 2004)1. Nesta mesma perspectiva, embora considere ser impossível definir rigorosamente a 

Matemática (até agora), Borges (2001) nos diz que há uma definição que poderia servir de guia ao professor de 

Matemática: - “a matemática é a procura de padrões”(BORGES, 2001, p.3). Podemos dizer que, dessa 

definição, surge a necessidade de desenvolver na educação básica o hábito da observação, das semelhanças e das 

diversidades para que o aluno seja colocado no caminho da procura de padrões. Para Borges (2001), poucas 

ciências se igualam à Matemática na apresentação de situações nas quais esse exercício possa ir às últimas 

conseqüências. Mas adverte que não se deve transformar a Matemática em simples esquemas abstratos 

logicamente manipuláveis e, muito menos, em simples receituário.   

              A Matemática, embora ciência formal, o que pode dar a idéia de algo estático, é uma ciência viva, não 

apenas no cotidiano das pessoas, mas também nas universidades e centros de pesquisas, onde se verifica, hoje, 

uma impressionante produção de novos conhecimentos, que têm sido usado na solução de problemas científicos 

e tecnológicos da maior importância. Um exemplo interessante dessa produção são as “álgebras não 

associativas” também conhecidas com  “álgebras  genéticas”    –   existem   grupos   formados   por  matemáticos  

e  geneticistas  

 
 
(1) Keith Devlin nos diz que a frase “matemática é a ciência dos padrões” não é sua. Na verdade a viu pela 
primeira vez impressa como título de um artigo na revista Science, feita pelo matemático Lynn Steen, em 1988. 
Também nos diz que Steen admite não ser o autor dela e que a fonte escrita mais antiga que descobriu foi no 
livro de 1955, Prelude to Mathematics, de W.W. Sawyer. (2004. p.94). 
trabalhando com esse sistema matemático, cuja a operação da multiplicação é não associativa. Mas não é só isso, 

além do caráter pragmático do conhecimento matemático, temos os aspectos especulativos (filosóficos) e 

estéticos sem os quais o conhecimento matemático perde parte da sua natureza. 

              Pode-se afirmar que o conhecimento matemático, do ponto de vista do ensino, 

apresenta características peculiares: o caráter abstrato, a precisão dos conteúdos, o rigor do 

raciocínio e a especificidade da linguagem. Essas peculiaridades são pontos que merecem à 

atenção tanto por parte de quem vai ensinar, como de quem vai aprender Matemática.  A 

fecundidade – talvez sem limites – da Matemática, reside no seu alto grau de abstração. São 

construídas abstrações sobre abstrações num processo que não parece ter fim e, sabemos pelos 

estudos dos especialistas, que quanto mais abstrato é um conceito, maior a sua área de 

aplicação. A Matemática parece a ciência ideal para fornecer modelos às outras ciências.                
              Podemos dizer que a Matemática é altamente abstrata, tanto em seus métodos como em seus objetos. 

Dessa peculiaridade surge a necessidade de seu ensino receber um tratamento mais cuidadoso. Na verdade, não 

se aprende partindo-se do geral para o particular, a não ser em níveis bem especializados. Portanto, a marcha é 

do familiar para o abstrato, do particular para o geral, da intuição sensível à intuição mais elaborada - intelectual. 
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Mas, alguns livros e professores violam esse princípio básico da aprendizagem. O resultado dessa prática é o mal 

estar causado nos alunos e, conseqüentemente, a falta de interesse que estes têm demonstrado. 

              Algo mais precisa ser dito, contudo, sobre o nome Matemática. Na verdade, qual a origem do nome 

Matemática? Sabemos que sua origem está na língua grega. Porém, como não temos conhecimento suficiente do 

grego, optamos por transcrever um trecho do artigo O nome “Matemática” do renomado professor e pesquisador 

da Matemática, Irineu Bicudo, que trata deste assunto, com algumas adaptações, publicado em 2003 no 

“Folhetim de Educação Matemática”, em número especial. 

              A língua grega clássica possui um verbo, MANTHÁNO, em polaridade com um outro, DIDÁSKO. Este 

significa “ensinar, instruir”, aquele, “aprender”. A nuança expressa nos textos antigos, em relação a mantháno, é 

“aprender praticamente, aprender por experiência, aprender a conhecer, aprender a fazer”, mas acaba por se 

aproximar do sentido de “compreender”. 

              Dos substantivos de ação derivados desse verbo, Bicudo destaca “MÁTHESIS”, “ação ou fato de 

aprender” (chegando, por alargamento de sentido, até “conhecimento, instrução, ciência”), e o resultativo 

“MATHEMA”, “aquilo que é aprendido”(culminando, por extensão, com “aprendizagem, conhecimento, 

ciência”). O plural de “tò máthema” é “tà mathêma”, já usado por Árquitas, Platão e outros para designar “o 

conhecimento matemático”. 

              O substantivo vernáculo  “matemática” (como muitos outros substantivos portugueses, “gramática”, 

“dialética”, “retórica”,...) era, na língua grega, a forma feminina de um adjetivo, “MATHEMATIKÊ”. O 

feminismo sendo exigido pela concordância com o substantivo feminino “TÉCHNE” (“o saber fazer de uma 

profissão; técnica, arte”), que acompanhava sempre o adjetivo: “he mathematikêtéchne”, literalmente, “a arte 

relativa àquilo que pode ser aprendido”. Com o tempo, o substantivo “téchne” deixou de ser mencionado, e o 

adjetivo “mathematikê”, ganhou status de substantivo: “he mathematikê”, “a matemática”. 

              Mas como os antigos explicavam o nome Matemática?  

              Anatólio, bispo de Laodicea (ca. 280 A.D.), citado por Heron (Definições), justifica do  seguinte modo a 

origem do nome “matemática” (traduzido do grego clássico): 

              “E a partir de que foi chamada matemática?  

              Os peripatéticos, afirmando, por um lado, alguém haver de ser capaz, não tendo aprendido, de 

familiarizar-se com a retórica, com a arte da poesia, e com a música popular, como um todo, e, por outro lado, 

relativamente às coisas que são, particularmente, chamadas mathêmata, ninguém aprender o conhecimento, sem 

antes ter passado pela instrução dessas coisas, pensavam ser chamada matemática a teoria dessas coisas, por 

causa disso”. 

              Para Bicudo, desde que os gregos conceberam nossa ciência, como a entendemos hoje, está expresso em 

seu nome (“que, em certo sentido, é a própria coisa”) que ela não é, como a retórica, ou a poesia, ou a música, 

um presente dos deuses aos homens, gratuitas. Não, a matemática, para ser conhecida, demanda estudo árduo, 

persistência, ânimo forte, paixão, pois, aqui, “os deuses vendem, quando dão”. 

                Sem dúvida, já nos perguntaram muitas vezes para que serve a Matemática, e se as idéias matemáticas 

apresentadas no ensino médio não são concebidas por nosso capricho enquanto professor. 

              Para responder a essas questões, argumentaremos que é fundamental mostrar ao aluno do ensino médio, 

geralmente jovens entre 14 e 17 anos, que a ciência matemática trata da formação das primeiras abstrações a 

partir da experiência. Exemplificando: a idéia de função como abstração da causalidade (causa e efeito) sendo 
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aquela representada pela variável independente e este pela variável dependente. Outros exemplos (já citados): o 

conjunto dos naturais como abstração da contagem e o conjunto dos racionais como abstração das medidas. Da 

elaboração de novos conceitos matemáticos a partir de conceitos anteriores – a criação dos números complexos a 

partir dos reais, funções de várias variáveis e sua organização em teoria, e da correspondência entre a verdade 

coerencial e a verdade correspondencial – são as aplicações. 

              A Matemática tem inúmeros aspectos a serem considerados em se tratando do seu desenvolvimento e 

ensino. Para torná-la atraente no ensino médio, é preciso considerar os aspectos mais pertinentes ao ensino dessa 

ciência: históricos, filosóficos e conceituais. Segundo E. L. Lima (2001), é possível tirar proveito das muitas 

faces (aspectos) da Matemática na organização do seu ensino. Vejamos suas considerações com as quais 

concordamos. 

* Ela é como uma arte, onde o enlace das proposições, as conexões entre 
suas diversas teorias, a elegância e a limpidez dos seus raciocínios, a 
singela eloqüência de seus enunciados e a surpresa de algumas de suas 
conclusões enlevam o espírito e comprazem nosso senso estético.  
* Ela é também um eficaz instrumento, às vezes simples em suas aplicações 
cotidianas, às vezes sutil e complexo quando empregado na solução de 
problemas tecnológicos ou na formulação de teorias científicas, pois dispõe 
de um inesgotável repertório de modelos abstratos que podem ser usados 
nas mais diversas situações concretas. 
* Ela é uma linguagem precisa e geral, tão bem sucedida que o fato de 
poder exprimir princípios científicos por meio dela é uma prova do estado 
avançado dessa ciência. 
* A Matemática é ainda um grande desafio, tanto do ponto de vista lúdico, 
que a tornou popular desde tempos imemoriais com seus problemas 
folclóricos, como na disputa eterna entre o matemático e a verdade oculta 
sob várias formas. (LIMA, 2001, p.160).  
 

              Na realidade, as considerações de Lages soam como um desafio ao processo ensino-

aprendizagem da Matemática, em especial ao professor. A este, caberá mostrar ao aluno do 

ensino médio que aprender Matemática contribuirá para sua formação enquanto cidadão 

(um dos objetivos da educação básica) como também para conhecer como as verdades 

científicas constituíram-se ao longo dos séculos.  

              Há muitos motivos respeitáveis pelos quais os alunos do ensino médio podem 

empreender para aprender Matemática. O primeiro é desenvolver a curiosidade intelectual – o 

desejo de conhecer a verdade, as idéias, o saber por que as coisas são assim (crucial nesta 

época de suas vidas). Depois, o orgulho, a ânsia de ficar satisfeito com seu próprio 

desempenho – mostra do que é capaz. Por fim, o desejo de alcançar o reconhecimento familiar 

e social (aprovação em vestibulares e concursos) e até mesmo poder e dinheiro. 
              A Matemática é formada por diversos ramos. Um dos mais trabalhados na educação básica  é a 

aritmética pela grande familiaridade e simplicidade de suas regras, o que a torna mais acessível à pessoas com 

menos instrução. “A aritmética é a base de toda a matemática, pura ou aplicada. É a mais útil das ciências e 

provavelmente não existe nenhum outro ramo do conhecimento humano tão espalhado entre as 

massas”,(DANTZIG, 1970, p.44).     
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              Será que podemos dizer que a Matemática é uma ciência popular? O grande matemático inglês G. H. 

Hardy(1877-1947), na obra Em defesa de um matemático diz que  

Existem poucas matérias mais “populares” que a Matemática. A maioria 
das pessoas entendem um pouco de matemática, assim como a maioria das 
pessoas consegue apreciar uma melodia agradável;  e provavelmente 
existem mais pessoas interessadas em matemática do que em música. As 
aparências  podem até dar a entender o contrário, mas é fácil explicar isso. 
A música pode ser usada para estimular as  emoções das massas, ao passo 
que a matemática não, e a incapacidade musical é tida (sem dúvida com 
razão) como uma imperfeição leve, ao passo que a maioria das pessoas tem 
tanto  medo do nome da matemática que está sempre pronta, sem falsa 
modéstia, a exagerar a sua própria burrice matemática. (HARDY, 2000, 
p.82). 

 
              Desejamos refletir um pouco sobre o que disse Hardy na primeira metade do século XX. Para tanto, 

basta observar com atenção para notar que no ensino médio, a grande maioria dos alunos tem uma resistência 

bastante acentuada em relação a ciência Matemática. Muitos alunos dizem abertamente que não sabem nada 

sobre Matemática e pior, que não desejam aprender.Será o exagero à burrice da qual fala Hardy, ou é a 

popularidade da Matemática que está em baixa? 

              Para o renomado matemático brasileiro e professor Omar Catunda (1906-1986), é sabido, e facilmente 

comprovado, que aos 2 ou 3 anos a criança começa a aprender a contar; pouco a pouco, vai ampliando o campo 

dos números conhecidos e quando for capaz de escrever, aprenderá também o sistema decimal de numeração. 

Durante o curso primário – hoje da 1ª a 4ª série do ensino fundamental, é possível ensinar progressivamente, as 

quatro operações, com muitas aplicações, bem como as principais figuras geométricas e suas medidas. 

              Um aspecto a observar, segundo Catunda (1993), é que muito cedo desponta na criança uma nova 

curiosidade, um rudimento de raciocínio de que é típica a pergunta  por que? , com a qual muitas crianças 

azucrinam a paciência dos pais. É que o cérebro humano, desde a infância, não se contenta em receber e arquivar 

na memória as informações fornecidas pelos sentidos; ele tem exigências dinâmicas,  precisa conhecer a razão 

dos fatos que presencia, a concatenação dos fenômenos e das idéias. Essa exigência da mente humana é que 

constitui a função essencial do ensino da matemática, ao longo da infância e da adolescência. Esse treinamento 

do raciocínio, essa formação do ser racional, é muitíssimo mais importante do que o conhecimento de fórmulas e 

regras decoradas para resolver problemas padronizados. 

              Catunda também nos diz que, como a formação da mentalidade se processa ao longo de vários anos, é 

preciso que o ensino de cada tópico seja adaptado ao estágio de desenvolvimento intelectual dos alunos. Por isso 

o planejamento de um ensino formativo, com os sucessivos processos racionais – experimentação, justificação 

intuitiva, comparação com resultados conhecidos, prova e demonstração, só pode resultar de uma colaboração de 

matemáticos e pedagogos especializados.                

              Diante desse contexto, não deixa de ser preocupante a incapacidade demonstrada por parte dos alunos 

no ensino médio, visto que, já estudaram Matemática no ensino fundamental. Era para realmente conhecerem um 

pouco de Matemática – achá-la popular como afirma Hardy e apresentar uma certa curiosidade em relação à 

Matemática pelo que nos diz Catunda. Mas como sabemos, ainda que mecanicamente – resultado do atual 

ensino, a maioria dos alunos do ensino médio continuam sem conhecê-la, melhor, sem aprendê-la. 

              Portanto, para conseguir progressos frente à resistência dos alunos, acreditamos ser preciso reorganizar 

o processo ensino-aprendizagem da ciência Matemática no ensino médio, pois é fato que, 

 74



 75

Os movimentos de  reorientação curricular ocorridos no Brasil a partir dos 
anos 20, não tiveram força  suficiente para mudar a prática docente dos 
professores para eliminar o caráter elitista desse ensino bem como melhorar 
sua qualidade. Em  nosso país o ensino de Matemática ainda é marcado 
pelos altos índices de retenção, pela formalização precoce de conceitos, 
pela excessiva preocupação com o  treino de habilidades e mecanização de 
processos sem compreensão.(BRASIL: PCN/MATEMÁTICA, 1998,  p.19). 

 
Podemos começar por levar em conta, a fim de atender às exigências da sociedade tecnológica moderna, às 

necessidades do mundo do trabalho, a penetração e a importância crescente das técnicas matemáticas em 

diversos ramos do conhecimento, por reconhecer que ela progride à medida que novas descobertas criam a 

necessidade de alterar (pelo princípio da extensão) explicações anteriores e por enfatizar com bastante clareza, 

que não é possível uma ciência feita só de aplicação. 

              Sabemos por experiência que o aspecto utilitarista da ciência matemática está em voga na educação 

básica. Daí pergunta-se: que sentido tem no ensino médio buscar uma ciência só de aplicação? É evidente que tal 

preferência prejudica outros aspectos igualmente importantes e, se o aluno do ensino médio está na fase de saber 

o por que das verdades científicas, tal preferência não se justifica, até porque, “as verdades só são fecundas se 

forem ligadas umas às outras. Se nos prendemos somente àquelas das quais se espera um resultado imediato, 

faltarão os elos intermediários, e não haverá mais cadeia”(POINCARÉ, 1995, p.89). 

              Observemos que a idéia que decorre das palavras de Poincaré é a busca por estabelecer relações entre os 

diversos aspectos da Matemática e não particularizar, restringir, ..., é preciso generalizar. A fecundidade da 

Matemática se encontra na generalização das propriedades essenciais dos objetos; é uma necessidade 

característica do conhecimento matemático que se impõe desde as idéias mais simples às mais complexas. Já 

definir, inferir e demonstrar são atos inerentes à aprendizagem matemática. Os conceitos de generalização e 

demonstração evidenciam o caráter original da Matemática, (BORGES, 2002d). 

              Vejamos um exemplo de como generalizar. Comecemos com o caso da potenciação – operação bem 

conhecida pelo aluno do ensino médio. Parte-se de observações empíricas para expoentes inteiros e positivos: 25, 

35, 7250, etc.. Apresentam um significado intuitivo e sugerem a definição por recorrência2: para todo número real 

a positivo e para todo número inteiro n � N, a potência enésima de a, é definida por: 

              a1 = a 

              a n + 1 = a n . a  

              Dessa definição chega-se às regras da multiplicação e divisão de potências inteiras positivas. 

              (a n )m  = a n m ; 

              a n . a p = a n + p ; 

               a n / a p = a n – p ( n ! p) 

              Em seguida outra generalização; procura-se a extensão daquelas regras de cálculo 

quando os expoentes são inteiros relativos. Na terceira generalização incluem-se os expoentes 

racionais, em seguida os reais e finalmente os complexos. Veja como cada uma dessas 

generalizações enriquece o saber matemático. 

 O saber matemático compreende o domínio do sistema de representação e 

também das regras que regem ações abstratas. A leitura (compreensão) de 
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escritas matemáticas requer o conhecimento do  sistema de notação. Sem 

este conhecimento, torna-se difícil ligar as expressões simbólicas com os   

significados. Tais características exigem do ensino medidas específicas para 

que as informações veiculadas nas aulas se transformem em conhecimento. 

Para resolver uma equação, o indivíduo precisa saber, pelo menos, o 

significado dos símbolos  utilizados, as relações implícitas e os passos ou os 

procedimentos adequados a  cada situação; se desconhecer isso, ou parte 

disso, os resultados são prejudicados. (MICOTTI, 1999, p.163). 

  

Esse   aspecto   de   generalização   precisa   ser   melhor   tratado   em   nossas   salas  de aula,                
 

(2) A definição por recorrência consiste em definir uma propriedade para o número 1 (ou 0). Em seguida, definir, 
como a propriedade segue de n para n + 1. Exemplo: 1.a = a; (n + 1).a = n. a  + a . Com estas equações juntas é, 
por exemplo, definida a multiplicação de um número real a pelos naturais. (cf. DICIONÁRIO DE 
MATEMÁTICA, 1980). 
principalmente no ensino médio. Ele é fundamental na procura de analogias com fatos  matemáticos, como, com 

fatos de outros ramos científicos.  

              Diante dessas características peculiares à Matemática, que atitude tomar quanto ao ato de ensiná-la no 

ensino médio? Já falamos que o aspecto utilitarista tem sido fortalecido, mas está longe de ser  suficiente. Porém, 

se compreendemos que há vários aspectos a serem trabalhados no ensino, torna-se necessário enfatizá-los. De 

qualquer modo, será preciso estabelecer uma atitude ousada que faça interagir os diversos aspectos pertinentes 

ao ensino, por isso, não hesito em dizer que a Matemática merece ser abordada em uma perspectiva mais 

contextualizada no ensino médio. 

              É pertinente enfatizar o que queremos dizer quando utilizamos a palavra contextualizada. Queremos 

dizer que nos referimos a um processo de ensino que busque a interação dos aspectos históricos, filosóficos, 

conceituais e pedagógicos dos conceitos matemáticos, como também dos conceitos matemáticos com outros 

ramos científicos. A nossa preocupação em chamar à atenção se justifica porque a palavra “contextualização”, na 

maioria das vezes, é utilizada como referência apenas ao aspecto utilitarista da Matemática. 

              Desde 1996, com a aprovação da Lei das Diretrizes e Bases da Educação Nacional (LDB/9394) pelo 

Congresso Nacional e depois com os Parâmetros Curriculares Nacionais (PCNs) instituídos pelo Conselho 

Nacional de Educação (1998), que a “contextualização” passou a ser uma das diretrizes para um ensino de 

qualidade defendida nos documentos oficiais referentes à educação básica, aqui no Brasil. E, cabe reconhecer 

que, depois da divulgação dos PCNs para ensino o fundamental e dos Parâmetros Curriculares Nacionais para o 

Ensino Médio (PCNEMs),  pelo Ministério da Educação (MEC), praticamente, todos os professores que atuam 

na educação básica passaram a falar de “contextualização”. 

              Vejamos alguns aspectos da “contextualização” enfatizados nos PCNEMs: 

Contextualizar o conteúdo que se quer aprendido significa, em primeiro 

lugar, assumir que todo conhecimento envolve uma relação entre sujeito e 

objeto. [...] O tratamento contextualizado do conhecimento é o recurso que 

a escola tem para retirar o aluno da condição de espectador passivo.[...] A 
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contextualização evoca por isso áreas, âmbitos ou dimensões presentes na 

vida pessoal, social e cultural, e mobiliza competências cognitivas já 

adquiridas.(BRASIL: PCNEM, 1999, p.91).  

               

              E ainda,  

                

A contextualização do saber é uma das mais importantes noções 

pedagógicas que deve ocupar um lugar de maior destaque na análise da 

didática contemporânea. Trata-se de um conceito didático fundamental para 

a expansão do significado da educação escolar. O valor educacional de uma 

disciplina expande na medida em que o aluno compreende os vínculos do 

conteúdo estudado com um contexto compreensível por ele. (PAIS, 2001, 

p.27). 

       

Contudo, o tipo de contextualização que tem sido evidenciada no ensino médio, atualmente, 

ao tratar da ciência matemática não tem contribuído de forma significativa para a 

aprendizagem matemática, embora saibamos que, a contextualização do ensino da ciência 

matemática não é bem uma “novidade” pós PCNs; encontra-se inúmeras referências à 

contextualização em Matemática anteriores aos PCNs (ÁVILA, 1994; BORGES, 1983; 

CARVALHO, 1994; CATUNDA3, 1972; LIMA, 1991). 

              Percebe-se claramente que falta encontrar caminhos para mostrar que os avanços que fazemos na 

compreensão de uma certa ciência, no caso - a Matemática, vêm de observações, de descobertas intelectuais e 

das idéias inéditas que novas reflexões trazem à nossa forma de organizá-la, pois da maneira como a 

organizamos emerge o modo como a compreendemos. É preciso deixar claro no ensino médio que nossas 

construções mentais baseiam-se em fatos - são eles que desejamos explicar, mas que as teorias científicas vão 

muito além dos fatos. Através delas é possível explicar situações que aparentemente são consideradas 

contraditórias, que os olhos não vêem, mas que são identificadas pela lógica da razão. 

              Mas antes de ir mais adiante, vejamos o que diz os PCNEMs sobre o ensino médio, a ciência e o saber 

matemático. Segundo os PCNEMs,    

Um Ensino Médio concebido para a universalização da Educação Básica 
precisa desenvolver o saber matemático, científico e tecnológico como 
condição de cidadania e não como prerrogativa de especialistas. [...] Para 
uma educação com o sentido que se deseje imprimir, só uma permanente 
revisão do que será tratado nas disciplinas garantirá atualização com o 
avanço do conhecimento científico e, em parte, com sua incorporação 
tecnológica. [...] Nunca é demais insistir que não se trata de se incorporar 
elementos da ciência contemporânea simplesmente por conta de sua 
importância instrumental utilitária. Trata-se, isso sim, de se prover os 
alunos de condições para desenvolver uma visão de mundo atualizada, o 
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que inclui uma compreensão mínima das técnicas e dos princípios 
científicos em que se baseiam. (BRASIL: PCNEM, 1999, p. 208-209).  

 
              Na realidade,  é  preciso  desenvolver  um processo de ensino que articule os diversos  

 

  
(3) Omar Catunda morou aqui na Bahia de 1963 até o seu falecimento em 1986. Como professor da UFBA, 
liderou um grupo de professores, e no início da década de 70 publicou Matemática. 2º ciclo – ensino atualizado, 
coleção em 3 volumes, destinada ao nível de ensino que hoje corresponde ao ensino médio. Seus livros, embora 
tenham como objetivo difundir a chamada “Matemática Moderna”, cuja idéia fundamental era a prevalência do 
formal, do abstrato, do geral sobre os processos heurísticos, apresenta uma abordagem que enfatiza a relação 
entre os conceitos matemáticos. O volume 3, por exemplo, no cap. 1 trata de “Noções de Topologia, 
Continuidade e Limite”. Na verdade, ao observar esses volumes, encontra-se bom exemplos do que estamos a 
buscar no ensino de Matemática para o nível médio - a interação entre os conceitos matemáticos. Cabe procurar 
livros mais “antigos”. Certamente, nos servirão de parâmetros para estabelecermos um “ensino contextualizado” 
em Matemática.   
 

conceitos matemáticos de forma a conduzir a um aprendizado significativo4, até porque, por ser o ensino médio a 

etapa final da universalização da educação básica, o aluno encontra-se, geralmente, numa idade propícia a ter 

uma maior ambição formativa, a buscar o conhecimento independentemente da sua da sua opção profissional. 

Neste contexto, trabalhar com os conceitos matemáticos torna-se imprescindível. Trata-se de uma excelente 

oportunidade para “seduzir” o aluno do ensino médio pelo jeito matemático de pensar. 

              Segundo Borges (2000), existe dois modos de pensar: o pensar não matemático e o pensar matemático. 

No modo matemático de pensar, primeiro, raciocina-se com fatos, em seguida, raciocina-se com hipóteses 

pertencentes à idealidade  (teorias matemáticas), já o pensar não matemático que é o que a maioria das pessoas 

fazem durante toda a vida baseia-se em raciocinar com fatos. 

              Observemos: pensar no ponto como um ente sem dimensão e na reta como um ente com uma dimensão 

e pensar esses mesmos entes, o primeiro como a marca deixada  no papel pela ponta de um lápis e o segundo 

como a marca deixada pelo mesmo lápis apoiado numa régua e ligando dois pontos, são duas maneiras de 

pensar: a primeira faz parte do modo matemático de pensar e a segunda é como a maioria das pessoas pensa. 

              No ensino de Matemática é pertinente considerar os dois modos de pensamento. 

 O aluno educado matematicamente deve saber ir e vir de um pensamento ao 
outro, conforme as suas conveniências, enquanto o educador deve 
inicialmente, privilegiar aquilo que é comum a todo o mundo: o pensar não 
matemático. Isolar o ensino de cada ciência de suas bases intuitivas é um 
erro de danosas conseqüências. ( BORGES, 2000, p.3). 
 

              As “bases intuitivas de cada ciência” são importantíssimas no processo de aprendizagem por trazerem  

os elementos formativos dos conceitos, porém, precisam ser adaptadas (algumas) em uma linguagem acessível, 

clara; com um grau de abstração e generalidade adequados ao nível de ensino, mas sem perder o rigor das idéias. 

A necessidade de reduzi-las a princípios simples nos faz lembrar de um comentário do grande cientista do século 

XX - Albert Einstein, no Escritório de Patentes em Berna onde trabalhou no início da sua vida adulta, quando 

dissera ter descoberto que até as noções mais complexas podiam em geral ser reduzidas a um conjunto de 

princípios fundamentais simples, a respeito da linguagem utilizada na representação das idéias. 

 

 (4) Segundo Baraldi (1999, p. 38), a Aprendizagem significativa é o conceito  mais importante na Teoria 
Construcionista de David Ausubel, cuja idéia central é a de que o mais importante é aquilo que o aprendiz já 
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sabe. Para ele. A aprendizagem significativa ocorre quando o indivíduo estabelece significados entre as novas 
idéias e as suas já existentes.  
              A Matemática é, antes de tudo, uma maneira de pensar e seu estudo dá lições de humildade (BORGES, 

2001). Uma verdade matemática como “a soma das medidas dos ângulos internos de um triângulo vale 180º” – 

só possui sentido se dentro de uma determinada teoria. Assim, a verdade acima só é válida na geometria 

euclidiana. “A ciência é baseada em verdades transitórias”5. Há outras geometrias nas quais a soma pode ser 

inferior ou superior a 180º. Por isso, o seu estudo deve desenvolver a tolerância e servir de antídoto a qualquer 

espécie de dogmatismo. Na realidade, existem vários pontos de vista, sob os quais uma mesma questão deve ser 

tratada e é dessa diversidade que a maioria dos professores de Matemática foge.  

              É preciso reconhecer que é árdua a tarefa para tornar o ensino da ciência matemática livre de dogmas, 

pois ao longo dos tempos, incorporou-se convicções como: “a Matemática é exata”, “a Matemática é abstrata”, 

“a Matemática é para poucos – inata”, “a Matemática se justifica pelas suas aplicações práticas”, “a 

Matemática desenvolve o raciocínio lógico”, entre outras. Entendo que há, realmente, vontade por parte dos 

interessados (professores, alunos e escola) para melhorar a aprendizagem matemática no ensino médio, ao 

examinar as razões que levaram à construção desses “dogmas” e, conseqüentemente, desvanecê-los. 

              Ora, a possibilidade de desvanecê-los implica num ensino que apresente ao aluno do ensino médio o 

conhecimento de novas informações e instrumentos necessários para que seja possível a ele estabelecer relações, 

refletir, decidir, continuar aprendendo. Atualmente, saber aprender é a condição primeira/básica para prosseguir 

aperfeiçoando-se ao longo da vida. 

              Pois bem, é precisamente essa condição que precisamos, enquanto professor, 

desenvolver no ensino médio – com urgência. Para torná-la possível, aceito que  

 A Matemática no Ensino Médio não possui apenas o caráter formativo ou 
instrumental, mas também deve ser vista como ciência, com suas 
características estruturais específicas. É importante que o aluno perceba 
que as definições, demonstrações e encadeamentos conceituais e lógicos têm 
a função de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que 
servem para validar intuições e dar sentido às técnicas aplicadas. (BRASIL: 
PCNEM, 1999, p. 252). 
 

              Por experiência, sabemos que o ensino da ciência matemática no ensino médio tem deixado muito a 

desejar. Observa-se que ainda não há resultados significativos, mudanças visíveis  se  considerarmos  as  metas  

descritas nos PCNEMs desde 1999.  Na verdade,  ainda  

 
(5) Essa afirmação é um fragmento do que disse a brasileira Ligia da Veiga Pereira, doutora em Genética e líder 
de um dos mais importantes grupos de pesquisa em Genética do Brasil, ao defender o uso de embriões humanos 
como caminho possível para tratar doenças hoje incuráveis, em entrevista concedida à revista Isto É/1819 - 
18/08/2004, p. 7-10-11. “A grande diferença entre ciência e religião é que enquanto a religião se baseia em 
verdades absolutas, a ciência é baseada em verdades transitórias.”  
estamos a construir um ensino que priorize a interação dos diversos aspectos do conhecimento matemático e não 

o isolamento, como aconteceu e ainda acontece. Sei muitíssimo bem das dificuldades encontradas para 

implementar mudanças – convicções arraigadas sobre o ensino de Matemática, professores mal preparados e 

alunos com potencial negligenciado, entre outras. 

              Desejo, porém, apenas reforçar a necessidade de mudanças frente às condições da realidade atual do 

ensino de Matemática no ensino médio, e claro, contribuir para que as mudanças comecem acontecer. 

Afirmamos, com Lima (2001, p. 190), que  
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É desejável, e certamente possível, fazer com que, ao final dos seus três anos, o 
aluno egresso da Escola Média tenha adquirido, mesmo que seja mediante o estudo 
de temas elementares, uma idéia bastante clara do que é a Matemática, dos seus 
métodos, seu alcance, sua utilidade, sua relevância social e sua beleza. 
 

              Ressaltemos ainda, que os PCNEMs recomendam explicitamente considerar a 

Matemática como uma ciência autônoma, com uma linguagem própria e métodos de 

investigação específicos. Além disso, não se deve esquecer do seu aspecto instrumental, com 

importante função integradora junto às demais ciências humanas e da natureza. Por isso, os 

conteúdos matemáticos podem ser desenvolvidos de modo a permitir que os alunos do ensino 

médio usufruam tanto do valor intrínseco da Matemática quanto de seu aspecto formativo, 

instrumental e tecnológico. 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 A FORMAÇÃO DE CONCEITOS CIENTÍFICOS (INCLUSIVE OS MATEMÁTICOS) NO ENSINO 
MÉDIO 

 
              A aprendizagem matemática atualmente passa por um momento crucial. Nosso 

ensino é criticado principalmente pelo baixo desempenho dos nossos alunos (E o 

desempenho dos professores?). Para isso contribuem vários aspectos inerentes à 

aprendizagem que foram e ainda continuam sendo negligenciados no processo ensino-

aprendizagem de Matemática. Um deles é a formação de conceitos científicos, discutido 

em diversas teorias sócio-cognitivas. A nossa pretensão, neste trabalho, é a de investigar 

os princípios que o fundamentam (em algumas teorias) e, apresentá-los de forma 

sucinta. Visamos também a apresentar algumas reflexões a fim de contribuir para a 

compreensão desse importante aspecto do ato de aprender. Aprender vem do latim 

apprehendere, que significa apanhar, apreender, apropriar-se e compreender.  
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              Pois bem! Comecemos por dizer que o processo de formação de conceitos não decorre de uma 

perspectiva restrita apenas aos fatos relacionados à capacidade mental do aluno, mas da interação dos diversos 

aspectos que os geram e os determinam. Não é um processo óbvio, nem simples, mas complexo. O 

desenvolvimento conceitual implica uma contínua reorganização da estrutura cognitiva, na qual os conceitos 

existentes são modificados à medida que interagem com novas percepções. Isso se torna possível à medida que 

se desenvolve, gradativamente, a capacidade cognitiva de realizar abstrações.  Para Vygoststy (1998b) e Luria 

(1987), a capacidade de isolar e abstrair são de fundamental importância no processo de aprendizagens 

conceituais. 

              De qualquer modo, vejamos outras concepções sobre como o conhecimento acontece e evolui. Para o 

estudioso suíço Jean Piaget (1896-1980), o conhecimento só é possível através de transformações ativas, ou seja: 

Para conhecer objetos, o indivíduo deve agir sobre eles e, portanto, 
transformá- los; deve deslocá-los, ligá-los, combiná-los, separá-los, 
desmontá-los e voltar a montá-los. Desde as mais elementares ações 
sensório-motoras (como puxar e empurrar) até às mais refinadas operações 
intelectuais, que são ações  internalizadas e executadas mentalmente (por 
exemplo, reunir, conjugar, ordenar, colocar em correspondência um a um), 
o conhecimento está constantemente ligado a ações ou operações, isto é, a 
transformações. (PIAGET, apud BODEN, 1983, p. 22). 

 

Já os biólogos chilenos Maturana e Varela6 (2001, p. 33), consideram que “não há dúvida de que  ele  se  

manifesta em todas as ações da vida social humana [...]. Não há descontinuidade 

 
 
(6) Humberto Maturana  Romesín  e  Franscisco   J. Varela Garcia são autores de vários livros e professores que  
entre o social, o humano e suas raízes biológicas. O fenômeno do conhecer é um todo integrado e está 

fundamentado da mesma forma em todos os seus âmbitos.” 

              E para Borges (1984), 

O conhecimento está ligado, desde a sua origem, ao problema da 
sobrevivência. Trata-se pois de uma relação dialética entre o ser vivo e o 
seu contorno, visando à sobrevivência daquele. Como essa relação é 
dialética, existe uma ação do contorno para o ser vivo e outra ação deste 
para aquele. É natural concluir portanto: o conhecimento está ligado à vida. 
Mais ainda: é através dele que o ser vivo sobrevive, isto é, adapta-se ao seu 
contorno. Por conseguinte: o conhecimento é vida e é poder; este, para 
transformar o mundo e, nessa transformação, transformar a vida com a 
aquisição, pela consciência, de novos estados de percebimento. Ora, sendo 
a Matemática uma parte do conhecimento, ela é vida e é poder, no sentido 
acima indicado.  

 
              Ao que nos parece, o ato de aprender ou conhecer ocorre de maneiras muito 

diferentes em função de interesses e possibilidades dos indivíduos, como também das 

situações em que se encontram. Talvez possamos dizer que o processo de formação e 

desenvolvimento do conhecimento origina-se de uma necessidade tanto biológica quanto 

social – questões de sobrevivência, de uma indagação, ou de uma dificuldade, a qual 

pode ser imediata ou a médio e longo prazos. Nesse contexto, o indivíduo precisa gerar 
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um conhecimento novo para dar conta da situação e resolver às situações que sejam 

problemáticas. Embora convenha assinalar que nem todo conhecimento provém de 

demandas exteriores e que também ocorrem reorganizações internas de conhecimento 

anteriores que dão lugar a outros novos, pois um indivíduo pode armazenar um 

conhecimento de alguma maneira e utilizá-lo muito tempo depois em uma situação que 

lhe pareça apropriada para isso, modificando-o ao colocá-lo em contato com outros 

conhecimentos que também possui. 

              Sabemos que o conhecimento matemático tem a característica da 

cumulatividade, isto é, o estudo de cada conceito ou teoria exige o conhecimento das 

noções e teorias que lhe servem de base, e que a psicologia do desenvolvimento 

reconhece a importância das experiências do aluno e de suas interações com o mundo 

para o desenvolvimento do conhecimento matemático. A compreensão de que o número 

de objetos em um conjunto não se altera se for mudada sua disposição espacial, que duas 

coisas iguais a uma terceira são iguais entre si, que se um objeto A é menor do que um 

objeto B e B é menor do que um objeto C, então, A  é  necessariamente  menor  do  que 

C; que coisas que coincidem uma com a outra  
 
 
sustentam que “o conhecimento não se limita ao processo de informações oriundas de um mundo anterior à 
experiência do observador, o qual  se apropria  dele para  fragmentá-lo e explorá-lo. [...] que os seres vivos são  
autônomos, isto é, autoprodutores ao interagir com o meio: vivem no conhecimento e conhecem no 
viver.”(MARIOTTI, 2001, p. 14).  
são iguais, ou de que quantidades iguais adicionadas ou subtraídas a quantidades iguais 

permanecem iguais, são conceitos matemáticos básicos adquiridos por meio de 

observações, ações e reflexões sobre objetos e situações do mundo em que vivemos. Esses 

conceitos servirão de base para a formação de outros conceitos. É característico da 

Matemática a formação de novos conceitos a partir de conceitos anteriores. 
              A relevância do conhecimento anterior no desenvolvimento de novos conhecimentos é enfatizada em 

diferentes teorias sobre o desenvolvimento cognitivo. Para Piaget, por exemplo, o desenvolvimento de conceitos 

lógico-matemáticos ocorre quando a criança enfrenta situações problemáticas e tenta, para resolvê-las, utilizar o 

conhecimento anterior de que dispõe. Da  perspectiva piagetiana, a criança tenta assimilar a nova situação 

usando as respostas de que já dispõe. Quando isso falha, elas tentam novas respostas, desenvolvendo novas 

estratégias que levam em consideração as características da nova situação. Nesse processo, para que uma 

situação seja considerada um problema, ela deve ser de um nível de complexidade que permita à criança 

relacioná-la com o conhecimento de que já dispõe. 

              A teoria piagetiana sustenta que a criança constrói suas estruturas lógico-hipotéticas através da interação 

com o meio, atravessando quatro (4) estágios distintos até sua maturidade plena: o sensório-motor, o pré-

operacional, o das operações concretas e o das operações formais.  
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              Na obra A Construção do Real na Criança, Piaget diz que a criança se organiza organizando o mundo: 

“a inteligência não começa, pois, nem pelo conhecimento do eu nem pelo das coisas enquanto tais, mas pelo 

conhecimento de sua interação; e é ao orientar-se simultaneamente para os dois pólos dessa interação que ela 

organiza o mundo, organizando-se a si mesma”, (PIAGET, 2003, p. 361). Para a criança, o mundo é, ao mesmo 

tempo, definido e limitado pelos seus esquemas. Seus esquemas, isto é, suas ações, constituem o seu mundo, sua 

realidade. 

              Assim, as ações da criança constituem, cada vez mais, uma rede de classes e relações, inicialmente 

prática, e, posteriormente, cada vez mais simbólica. Cada idéia que é assimilada7 nessa rede passa a fazer parte 

de uma totalidade organizada, totalidade que se reorganiza em função da nova idéia a ela assimilada. Conhecer 

uma idéia é situá-la num emaranhado de classes e relações. Conhecer mais significa desenvolver, qualitativa e 

quantitativamente esse emaranhado.   

 
 
 (7) A assimilação é um conceito importante da teoria piagetiana – significa a incorporação de uma nova idéia ou 
objeto ao que já é conhecido, ou seja, ao esquema que a criança já possui. 
              As construções da criança, durante o sensório-motor, passam por uma profunda  transformação. 

Tornam-se simbólicas8. É o advento da função simbólica ou semiótica: a função que torna possível a linguagem. 

Isso significa que um novo aspecto organizador foi construído e que tanto o espaço quanto o tempo passam a ter 

outra importância nas construções das crianças – acontece uma revolução na percepção do espaço e do tempo. 

As coisas, as pessoas, os acontecimentos poderão, de agora em diante, ser lembrados/evocados. Podemos dizer 

que eles não se reduzem mais ao imediatamente percebido, que desaparecem e reaparecem na dependência 

estrita do quadro perceptivo. O que aconteceu, ontem à tarde, passa a ser evocado, hoje de manhã. O 

acontecimento de ontem à noite é evocado hoje à tarde. A seqüência: noite/escuridão, dia/claridade, começa a 

fazer sentido. Ontem, anteontem, depois de amanhã, semana que vem, mês que vem, ano que vem. Aniversário, 

dia das mães, festa de São João, dia dos pais, dia da criança, natal, férias. Mas esse alargamento do tempo 

demora algum tempo (anos) para ser construído; porém, sua condição de possibilidade já foi construída, 

possibilitando assim, constituir-se em um novo e monumental instrumento do pensamento: a linguagem – 

entendida, por Piaget, como fala,  distinguindo-a de outras funções semióticas (imitação, jogo simbólico, 

desenho, imagem mental, etc).  

              Para Piaget, a linguagem encontra sua condição de possibilidade na função simbólica ou função 

semiótica. Essa função representa o ponto de chegada, uma verdadeira síntese de todas as construções ou 

coordenações de ações do sensório-motor. Essa função é que torna possível todas as formas de representação – 

imitação diferida, brinquedo ou jogo simbólico, desenho e a linguagem, entendida, aqui, como fala – que 

caracterizarão o pensamento daqui para diante. E tornam possível a representação das coordenações das ações e 

não, apenas, das aquisições perceptivas. Aliás, a organização das aquisições perceptivas é função estrita da 

coordenação das ações, segundo Piaget. 

              A função semiótica emerge das coordenações do período sensório-motor, mas é 

característica do período pré-operatório - é a condição prévia, de toda a socialização. Na 

verdade, o período pré-operativo não se limita a criar novos sistemas de representação, 

mas é a fase em que um sistema de representação socialmente estabelecido -  a 

linguagem social, é reconhecido e apreendido como uma forma possível de 
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representação do mundo. Pode-se dizer que ao mesmo tempo em que a linguagem é um 

fator importante para o desenvolvimento mental da criança, exercendo uma função 

organizadora e planejadora do seu pensamento,  ela  tem  também  uma  função  social  

e  comunicativa.  A comunicação implica  
 
(8) O que Piaget chamou de função “simbólica” ou “semiótica” é o surgimento, na criança, das primeiras 
representações de objetos e ações. 
essencialmente em uma linguagem quer seja esta uma inscrição em pedras, troncos, um 

dialeto falado, um sinal de código Morse, gestos e sinais da linguagem dos surdos-mudos 

e outras. Por meio da linguagem, o indivíduo é exposto ao conhecimento humano e 

adquire conceitos sobre o mundo que o rodeia, apropriando-se do conhecimento 

proveniente da experiência acumulada pelas gerações anteriores e não tem que partir do 

zero. 
              Convém enfatizar que a linguagem não é o único aspecto a constituir a função simbólica, embora seja o 

instrumento mais adequado para representar a atividade simbólica dos processos mentais superiores: abstração, 

generalização, analogias, etc. Por isso uma função simbólica precária, isto é, fundada em precárias noções de 

espaço, tempo, objeto e relação causal, possibilitará, na melhor das hipóteses, uma socialização precária, um 

exercício precário da  linguagem e uma precária construção das condições prévias da aprendizagem da 

matemática propriamente dita. 

              A função simbólica apresenta outros aspectos que influenciam na formação de conhecimento, além da 

linguagem. Será possível ensinar verbalmente uma pessoa a andar de bicicleta e esperar que ela aprenda apenas 

com esta informação? Segundo Sam Glucksberg (1971), autor do livro Psicologia dos Processos Simbólicos,  

não é possível descrever, somente com palavras, todas as atividades que compõem o andar de bicicleta, e ainda 

que fosse possível, grande parte do comportamento necessário não é passível de controle verbal. Assim, mesmo 

que o aprendiz seja devidamente informado, não terá capacidade para realizar a tarefa. Da mesma forma, ao falar 

com um aprendiz de piano sobre como mover os dedos não trará qualquer contribuição na sua transformação 

num pianista competente. A aprendizagem acontece de forma gradual. Para Glucksberg (1971), os movimentos 

muito complexos não são passíveis de controle simbólico direto. 

              No período das operações concretas a criança consegue passar efetivamente da ação a operação, pois é 

nessa fase que ela procura integrar os esquemas de classificação, de seriação e de correspondência, de identidade 

e negação. Característico para essa fase é o desenvolvimento do conceito de conservação. Neste período a 

criança percebe e explica adequadamente os problemas referentes à conservação do comprimento e de áreas. 

Nesta fase, o pensamento conserva, porém, seus vínculos com o mundo real. As soluções dadas aos problemas 

são empíricas, baseadas na experiência de ações concretas. As transformações do real são concebidas a partir da 

experiência e manipulação do mundo real. A construção do real pela criança é vital e em grande parte coincide 

com a construção do edifício matemático, especificamente com o que dá sustentação a esse edifício: seus 

fundamentos. Os conceitos associados aos números racionais, por exemplo, estão entre os mais importantes e 

também complexos que a criança trata no ensino fundamental. O seu desenvolvimento aumenta a capacidade da 
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criança de compreender e manipular uma série de situações e problemas tanto na escola quanto fora dela, como 

também, servem de base para fundamentar as operações algébricas elementares. 

              Mas com o aparecimento do pensamento formal, este período se altera. O 

pensamento formal amplia significativamente as capacidades da criança, já que ela não 

é capaz somente de raciocinar sobre o real, sobre o que conhece ou sobre o que está 

presente, mas pode fazê-lo também sobre o possível. O possível é construído 

fundamentalmente servindo-se da linguagem. Também podemos dizer que o real é o 

possível atualizado. Na verdade, o pensamento passa a dispensar as bases empíricas e a 

desenvolver-se meramente no mundo do possível. Trata-se de um pensamento baseado 

em hipóteses verbalmente concebidas, em verdades possíveis, que se liberaram das 

limitações impostas pelo mundo real. É pertinente observar que antes dessa etapa, a 

ciência só pode ser abordada de forma preparatória. De fato, são todas essas 

capacidades que permitirão que o adolescente entenda o pensamento científico e 

raciocine sobre problemas complexos. O adolescente domina as categorias do 

pensamento abstrato e formal, desenvolvendo espontaneamente a combinatória9, a 

correlação, as formas de reversibilidade (inversão e reciprocidade). Tudo isso têm 

grande importância do ponto de vista da aprendizagem escolar, daí a importância do 

pensamento formal e abstrato para a formação dos conceitos científicos, em especial, os 

matemáticos. 

              As mudanças intelectuais no período formal são de tipos diversos e afetam todas 

as áreas da conduta. Por isso, podemos dizer que continuamos incrementando a nossa 

capacidade cognitiva e os nossos conhecimentos ao longo de toda a vida, pelo menos no 

caso de algumas pessoas, embora necessariamente não tenha de ser assim, mas que 

chegamos ao topo na forma de abordar os problemas na fase final da adolescência. O 

adolescente, por exemplo, é muito capaz de interpretar a experiência do que uma 

criança e, principalmente, de manipulá-la, de criar condições para poder observar um 

fenômeno, ou seja, isolar as variáveis que produzem um fenômeno. Também são capazes 

de formular hipóteses e de contrastá-las, de examinar se são verdadeiras ou se são falsas.  
               Essa  evolução  interna  do  pensamento  em  esquemas  e estruturas lógicas cada vez  

 
 (9) Podemos dizer que controlar variáveis, formular hipóteses e examinar as suas 
conseqüências, ou seja, manejar o possível pressupõe a utilização implícita ou explícita de 
uma combinatória. Lembremos que Piaget e  um dos seus colaboradores – Inhelder, 
estudaram um problema cuja resolução requer a utilização da combinatória. Consistia em 
cinco líquidos contidos em diferentes recipientes; a mistura de três deles produzia uma certa 
coloração, um quarto recipiente continha água que não alterava a cor e outro continha um 
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produto que descoloria o l’quido deixando-o transparente. Todos os l’quidos apresentavam o 
mesmo aspecto, eram transparentes.  
mais complexas, desde as formas mais elementares da adaptação do organismo ao meio, culmina na estrutura10

  

INCR, que se compõe de quatro tipos de transformações: I –identidade; N – inversa  (negação); C – 

correlatividade; R – reciprocidade. Essas transformações formam uma estrutura na acepção piagetiana, pois estão 

logicamente inter-relacionadas de modo a construir um sistema completo, fechado e reversível; sucessivas 

transformações podem levar-nos de qualquer ponto, no interior da estrutura, para qualquer outro ponto, e voltar 

ao princípio. Para Piaget, isso significa que elas – as transformações, estão em equilíbrio
11

.  

              A obra de Piaget, proporciona, em níveis de observação e teoria, um estímulo incomparável para a 

compreensão do desenvolvimento do conhecimento. Porém, isso não significa isenção de críticas
12

. Piaget ainda 

atrai discípulos devotos e críticos severos. Mas não há dúvida de que foi um dos grandes mestres da ciência no 

século XX. Seus estudos focalizam o raciocínio em seus aspectos lógicos, analisam as representações que a 

criança tem do mundo que a cerca, investigam as razões da cognição e buscam verificar a influência de fatores 

externos como, por exemplo, o meio social e a linguagem. Esses estudos têm por objetivo evidenciar e 

identificar os passos ou etapas que conduzam ao conhecimento científico:  

 O conhecimento científico não é uma categoria nova, fundamentalmente 

diferente e  heterogênea com  relação às normas de pensamento pré-

científico e aos mecanismos inerentes às condutas instrumentais próprias da 

inteligência prática. As normas científicas situam-se no prolongamento das 

normas de pensamento e de práticas anteriores, mas incorporam-lhes duas 

exigências novas: a coerência interna (do sistema total) e a verificação 

experimental (para as ciências não dedutivas). (PIAGET; GARCIA, 1987, 

p.37). 

 

 Por essa razão, Piaget  focaliza que em seu estado mais evoluído, as operações cognitivas são 

  

(10) Idéia fundamental da teoria piagetina, fundamentada em três noções básicas: totalidade, 

transformação e auto-regulação. Assim, uma estrutura é um todo unificado cujas partes só 

podem ser identificadas em relação mútua e no lugar que ocupam na estrutura global.  E, para 

Piaget, as estruturas são dinâmicas, tanto em seu desenvolvimento quanto em sua 

automanutenção. E as alterações estruturais não são mudanças simples, mas transformações 

ordenadas, onde uma forma ou conjunto de relações estruturais ou sucede uma outra forma ou 

outro conjunto. 

 (11) O conceito de equilíbrio em Piaget (2004) com relação as estruturas cognitivas deve ser concebido como 

uma compensação das perturbações exteriores por meio das atividades do sujeito, que são as respostas a essas 

perturbações. Mas no caso das formas inferiores de equilíbrio, sem estabilidade (formas senso-motoras e 

perceptivas), as perturbações consistem em modificações reais e atuais do meio, às quais as atividades 

compensatórias do sujeito respondem, então, como podem. E no caso das estruturas superiores ou operatórias, 

por  outro lado, as perturbações, às quais o sujeito responde, podem consistir em modificações virtuais, isto é, 

nos casos optimum podem ser imaginadas e antecipadas pelo sujeito com forma de operações diretas de um 

sistema; neste caso, as atividades compensatórias consistirão, igualmente, em imaginar e antecipar as 

transformações, mas no sentido inverso.     

(12) Uma crítica contundente  ao  trabalho  de  Piaget  foi feita por Hans Freudenthal, um importante matemático  

abstratas, aplicam-se a todo tipo de objeto e independem de conteúdos específicos. O 

conhecimento que delas deriva é de natureza formal e não é possível comprovar 

empiricamente a verdade de tal conhecimento – a Matemática, em certa medida, prescinde da 

realidade para estabelecer seus critérios de verdade; busca-se a verdade coerencial. Isto posto, 
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podemos dizer que é possível estabelecer relações rigorosas e formalizáveis com os conceitos 

intelectuais (conhecimento abstrato), como também, estabelecer correspondência entre 

modelos abstratos e realidade (mundo físico) – as propriedades dos objetos no mundo físico, 

correspondem às outro constantes e variáveis do modelo abstrato; enquanto que, com o 

conhecimento da realidade física material é possível  garantir a relação com o real 

experimental. 

              Para Piaget, o sujeito amplia  sua subjetividade na medida em que toma posse de si mesmo, de suas 

ações: isto é, na medida em que toma consci•ncia das coordenações gerais de suas ações. Isso, porém, só é 

possível através de muitas mediações: das coisas físicas, do meio social, da linguagem dos outros sujeitos. Na 

verdade, a tomada de consci•ncia, segundo Piaget, inverte a ordem da formação do conhecimento, ou seja, a 

conceituação passa decididamente a determinar as ações; antes, a ação determinava a conceituação. 

              Para Vygotsky (1998a), o desenvolvimento de conceitos científicos pressupõe conceitos anteriores, ou 

seja, conceitos científicos somente podem nascer na mente da criança a partir de generalizações prévias e 

inferiores.  

              Da perspectiva vygotskiana, as tarefas de compreender e comunicar-se são essencialmente as mesmas 

para o adulto e para a criança. A criança – num estágio inicial de seu desenvolvimento, é capaz de compreender 

um problema e visualizar o objetivo colocado por   esse   problema,   como   também   desenvolver   conceitos
13

.  

Entretanto,   as  formas  de  

  

holandês que se tornou membro da ICMI (International Comission on Mathematics Instruction) e a presidiu por  

4 anos. No período em que foi presidente da ICMI organizou o 1º ICME (Congresso Internacional sobre a 

Educação Matemática) em Lion (França) em 1968. Seu interesse pela educação matemática o levou a escrever 

vários livros e artigos. Os livros mais conhecidos são: “Mathematics as an educational task” (Matemática como 

tarefa educacional – 1973); “Weeding and Sowing. Preface to a Science of Mathematical Education” (Capinar e 

Semear. Prefácio a uma ciência de educação matemática – 1978) e “Didactical Phenomenology of Mathematical 
Structures” (Fenomenologia didática de estruturas matemáticas – 1983). Em seus artigos afirmara que Piaget não 

entendia muitos conceitos matemáticos como espaço (topológico, projetivo e euclidiano), número cardinal e 

ordinal, etc., e que muitos dos seus experimentos testam o domínio lingüístico em vez do matemático. 

Freudenthal participou de inúmeros congressos – um deles foi o 1º Congresso Internacional de Educação 

Piagetiana,  organizado  por  Lauro  de Oliveira  Lima que aconteceu no Rio de Janeiro, em julho de 1984. Nesse  

Congresso, Freudenthal criticou Piaget, como já fizera antes. Os organizadores do Congresso não gostaram da 

crítica. Aliás, nos anais do Congresso a presença de Freudenthal foi simplesmente ignorada. (NEELEMAN, 

1991).  Outra crítica não menos contundente foi feita por René Ton, um importante matemático francês, que 

responsabilizou Piaget pelo formalismo no ensino de Matemática. Piaget, é claro, se defendeu dizendo que não 

era responsável pelo entendimento que outros estudiosas davam à sua teoria.  

(13) Em Matemática, numa idade ainda precoce, a criança desenvolve vários conceitos fundamentais à formação 

de outros conceitos. 

pensamento que a criança utiliza ao lidar com essas tarefas diferem profundamente das do adulto, em sua 

composição, estruturação e modo de operação. Assim, a questão principal quanto ao processo de formação de 

conceitos segundo Vygotsky (1998a) é a questão dos meios pelos quais essa operação é realizada. Considera que 

não é suficiente a explicação de que o processo é induzido pelas necessidades humanas, mas que devemos 

considerar o uso de instrumentos e a mobilização dos meios apropriados sem os quais o processo não se realiza. 
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%1.!2,(.5>.!5H*!<!2.7.8! /'! =.8',!$*8(5@.3!7*/' ,;!$',!=' ()*!2*1 ! .! .&%/.! /'! .B4%<1!1.($!_7,'7. ,. /*`!6%'! 'B.9!

a'$) .$!*+$', - . >L'$3!/'2* ,,' %!*!/'$' 5-*B-(1 ' 5)*!/'!%1 !2*52'()* !1 %()* !(17*,). 5)'!5. !)' *,( . !-G4*)$E(.5.b!zona 

de desenvolvimento proximal9! J$$'! 2*52'()* 3! 5. ! - ' ,/ ./ '3! .&%/.,;! .! 'A 7B(2().,!1'B@*,! .! ( 1 7* ,)P52(.! / . $!

(5)', .>L'$!$*2(.($!5*!/ ' $'5-*B-(1 ' 5)* !2*45()(-*9!F(4*)$EG!RY##"+Z!*!2,(.3!2*1 * !$'5/* !.!/ ($)P52(.! '5 ),'!.6%(B*!

6%'!.!2,(.5>.!<!2.7.8!/'! =.8',!$*8(5@.!R5C-'B!/'!/'$' 5-*B-(1'5)*!,'.BZ!'!. 6%(B*!6%'!'B.!2*5$'4%'!,'.B(8.,!$*+!. !

*,(' 5).>H*!/'! %1!./%B)*!*%!' 1 !2*B.+*,.>H*!2*1 !*%),.$!2,(.5>.$!R5C-'B!/'!/'$' 5-*B-(1'5)*!7*)'52( . BZ9!!?!8*5.!

/ ' ! / ' $'5- *B- (1'5 )* ! 7,*A(1.B! 2*5$)()%(c$'! 7* ,! .6%' B.$!=%5>L' $! 6%'! .(5 / . ! 5H* ! '$)H*! 1 . / %,.$3! 1. $! $(1 ! ' 1 !

7,*2'$$* !/'! 1 . )%,.>H*3!6%',!/(8',3!6%'!.(5/.!$'!' 52*5),.1 !'1 !%1 !'$); 4(*!'1 +,(*5;,( *9!

!!!!!!!!!!!!!!d*1 !+.$'! '1 !$'%$!'$)%/*$!$*+,' ! .! 8*5.! /'! /'$ ' 5-*B-(1 ' 5)*! 7,*A(1 .B3!7,*7L'! 1 %/.5>.$! 5*!6%'! $'!

,'=' ,'!e!.7,' 5/(8.4'1 3!&%$).1'5)'!7*,6%'!*!2*52'()* !/'! 8*5.!/'!/'$' 5-*B-(1 ' 5)*!7,* A(1 .B!7', 1 ()' !-',( =(2.,!5H*!

$*1 ' 5)'! *$!2(2B*$!&;!2*17B')./*$!7'B.! 2,(.5>.3!2*1 * ! ).1+<1 ! .6%'B'$!6%'! '$)H*! '1 !=*,1.>H*9! f.,.! FG4*)$EG!

RY##" +Z3! *! g5(2*! +*1 ! '5$(5*! <! .6%'B' !6%'! $'! ./( . 5).! . * ! /'$' 5-*B-(1 ' 5)*3! *%! $'&.3!6%' ! $'! /( ,(4' ! e$!=%5>L'$!

7$(2*BQ4(2.$!6%'!'$) H*!'1 !-(.$!/' !$'!2*1 7B'). ,'1 9!!!

!!!!!!!!!!!!!!D'4%5/*! FG4*)$EG! RhOOYZ3! *! . 7,' 5/ (8./ *! / ' ! 1 */*! 4' ,.B! '! *! . 7,' 5/ (8./ *! '$2*B. ,! '1 ! 7.,)(2%B.,3!5H*!

.7 '5 .$! 7*$$(+(B().1 3! 2*1 * ! *,('5 ).1 3! '! ' $)(1 %B.1! 7 ,*2'$$*$! /' ! / ' $'5- *B- (1 ' 5)*9! ?! '$2* B.3! 7*,! *=','2',!

2*5)'g /* $!'!/ ' $'5- *B- ' ,!.)(- (/ ./ '$!'$7'2C=(2.$3!)'1!%1 !7. 7' B!=%5/ .1 '5 ).B!'!(5$%+$)()%C-'B!5*!/ ' $'5-*B-(1 ' 5)* !

/.$!=%5>L'$!7$(2*BQ4(2.$!$%7' ,(*,' $Yi9!?(5/.!$* +,'!($$*3!j'* 5)(<-!RhOOYZ!/(8!6%' !* 7,*2'$$*!/'!' /%2.>H*!'$2*B. ,!

! "#
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$!%&'()*'*)+',-.*-! /)0-1- .*-! /2! 3124-552!/-! -/&4'67 2! -,!8-1'(9!32)59!.'! -542 ('9! '! 41)'.6'! -5*:! /)'.*-! /-!&, ' !

*'1-0'!3' 1*)4&('1;!-. *-. / -1!'5!<'5-5!/25!-5*&/25!4)-.*=0)4259!2&!5->'9!&, !5)5*-, '!/-!42.4- 36?-5!4)-.*=0)4'5@!!!!

!!!!!!!!!!!!!!A-55'!3-153-4*)+'9!' !021,'672!/- !42. 4-)*25!$!2!1-5&(*'/2!/-! &,'!'*)+)/' / -!42, 3(-B'9!-, !%&-!*2/'5!'5!

0&.6?-5!).*-(- 4*&')5!<:5)4'5! *2, ' ,! 3'1*-@! C'=9! 2! 3124-552! .72! 32/-! 5- 1! 1-/&D)/2! E! ' 5524)'6729! E! '*-.6729! E!

021,'672! /-! ), '8-.59! E! ).0-1F.4)'! 2&! E5! *-./F .4)'5! /-*-1, ).'.*-5 GH@! I2/'5! 572! )./)53-. 5:+-)59! 321$,!

). 5&0)4)-.* -5!5- , !2!&52!/2!5)8. 29!2&!3'( ' +1'9!42, 2!2!, - )2!3-(2!%&'(!42./ &D), 25!'5!.255'5!23-1'6?-5!, - .* ') 59!

42.*12(', 25! ! 5-&! 4&152! -! '5! 4'.'()D', 25! -,! /)1-672! E! 52(&672! /2! 312<(-, ' !%&-!-.01-.*', 25@!JKLMNIOPQ9!

G""R'S@!

!!!!!!!!!!!!!T2.*&/29!$!31-4)52!1-42.U-4-1!%&-! '3-5 ' 1! /-! .-4 -55:1)2! .'! 021,'672!/- !42.4-)*259!'! 31-5-. 6'! /-!&,!

312<(- , ' !321!5)!5V9!.72!32/-! 5-1!42.5)/ -1' / '!'!4'&5' !/ 2!3124-5529!-, <21'!5->', !'5!*' 1-0'5!42, !%&-!25!>2+-.5!5-!

/-012. *' , ! '2! ). 81-55'1-, ! . 2! , &./ 2! 4&(*&1'(9! 3120)55)2. '( ! -! 4=+)42!/ 25! '/ &(*259!&, ! 0'*21! ), 321*' .* -! 3' 1'! 2!

5&18),-.*2! /2! 3- .5', -.*2! 42.4-)*&'( @!! W(): 59! 5-! 2! , - )2! ', <)-.* - ! .72! '31-5-.* '1! .- . U&, '! /-55'5 ! *' 1-0'5! '2!

>2+-, !J'(&. 2!!

!

JGXS!A'! 42.4- 3672!+Y82*5Z)'.'9! *2/'5! '5! 0&.6?-5! 35)42(V8)4'5! 5&3-1)21-5! '3'1-4-, ! /&' 5! +-D-5!.2! 4&152! /2!
/-5- .+2(+), - .*2!/2!5-1!U&, '.2; !31), -)129!.2!.=+-(!524)'( !-!/-3 2)59!.2!.=+-(!)./) +)/&'( [!31), -)129!-.*1-!3-552'5!
J).* -135)42(V8)42S! -! /- 32)59! .2 ! ). *-1)21! / 2!5-1!U&, '.2 ! J).*1'35)42(V8)42S@! \'1'! K)82*5ZY9! )552! $!+:()/2! 3' 1'! '!
().8&' 8-, 9!'!'* -.672!+2(&.* :1)' 9!'!, - , V1)'!(V8)4'9!'! 021, '672!/-!4 2.4-)*25!-!2!/-5- . +2(+), - .*2!/'! +2. *' /-@!
JGHS! K)82*5ZY! +')! '( $, ! /'! tend•ncia determinante! %&-!W4U! >&(82&! 5-1! 2! 0'*21!/-4)5)+2!3'1'! '! 021,'672! /- !

42.4-)*25@!

/2!- . 5). 2!, $/)2S9!.72!(U-!0)D-1!.2+'5!-B)8F. 4)'5!-!.72!-5*), &('1!2!5-&!). *-(-4*29!3'1'!3123214)2. '1](U-!&, '!5$1)-!

/-!. 2+25!42.4-)*259!2!5-&!1'4)24=. )2!.72!42.5-8&)1:! '*). 8)1!25!-5*: 8)25!, ' )5!-(-+'/25 9!2&!5V!25!'(4'.6'1:!42, !

81'. /-!'* 1'52@!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!O-8&./2! KY82*5ZY!JG""R'S9!'! *'1-0'!4&(*&1'(!321!5)!5V9!.72!-B3()4'!25!,-4'.)5, 25!

/-! /-5-.+2(+), - .*2! - , ! 5)9! %&-! 1-5&(*',! .'! 02 1, '672! /-! 42.4-)*25@! W55),9! 42.5)/-1'! %&-!

4'<-1:! '2! 3 -5%&)5'/21! *-1! 42,2! 2<>-*)+2! '! 42,31--.572! /'5! 1-('6?-5! ).*1=.5-4'5! -.*1-! '5 !

*'1-0'5!-B*-1.'5!-!'!/).^, )4'!/2!/-5 - .+2(+), - .*29!-!42.5)/-1'1!'!021,'672!/-!42.4-)*25!42, 2!

&, '! 0&.672! /2! 41-54),-.*2! 524)'(! -! 4&(*&1'(! 8(2<'(! /2! '/2(-54-.*-_>2+-, 9! %&-! '0-*'! .72!

'3-.'5! 2! 42.*-`/29! ,'5! *', <$, ! 2! , $*2/2! /-! 5-&! 1'4)24=.)2@! A-55'! )/'/-9! .72! '3'1-4-!

.-.U&, '!0&.672!-(-, -.*'1!.2+'!-55-.4)'(, -.*-!/) 0-1-.*-!/'%&-('5!>:!31-5-.*-59!, ' 5!*2/'5!'5!

0&.6?-5!-B)5*-.*-5!572!).421321'/'5!'!&,'!.2+'! -5*1&*&1'9!021,' , !&, '!.2+'!5=.*-5-9!*21.', ]

5-! 3'1*-5! /-! &, ! .2+2! *2/2! 42, 3(-B2[! '5! (-)5! %&-! 1-8-,! -55-! *2/2! *',<$ , ! /-*-1, ).' , ! 2!

/-5*).2! /-! 4'/'! &, '! /'5! 3'1*-5@! C-55-! ,2/29!' 31-./-1! '! /)1-4)2.'1! 25! 31V31)25! 3124-5525!

, - .*')5!42,!'!'>&/'!/-!3'('+1'5!2&!5)8.25!$!&, '! 3'1*-!).*-81'.*-!/2!3124-552!/-!021,'672!/-!

42.4-)*25@!

!!!!!!!!!!!!!!T2, !<' 5-!. ' 5!5&'5!). +-5*)8'6?-59!KY82*5ZY!JG""R'9!3@!""S!2<5-1+' !%&-!

O adolescente formar‡ e utilizar‡ um conceito com muita propriedade numa 
situa•‹o concreta, mas achar‡ estranhamente dif’cil expressar esse conceito 
em palavras, e a defini•‹o verbal ser‡, na maioria dos casos, muito mais 
limitada do que seria de esperar a partir do modo como utilizou o conceito. 

! "#
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[ ...]  O adolescente depara-se com um outro obst‡culo quando tenta aplicar 
um conceito que formou  numa situa•‹o  espec’fica a um novo conjunto de 
objetos ou circunst‰ncias, em que os atributos sintetizados no conceito 
aparecem em configura•›es diferentes da original.!!

!
!!!!!!!!!!!!!!$%!&%'! ()*+&,*'! -)'., /'0'!)% !1221!(3-!456789:!;3% !'.&<3*!)<=-)!#>!)!#?!'<3*:!

*3@-)! 3*! ;3<;),=3*! 0'! A)3%)=-,'! $*BC-,;':! )%! &%'! )*;3.'! (D@.,; '! 0'! -)0)! )*='0 &'.! 0)! 6,3!

E.'-3F9G:! B3,! 3@*)-H'0'! '! 0,B,;&.0'0)! 0'! +&'.! B'.'! IJK3=*LJM! 9)K&<03! 4'-=3*:! ! )%! HN-,3*!

%3%)<=3*!0'!'&.':!+&'<03!)-'%!*3.,;,='03*!('-' !+&)!-).'='**)%!'!% ' <),-'!().'!+&'.!O'H,'%!

;O)K'03! P! 0)=)-%,<'0'! ;3<;.&*Q3:! 3*! '.&<3*! '(-)*)<='H'% ! &%'! ;) -='! 0,B,;&.0'0)! )%!

H)-@'.,/'-!,0C,'*M!

!!!!!!!!!!!!!!R%!'*();=3! '! 3@*)-H'-!C!+&)!3!;3<;),=3!+&)!3!'.&<3!B3-%3&!<)%!*)%( -)!C!(3**SH).!

0)! *)-! '(.,;'03! 0'! % )*%'! B3-%'! +&)! B3,! 3@=,03M! G3-! )T)%(.3:! %)%3-,/'-! 3! =)3-)%'! 0) !

G,=NK3-'*! (30)! <Q3! *)-! *&B,;,)<=)! ('-'! -)*3.H)-! 3! (-3@.)%'! 0)! %,<,%,/'-! 3! =-'U)=3! +&)! &%!

,<0,HS0&3! B'/! ('-'! ,-! 0)! *&'! ;'*'! '=C! '! ('0'-, 'M! 5! '(.,;'VQ3! 03*! ;3<;),=3*! )T,K)! +&)! )*=)*!

*)U'%!,<=)-(-)='03*!)!(-3;)**'03*:!3!+&)!,%(.,;'! '!'=-,@&,VQ3!0)!*,K<,B,;'03*:!0)!%303!+&)!3!

;3<;),=3!('**'!'!=)-!*)<=,03!(' -'!'+&).)!,<0,HS0&3!+&)!'(-)<0)M!!

!!!!!!!!!!!!!!WQ3!3@*='<=):!3!(-3; )**3!0)!B3-%'VQ3!0)!; 3<;),=3*!,<=)K-'!)!*,<=)=,/'!'*!(-,<;,(',*!,0C,'*!0)!IJK3=* LJ!' !

-)*(), =3!03!0)*)<H3.H,%)<=3!O&%'<3X!'*!- ) .'VY)*!)<=-)!() <*'%)<=3!)!.,<K&'K)%:!3!(' ( ) .!%)0,'03-!0' !;&.=&-'! <'!

;3<*=,=&,VQ3! 03! %303! 0)! B&<;,3<'%)<=3! (*,;3.ZK,;3!03! ,<0,HS0&3! )! 3! (-3;)**3! 0)! ,<=)-<'.,/'VQ3! 0)!

;3<O);,%)<=3*! )! *,K<,B,;'03*! *3;,'.%)<=)! ). '@3-'0 3*M!5 **,%:! 0)! ';3- 03! ;3%! '! ()- *();= ,H'! HJK3=*L,' <' :! 3*!

;3<;),=3*!*Q3!;3<*=-&VY)*!;&.=&-' ,*!,<=)-<'.,/'0 '*! ( ) .3*!,<0,HS0&3*!'3 !.3<K3!0) !*)&!(- 3; )**3!0) !0)*)<H3.H,%)<=3!

0)<=-3!03*!0,H)-*3*!K-&(3*!; &.=&-', *M!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!W'!+&)*=Q3!0' !B3-%'VQ3!03*!;3<;),=3*:!IJK3=*LJ![#""\']! (-3(Y)! '! 0,*=,<VQ3!)<=-)!3*!

conceitos espont‰neos!)!3*!conceitos cient’ficosM!!E3<*,0)-'!3*! ;3<;),=3*!)*(3<=^<)3*!;3%3!

*)<03! '+&).)*! ;3<O);,%)<=3*! ;3<*=-&S03*! <'! )T()-,_<;,'! ()**3'.:! ;3<;-)='! )! ;3=,0,'<'! 0'*!

;-,'<V'*:!3&!*)U':!+&)! '! ;-,'<V'! '(-)<0)!) %!*)&!0,'`'`0,':!<3! ;3<='=3! ;3%!3*!3@U)=3*:!B'=3*:!

B)<a%)<3*:!)=;M:!03*!+&',*!).'!(30)!<Q3!=)-!*)+&)-!;3<*;,_<;,'M!bN!3*!;3<;),=3*!;,)<=SB,;3*!*Q3!

'+&).)*! ).'@3-'03*! <'! *'.'! 0)! '&.':! ' 0+&,-,03*! '=-'HC*! 03! )<*,<3! *,*=)%N=,;3:! 3&! *)U':!!!!!!!!!!!!!!!!!!!

*,*=)%'=,/'03*! )! =-'='03*! ,<=)<;,3<'.%)<=):!)%!K)-'.:! *)K&<03!&%'!%)=303.3K,'! )*();SB,;'M!!

cS‹o por excel•ncia, os conceitos que se aprendem na situa•‹o escolar.d[48e9f9:!#""g:!

(M>h]M!cS‹o produto do aprendizado escolar.d[IeA87 9ie: !#""\':!(M#jh]M!

!!!!!!!!!!!!!!5.C%!0,**3:!)! ;3%! @'*)!<' *! ,0C,'*! HJK3=*L,'<'*:! (30)%3*! 0,/)-! +&):! (3-! =-N*! 0)!

+&'.+&)-! ;3<;),=3! ;,)<=SB,;3! )T,*=)! *)%( -)! ! &%!*,*=)%'!O,)-'-+&,/'03! 03!+&'.! ).)!B'/! ('-=)M!

W)*=)! ;3<=)T=3! )<=Q3:! '! (-,<;,(' .! ='-)B'! 03! (-3B)**3-! '3! =-'<*%,=,-! 3&! 'U&0'-! 3! '.&<3! '!

;3<*=-&,-! )**)!=,(3!0)! ;3<;),=3!C! '!0)! .)HN`.3! '! )*='@).);)-!&%[']! )<.' ;)F.,K'VQ3! ,<0,-)=3[']!

;3%!3!3@U)=3!(3-!%),3!0'*!'@*=-'VY)*!)%!=3-<3!0'*!*&'* !(-3( -,)0'0 )*!)!0'!;3% ( -))<*Q3!0'*!
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$%&'()%*!+,%!%&%!-' ./0 - !12- !,- !12.3%14-%./ 2!- ' 4*! '- 5&26!72!12./$8$42!92!%*52./:.%2;!2!

12.1%4/2!14%./<=412!*>!*%!%&'?2$'!4./%.142.'&-%./%;!4*/2!0;!5$%**,5)%!,- '!$%&'(@2!12.*14%./%!%!

12.*%./49'!%./$%!2!*,A%4/2!%!2!2?A%/2!92!12.3%14-%./26!!

!!!!!!!!!!!!!!7/$'B0*!9%!*,'*! 4.B%*/4C'()%*! 14%./<=41'*;!DEC2/*FE! 13%C2,! G! 12.1&,*@2! 9%! +,%! 2!

92- <.42!9%!,-! .<B%&!-'4*!%&%B'92! .'!%*=%$'!92*!12.1%4/2*!14%./<=412*!%&%B';!52$!*,'!B%H;!2!

.<B%&! 92*! 12.1%4/2*! %*52./:.%2*6! I12$$%! ,-! -2B4- %./2! .2! +,' &! 2*! 12.1%4/2*! 14%./<=412*!

9%*1%-! .'! 94$%(@2! 9'! $%'&49'9%! 12.1$%/'! %! 2*! 12.1%4/2*! %*52./:.%2*! *2?%-! ?,*1'.92! '!

*4*/%-'/4H'(@2;!'!'?*/$'(@2!%!'!C%.%$'&4H'(@2!-' 4*!'- 5&'6!J'$'!DEC2/*FE;!/2$.2,K*%!%B49%./%!

+,%!2!'/4.C4-%./2!%!2!12./$2&%!92*!12.1%4/2*!14%./<=412*!4-5&41'-!'!$%12.*/$,(@2;!*%C,4.92!2*!

- %*- 2*!- 2&9%*;!92*!12.1%4/2*!%*52./:.%2*6!

!!!!!!!!!!!!!!J' $'! L,$4'! MN" O" P;! ,- ! 92*! - ' 4*!4- 52$/' ./ %*! 12&' ?2$' 92$%*! 9%!DEC2/*FE;! 38! ,- '! 94=%$%.('! .' !

212$$Q.14'!92*!12. 1%4/2*!14%./<=412*!%!%*52./:.%2*!M%**%!R&/4-2!2!13'- ' !9%!12.3%14-%./2!12- , - P6!I*!12.1%4/2*!

%*52./:. %2*! 12- 2! cadeira, mesa, lavat—rio, p‹ o, ‡rvore;! c‹o,! *@2!' **4- 4&' 92*! 5%&' ! 1$4' .('! .2 ! 5$21%**2! 9'!

%S5%$4Q.14'!5$8/41'T! '!1$4'.('! /%- !, - '! no•‹o pr‡tica!9%!1'9'! ,- !9%**%*!12.1%4/2*!%!2*!%- 5$%C'!12$$%/'- %./%!

.'*!94B%$*'*!*4/,'()%*!9%!*,'!B49';!%!'!5'&'B$'!12$$%*52.9%./%!%B21'!.%&' !'!4- 'C%- !9'!*4/,'(@2!5$8/41'!%- !+,%!

%&'! %*/%B%! %-! 12./'/2! 12- ! 2! 2?A%/26!U8! 2*! 12.1%4/2*! 14%./<=412*! *@2! ' 9+, 4$492*!5%&' ! 1$4' .('! .2! 5$21%**2! 9%!

'5$%.94H'C%-! %*12&'$6! ! V2.1%4/2*! 12-2! estado, ilha, verbo, mam’fero;! %/16! *%! 4.12$52$'- ! G! 12.*14Q.14'! 9'!

1$4'.('! 12- 2!$%*,&/'92!9'! ' 5$%.94H'C%-!%*12&'$6!W.414'&-%./%;! *@2!=2$- , &' 92*!5%&2*!5$2=%**2$%*!%! *>!9%524*;!

12- 5&%/' 92*!12- !, - !12./%R92!12.1$%/26!X%**%!-292;!'!' &,. 2!529%;!9%*9%!2!4. <142;!=2$- ,&'$!B%$?'&- %./ %!%**%*!

12.1%4/2*!%!*>!52*/%$42$- %./ %;!/%$8!12.94() %*!9%!/$'/ 8K&2*!12- !, - !12./%R92!B8&492;!*4C. 4=41'/ 4B26!!

!!!!!!!!!!!!!!Y,' . /2!G!=2$-'(@2!92*!12.1%4/2*!14%./<=412*!%!%*52./: . %2*;!L, $4'!MN"O"P!.2*!94H!+,%!0!.'/,$'&!+,%!*%A';!

94*/4./2*;!2*!5$21%**2*!5*412&>C412*!+,%!5'$/4145'- !9' !=2$-'(@2!9%**%*!924*!/452!9%!12.1%4/2*;!B4*/2!+,%;!%**%*!

12.1%4/2*!21, 5' - !52*4(@2!B'$4'9'!.'! B49'!4. /%&%1/,'&!92!32- %- !%!$%=&%/%-!94=%$%./%*!=2$- '*!9%!*,'!%S5%$4Q. 14'6!

Z2*!12.1%4/2*!14%./<=412*!5$%92- 4.' - !'* !$%&'()%*!&>C41'*!'?*/$'/'*;!2,!* %A';!%&%*!*%!=2$-' - !12- !'!5'$/4145'(@2!

9%/%$- 4. './ %!9' *! 25%$'( ) %*!&>C412KB%$?'4*T!%.+, ' . /2!+,%;! .2*!12.1%4/2*!%*52./ : . %2*!5$%92-4. '- ! '*! $%&'()%*!

14$1,.*/'.14'4*!12.1$%/'*;!2,!*%A';!*%!=2$-' - !12- !'!5'$ /4145'(@2!9'* !'/4B49'9%*!!5$8/41'*!%!9'!%S5%$4Q.14'6!!!

!!!!!!!!!!!!!!7!=2$-'! - %/>941'!%!4./%.142.'&!12- 2!2*!12.1%4/2*!14%./<=412*!*@2![!2,!9%B%$4'-!*%$;!

/$'?'&3'92*! .'! %*12&'! '?$%!1'- 4.32! 5'$'! '! $%B4*@2! %! '! -%&32$! 12-5$%%.*@2! 92*! 12.1%4/2*!

%*52./:.%2*! +,%! 1'9'! '&,.2! /$'H! 9%./$2! 9%! *46! \**%! 5$21%**2!9%! $%&'142.'$! 2! 12.1%4/2!

%*52./:.%2!+,%!2!'&,.2!/$'H!12-!2!12.1%4/2!14%./<=412!+,%!*%!+,%$!+,%!%&%!'5$%.9'!%S4C%!9%!

+,%- ! %.*4.'! ,- '! compreens‹o dos diferentes sentidosN]! ! +,%! 2*! 12.1%4/2*! [! /'./2! 2*!

%*52./:.%2*! +,'./2! 2*! 14%./<=412*! [! /Q-! 5'$'! 2! '&,.2 N"6! \S4C%;! /'-?0- ;! +,%! 2! 5$2=%**2$!

5%$1%?'! +,'4*! *@2! 2*! *%,*! 12./%S/2*;! +,'4*! *@2! 2*! *%./492*#^! ! .2*! +,'4*! %&%*! %*/@2! *%.92!

%-5$%C'92*6! Z'! B%$9'9%;! 4-5&41'! %-! ,- '! $%12.*/$,(@2! 92! *'?%$! -%94'./%! %*/$'/0C4'*!

'9%+,'9'*;! .'*! +,'4*! 2! 5$2=%**2$! '/,%! 12- 2! - %94'92$! %./$%! 2! '&,.2! %! 2! 2?A%/2! 9%!
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$%&'($)*(&+%,!-!&(..(!.(&+)/%!01(!2(*%.!%!(&.)&%!/%.!$%&$()+%.!$)(&+34)$%.!&%!(&.)&%!*5/)%6!

$%*%!1*7!7+)2)/7/(!)&+(&$)%&786!$%*!* ( /)79:%!.).+(* 7+);7/7!(!%<=7&);7/7!>(8%!><%4(..%<,!

!!!!!!!!!!!!!!?7!>(<.>($+)27!2@=%+.A)7&76!%.!$%&$()+%.!$)(&+34)$%.!&:%!.:%!7><(&/ )/ %.!>%<!*( )%!/ %!!

!

!

BCDE!F!$%* ><((&.:%!/%.!/) 4(<(&+(.!.(&+)/ %.!/(!1* !$%&$()+%6!>%<!>7<+(!/%!/ %$(&+( !G!5!%!01( !(.+7* %.!$'7 * 7&/%!/( !

(&.)&%!$%&+(H+178);7/%!&%!(&.)&%!*5/)%,!

BC"E!-!4%&+(!/(!/)4)$18/ 7/ (!>(<* 7&(&+(!>7<7!017801(<!><%4(..%<!$%&'($( <!%!78$7&$(!/%.!.)=&)4)$7/%.!(!.(&+)/%.!

7+<)I13/%.!>(8%.!781&%.!J.!.17. !>7872<7.,!!

BKLE!M7<7!N1<)7!BC"O"E6!%!.(&+)/%!/(!1* !$%&$()+%!5!7!.17!.1IP(+)2)/ 7/( 6!(&017&+%!01(!%!.)=&)4)$7/%!5!%!01(!(.+Q!

(.$<)+%!&%!/) $)%&Q<)%,!

+<()&%6! /%! (H(<$3$)%! (! /7! <(>(+)9:%6! &(*! +7*>%1$%! >%<!* (<7! +<7&.* ). .:%! >(8%! ><%4(..%<! 7%! 781&%,! R* ! I%* !

(H(* >8%!>7<7!(..7!$%&.+7+79:%!/(!S@=%+.A@!017&+%!J!7><(&/);7=(* ! /%.!$%&$()+%.!5!%!01(!+(* !7$%&+($)/%!(* !

T7+(* Q+)$7!$%*!%!$%&$()+%!/(! limite!U!&7! * 7)%<)7! /7.! 2(;(.!%!781&%!$' (=7!7!<(.%82(<! /(;(&7. ! /( ! (H(<$3$)%.!

.%I<(! 8)*)+(6! *7.! &:%!%! $%* ><((&/(,! F8)Q.6! $%&$()+%.! $%*%! proporcionalidade! (! fun•‹ o! &%! (&.)&%! * 5/) %!

+7* I 5* !+V* !>(<$%<<)/%!(..(! * ( .* %!$7*)&'%!/(.$ <)+%!>%<!S@=%+.A@,!!M7<7!7><(&/(<!1*!$%&$()+%!5!&($(..Q<)%6!

785* !/7.!)&4%<*79W(.!<($(I) /7.! /%!(H+(<)%<6!1* 7!)&+(&.7!7+)2)/ 7/ (!* (&+78,!

!!!!!!!!!!!!!!X(!47+%6!/)<)=)/7!>(8%!1.%!/7!>7872<76!

Na crian•a pequena a palavra suscita, acima de tudo, rea•›es emocionais e  

imagens diretas; na crian•a em idade escolar prim‡ria, a  palavra implica 

antes de tudo um sistema de recorda•‹o direta e por isto ela pensa 

recordando; no aluno do curso superior e na pessoa com alto n’vel de 

desenvolvimento intelectual, a palavra evoca antes de tudo um sistema de 

opera•›es l—gicas, da’ ele a memorizar pensando.Ó BNRYZF6!C"O"6!>,!#DE,!

!

7!4%<* 79:%!/%!$%&$()+%!$)(&+34)$%!5!1*7!%>(<79:%!* (&+78!01(!(H)=(!01(!.(!$(&+<(!7+)27*(&+(!7!

7+(&9:%!.%I<(!%!7..1&+%6!/(8(!7I.+<7)&/%!%.!7.>($+%.!41&/7* (&+7).!(!)&)I)&/%!%.!.($1&/Q<)%.6!(!

01(!.(!$'(= 1(!7!=(&(<78);79W(.!*7).!7* >87.!* ( /)7&+(!1*7!.3&+(.(,!M7<7!S@=%+.A@!BC""D76!>,!

CL[E6! \em qualquer idade, um conceito expresso por uma palavra representa um ato de 

generaliza•‹o.Ó! F! )/5 )7! /(! 01(! %!significado da palavra evoluiKC! 5! 1* 7! /7.! +(.(.! /7!

>.)$%8%=)7,! ! ! T7.6! 7%! *( . * %! +(*>%! (*! 01(! 7$%&+($(! %! ><%$(..%! /(! 7&Q8).(! (! . 3&+(.(6! /(!

7I.+<79:%!(!)&)I)9:%!/(!$(<+%.!+<79%.!(!$7<7$+(<3.+)$7.!&7!4%<* 79:%!/%.!$%&$()+%.!$)(&+34)$%.6!%!

781&%!+7*I 5* !>%/(!$7*)&'7<!/%!>7<+)$187<!>7<7!%!=(<78!(!/(..(!>7<7!%!>7<+)$187<,!F><(&/(G.(!

7! >7<+)<! /%! $%&$<(+%G47* )8)7<6! /%! >7<+)$187<6! (* ! /)<(9:%! 7%! =(<78,! -! 7! >7<+)<! /(! (H(*>8%.!

47* )8)7<(.!01(!.(!$<)7!7!motiva•‹o!7!01786!&7+1<78*(&+(6!/(2(!><($(/(<!J!compreens‹o,!!!

!!!!!!!!!!!!!!M7<7!S@=%+.A@!BC""D7E6!017&/%!.(! (H7* )&7!%! ><%$(..%! /( ! 4%<*79:%!/%.! $%&$()+%.! (*! +%/7! 7! .17!

$%*>8(H)/7/( 6! (.+( ! .1<=(! $%*%! 1* ! * %2)* (&+%! /%! >(&.7* (&+%6! /( &+<%! /( ! 1* ! .).+(* 7! /(! $%&$()+%.6!
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$%&'()&(*+*&(*! %'$,-)&.%! *&(/*! .0)'! ., /*12*'3! . %! 4)/(,$0-)/! 4)/ ) ! %! 5*/)-! *! . %! 5*/)- ! 4)/)! %! 4)/(,$0-)/6! 7) !

/*)-,.).* 3! )%! -%&5%!.%! 4/%$*''%! .*! .*'* &8%-8,+*&(%! *! 9%/+)1:%!.%'! $%&$*,(%'3! %! ,&.,8;.0%! 8),! .*,<)&.%!.* !

&*$*'',()/! . ) '! ,&9%/+ )12*'! /*$*= ,. )'! .%! *<(*/,%/! *! 8) ,!4) '')&. %! )! 0(,-,>)/! ',5&%'??! ! ,&(*/&%'!@! /*4/*'*&()12*'!

+*&(),'!A0*! '0=' (,(0*+ !%' ! !%=B*(%'! !.%!+0&.%! !/*)-6!C*'')! ! 9%/+)3! !%'!$%&$*,(%'!$,*&(;9,$%' ! . *'*&8%-8*+ D'*!

)(/)8E'!.*  

 
 
(21) Concebemos que o sentido de uma palavra depende da forma com que est‡ sendo 
empregada, isto Ž, do contexto em que ela surge. O seu significado, no entanto, permanece 
relativamente est‡vel. ƒ formado por rela•›es que foram sendo associadas ˆ palavra ao 
longo do tempo, o que faz com que se considere o significado um sistema est‡vel de 
generaliza•›es, compartilhado por diferentes pessoas, embora com n’veis de profundidade e 
amplitude diferentes. 
F??G!H%&',. */*+ %'!A0*!%'!', 5&%'!': %!%'!*-*+ *&(%'! A0*!/*4/*'*&()+ !%=B*(%'3!*8*&(%' 3!', (0)12*' 3!*($6!

0+ !+ %8,+*&(%!&%!A0)-!%!,&.,8;. 0%!4/%$0/)! ', 5&,9,$)/!0+ !$%&$*,(%3!/*-)$,%&)&. %D%!$%+!%0(/%'!',5&%'!) . A0,/,.%'!

)&(*/,%/+*&(*3! 4%/! +*,%! .*!5*&*/)-,>)12*' ! *! .*! *-)= %/)12*'! '*+ 4/*! +*.,).)'! 4%/!&%8%'! $%&$*,(%'! )! '*/* +!

).A 0,/,.%'6!

!!!!!!!!!!!!!!7) ! $%&$*41:%! 8I 5%('J, )&)! %! ', 5&,9,$). %!.)'! 4)-)8/)' ! E!$%-%$).%! $%+%! 0+ ! )'4*$(%! ,+ 4%/()&(*! &)!
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$%&(*<(%! . *! '*0! 0' %! *! R'! 8,8*&$,) '! )9*(,8)'! .%! ' 0B*,(%6!S*50&. %! KI 5%(' JI 3!%! '*&(,.%! E! )! '%+) ! .%'! *8*&(%' !

4' ,$%-L5,$%'! A0*! )! 4) -)8/)! *8%$)! &) ! $%&'$,T&$,)6! U! 0+ ! (%.%! 9-0,.%! *!. ,&V+ ,$%3! $%+ ! >%&) '! . *! *'()= ,-,. ). *!

8)/,O8*-3!0+)!.)'!A 0), '! E!%!', 5&,9,$). %6!
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., >! A0*! X&:%! (*+ ! /%04)! 4)/) ! 8*'( ,/YQ! )! -)8) .*, /)! A0*! .,>! A0*! X),&.) ! &:%! *&(/*5%0! )! /%04)!.)! '*+ )&)Y! *'(O!
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integral!@!*'') '!':%!)' !&%12*' !.)'! A0),'!'0/5,/)+ !%!$O-$0-%!),&.)! &)!^/E$,)!)&(,5)3!E!4%/!%41:%!A0*!$%&(*+4-)!)!
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$%&%'()*+! ,%! '%+$%-./0! ,%1(2()3%/0!.! $%/+45)*+!,%! (26-%$+/! %7%$898(+/0! /%-! &+$:- 0! &$%+85&.$;/%! 8+-! . !
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GHMHNHOP0!QRRSL! TBKKUL! VHOMUV0! QRRQL! WXPO0! QRRYZ0![5/'.-%2'%! &+$!2*+! %/'\! .8+2'%8%2,+!+! /%5!

.&$%2, (@.,+!FKHG]POP0!QRRYZ0!:!D5%!+?/%$E.- +/ !D5%!%-?+$.!/%[. !1. '+!D5%!5- .!- . (+$(.! ,+ /!.452+/!,+!%2/(2+!

- : ,( +!'^- !8C%<.,+!_!52(E%$/(,.,%!/%- !+!,%E(, +!8+2C%8(- %2'+!- . '%- \ '(8+0!C\!%/&.)+0![\! 2+!%2/(2+!- : ,( +0!&.$.!

(2'$+,5@($!./!&$(-%($./!2+)3%/!,+!8\4854+!2*+;/'. 2,. $,0!/%-!2%8%//.$(.-%2'%!1.@%$!5/+!,+!8+28%('+!,%!4(-('%A!U!

8\4854+!2*+;/' . 2,. $, !,+ !D5.4![\! 1.4. - +/! .2' %/0! :!5- .! ' %+$(. !?./' .2' %!$(<+$+/.! 2+/! /%5/!152, .- %2'+/0! - . /!D5%!

&+//(?(4('.!%/'5,. $!+/ !/%5/ !8+28%('+/!.!&.$'($!,+!$%/<.'%!,+/! aspectos intuitivos!%!&$\'(8+/ !D5%!'. 2'+!8+2'$(?59$.- !

&. $.!+!, %/%2E+4E(- %2'+!, +!8\4854+A!H4(\/0!1+$.- !+/ !aspectos intuitivos!,+!8\4854+!2*+;/' .2 ,.$ , !D5%!- 5('+!2+/!

(2145%28(. $.- !2.!%/8+4C. !,%// .!' %+$(. 0!&.$.!.?+$,\;4 .! 2+!%2/(2+!- : ,( +A!

!!!!!!!!!!!!!!N+$'.2'+0!(2'%$%//.;2+/!1+$'.4%8%$!. !'%/%!,%!D5%!+![+E%-!,+!%2/(2+!-: ,(+0!D5%!8+<2('(E.-%2'%!%/'\!2+!

&%$9+,+!, +!&%2/.- %2'+! 1+$- .40! :! 8.&.@!,%! .&$+&$(. $;/%! , +/! 8+28%('+/! 8(%2'91(8+/! ;! 8+- +! +/! , +! 8\ 4854+!2*+;

/'.2,. $,0!8+-!/%5/!/%2'(,+/!%!/(<2(1(8.,+/!. +!&$+8%//.$!./! (21+$-.)3%/!D5%!+?':-!2.!(2'%$.)*+!8+- +!+!- 52,+!

,+/ !+?[%'+/!%!, . /!&%//+./A!!T. /0!%-?+$.!5- !(2,(E9,5 +!&+// .!.&$%2, %$!-5('+!.+!(2'%$.<($!8+- !+/!+?[%'+/ !%!8+-!./!

&%//+./0! .! 8+- &4%7(,.,%! ,+!- 52,+! .8.? . ! ,%- . 2,.2,+! D5%! %4%! &$+85$%! .[5,.!&.$.! 1+$-.4(@.$! .D5(4+! D5%!1.@!

intuitivamenteA! H! %/8+4.! '%-! %//.! 152)*+`! 8+2'$(?5($!&.$.! 5- .! 1+$-.4(@.)*+! /(<2(1(8.'(E.! ,+/! 8+28%('+/!

8(%2'91(8+/A!

!!!!!!!!!!!!!!B2'*+0! D5.2, +! ,( @%-+/0!D5%!+! , %/%2E+4E(- %2'+! ,+/ ! 8+28%('+/! +5! , +/! /(<2(1(8., +/! %! /%2'(, +/ ! ,. / !

&.4.E$./0! 2*+!.8+2'%8%-! &+$! -%$.! $%&%'()*+! ,%! .452+/!%!&$+1%//+$%/0! -./! 8+- ! +!,%/%2E+4E(-%2'+! ,%!- 5('./ !

152)3%/! (2'%4%8'5.(/`! .'%2)*+0! -%- a$(.!4a<(8.0! .?/'$.)*+0! 8.&.8(,. ,%! &.$.! 8+- &.$.$0! ,(1%$%28(.$0!/(2'%'(@.$0!

%21(-0!+!D5%!D5%$%-+/! ,(@%$=!b5%$%-+/! ,(@%$!/(-&4%/- %2'%!D5%!:!2%8%//\$(+!8$(. $!8+2,( )3%/!&.$.!+! .452+!,+!

%2/(2+!- : , (+!, %/%2E+4E%$!.!C. ?(4(,., %!, %!.&$%2,%$!.!.&$%2, %$!c!8$58(.4!2+/ !'%-&+/ !.'5.(/0!, %!- +, +!D5%!%4%!/%[. !

8.&.@!,%!8+2'(25.$!.&$%2,%2,+!8+28%('+/! - %/- +!,%&+(/ !,%!,%(7.$!.!%/8+4. A!O.!$%.4(, .,%0!+!.452+!2*+!.&$%2,%!

/+- %2'%!2./!%/8+4./A!

!!!!!!!!!!!!!!>!(2%<\E%4!D5%!.! . &$%2,(@.<%-!%/8+4.$!&$%8(/.! - %4C+$.$!c!%-!&.$'(854.$0!.!.&$%2,(@.<%-!-.'% - \ '(8.A!

d+! &+2'+!,%! E(/'.! 8+<2('(E+0! :! &$%8(/+! -+/'$. $! .! (- &+$'e28(.! ,.! (2'%$.)*+! ,.! .&$%2,(@.<%-! %/8+4.$! 8+-! ./ !
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              Os conceitos de movimento, derivada e integral s‹o conceitos cient’ficos 

imprescind’veis ao desenvolvimento da ci•ncia Matem‡tica. Portanto, nada mais pertinente 

que estud‡-los no ensino mŽdio. O estudo de alguns aspectos epistemol—gicos, hist—ricos e 

filos—ficos desses conceitos faz sentido pedagogicamente, por possibilitar ao aluno do ensino 

mŽdio a obten•‹o de uma boa no•‹o sobre as origens da ci•ncia, n‹o s— de Matem‡tica, visto 

que, compreender as origens Ž importante para compreender e julgar o presente; como 

tambŽm encoraj‡-los a investigar os fatores que proporcionam mudan•as significativas na 

ci•ncia.  
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correspond•ncia entre posi•‹o e tempo:!

!!!!!!!!!!!!!!K)E%.0+!0!)C). '10J!

Duas esta•›es ferrovi‡rias est‹o a 50 km uma da outra. Ës 14 horas de 

s‡bado, dois trens partem, um em dire•‹o ao outro, um de cada esta•‹o. No 

momento em que os trens deixam as esta•›es, um p‡ssaro come•a a voar a 

partir do primeiro trem em dire•‹o ao outro e vice-versa, descrevendo este 

movimento atŽ o momento em que os trens se encontram. Se ambos os trens 

viajam 25 km por hora e o p‡ssaro voa a 100 km por hora, quantos km o 

p‡ssaro ter‡ voado atŽ o momento em que os  trens se cruzam? 

(GLUCKSBERG, 1971, p. 54). 

!
              Ent‹o, como proceder para encontrar a solu•‹o de problemas como esse Ð que 

estratŽgias utilizar? Ser‡ que as informa•›es ÒassimiladasÓ sobre o conceito de movimento 

dar‹o conta para elaborar uma solu•‹o? Para esse problema, uma das solu•›es 

apresentadas por Glucksberg consiste em tentar imaginar, a dist‰ncia que o p‡ssaro voa em 

cada viagem  entre  os  dois  trens,  considerando  as diferentes  dist‰ncias em que os trens se 

encontram em  
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cada momento. Esse mŽtodo mental funciona, embora seja cansativo. Da’, ao tentar resolver 

esse problema utilizando essa estratŽgia, o indiv’duo, segundo Glucksberb (1971), 

dificilmente conseguir‡ guardar os resultados de todos os c‡lculos necess‡rios. 

              Outra possibilidade apresentada por Glucksberb Ž a de transformar a representa•‹o 

simb—lica da pergunta: Òquantos quil™metros o p‡ssaro voar‡?Ó para: Òh‡ quanto tempo o 

p‡ssaro estava voando?Ó. Essa transforma•‹o torna o problema banal Ð as transforma•›es 

que precisam ser feitas nas representa•›es simb—licas das situa•›es inicial e final do 

p‡ssaro, tanto em termos de tempo no ar quanto de dist‰ncia percorrida, tornam-se 

intuitivamente claras. 
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a aplica•‹o de um comportamento inadequado pelo aluno, justamente por n‹o ter percebido 

que precisaria utilizar um comportamento, digamos, mais sofisticado. Vejamos: os conceitos 

algŽbricos representam abstra•›es e generaliza•›es de certos aspectos dos nœmeros e n‹o 

dos objetos, indicando um n’vel mais elevado do desenvolvimento mental do aluno, visto que, 

em 
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Fig. 3.1 

              A generalidade e a significância da diferenciação podem ser vistas examinando uma 

grande variedade de aplicações, mas nenhuma aplicação isolada conta toda a história do 

conceito. Daí  a necessidade de inúmeras aplicações, inclusive, para melhorar a compreensão  

intuitiva das derivadas.             

              Vejamos outros exemplos onde se aplica o conceito de derivada.  

              (1) Encontrar a inclinação da curva f(x) = �—x – 1   para o ponto x = 5. 

              Seja  �' x �z 0, infinitesimal. 

              Comecemos por calcular �' y/�' x. 

              y + �' y = �—x – 1  + �' x 

                    �' y = �—x – 1  + �' x      -    �—x – 1 

                    �' y = �—x – 1  + �' x      -    �—x – 1 

                    �' x                           �' x 

                    �' y =     (�—x – 1  + �' x  - �—x – 1 ) (�—x – 1  + �' x  + �—x – 1 ) 

                    �' x                           �' x(�—x – 1  + �' x  + �—x – 1 ) 

                     �' y =                   1 

                     �' x            �—x – 1  + �' x  + �—x – 1  

              Calculando a parte standard. 

                 st  �' y   =  st                  1 

                     �' x                �—x – 1  + �' x  + �—x – 1  

                               =                  1 

                                   st       �—x – 1  + �' x  + �—x – 1 

                               =                  1 

                                     st   �—x – 1  + �' x     + st   �—x – 1 

 

                               =                  1 
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                                       �x – 1   +    �x – 1 

                               =                  1 

                                            2 �x – 1  

                 g’(x) = st  'x     =          1 

                                  'y        2 �x – 1  

              A inclinação da curva é a derivada de g(x).  g’(x) =             1 

              Para x = 5, a inclinação da curva é de ¼.                         2 �x – 1  

              (2) A partícula se move de acordo com a equação y = t4 . Encontrar a velocidade da 

função em t. 

              Para   encontrar   a   velocidade   desta  partícula,  basta proceder de modo análogo ao 

exemplo anterior, utilizando as idéias do cálculo não-standard. A velocidade em função de t 

será a derivada de y, ou seja, y’= 4t3 .   

              Muitos problemas que envolvem máximos e mínimos podem ser tratados com o 

auxílio da derivada. Vejamos: a que ângulo de elevação deve ser lançado um projétil a fim de 

que seu alcance seja máximo? Se uma lata deve ter capacidade de um litro, quais as 

dimensões que consomem menor quantidade de material? Como pode um fabricante 

minimizar o custo de produção de determinado artigo? São inúmeras as suas aplicações. 

Como já enfatizamos, os conceitos fundamentais do cálculo têm servido de alavanca para 

desenvolver diversos segmentos das ciências e principalmente a tecnologia. Podemos dizer 

que das importantes criações matemáticas – o cálculo, foi a que resultou como a mais frutífera 

para o desenvolvimento atual das ciências.  Esse é mais um argumento a reforçar a 

necessidade do aluno do ensino médio começar a conhecer este ramo extremamente poderoso 

da Matemática. Defendemos essa iniciação pelos conceitos do cálculo não-standard por 

assegurar uma abordagem mais intuitiva do que formal.               

              Além da derivada, outro conceito fundamental é o conceito de integral. Com o 

conceito de integral, segundo Swokowski (1983),  é possível determinar o trabalho necessário 

para distender ou comprimir uma mola, calcular o centro de massa ou momento de inércia de 

um sólido, calcular o fluxo de sangue numa artéria, estimar a depreciação do equipamento 

numa fábrica, investigar conceitos como áreas de superfícies, volumes de sólidos geométricos 

e comprimentos de curvas, ... . 

              No cálculo não-standard, a integral, praticamente, apresenta os “mesmos” teoremas, 

definições e regras do cálculo tradicional. Portanto, suponhamos que desejamos encontrar a 
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5 : 9'5 )9=E6&H! @G6! ?6-'56&! 5' @6&?('>:(! :! =@J;8S@E=:! -6! &:3'(! '%9(:.'&E6;:! +E6@E'=96&! @G6!

E='@9LJ=E6&,!@:!'&9(898(:FG6!-:!:?('@-=>:A'5!-6!:;8@61!R6(!=&&6H!J:>.&'!@'E'&&)(=6H!:6!'&98-:(!

6&!E6@E'=96&!5 : 9'5 )9=E6&!@6!'@&=@6!5C-=6H!@G6!=@E6(('(!@6!'((6!-'!85:!J6(5 :;=>:FG6!?('E6E'H!

-'!85 !=@-'4=-6!-'&;6E:5'@96!9'T(=E6H!68!-'!85:!=@4'(&G6!-6&!4:;6('&!'!63Q'9=46&!'-8E:9=46&1!

!!!!!!!!!!!!!!I6!E6@&=-'(:(!'&&'!E6@9'%96H!?'@&6!78'!:6!?(6J'&&6(!'&9)!?6&96!6!-'&:J=6!-'!=5:A=@:(!

@64:&! 5' 96-6;6A=:&! '! ?'&78=&:(! '&9(:9CA=:&! :;9'(@:9=4:&! ?:(:! 85:! :?('@-=>:A'5!

E6@9'%98:;=>:-:H! '@46;4'@9'H!?:(9=E=?:9=4:! '!=@&'(=-:!@:!(':;=-:-'H!?6=&H!C!J:96!:!=@:-'78:FG6!

-6&!5C96-6&!8@=E:5'@9'! '%?6&=9=46&H!78'! ('-8>'5!6&!?:?C=&! -6&!?(6J'&&6('&! '! -'! :;8@6&! :!

5 ' (6&!9(:@&5=&&6('&!'!('E'?96('&!-'!E6@9'U-6&1!V&&:!=@:-'78:FG6!?:(:!6!?(6E'&&6!-' !'@&=@6.

:?('@-=>:A'5! ! -6&! 5 C96-6&! '%?6&=9=46&! J6=!:?6@9:-:! @6&! '&98-6&! -'! R=:A'9H! WXA69&/X! '!

689(6&!'!9:53C5!' 5 !?'&78=&:&!3:&':-:&!'5!9'6(=:&!?&=E6;TA=E:&H!('&8;9:@-6!'5!?(6?6&9:&!78'!

&8A'('5 !6!8&6!-'!-=4'(&:&!'&9(:9CA=:&!'!:!?:(9=E=?:FG6!:9=4:!-6&!:;8@6&1!R:('E'.@6&H!78'!'&9)!

&'@-6! '&9:3';'E=-6! 85! E6@&'@&6! -'! 78'! 6! '@&=@6! -'! M:9'5)9=E6! ?('E=&:! ;=3'(9:(.&'! -:&!

:5 :((:&! -6! '@&=@6!4=A'@9'H!78'!@G6!=@E'@9=4:!6!E6@<'E=5' @96! -:&!=-C=:&H! -6&!E6@E'=96&H!-6!

E6@<'E=5' @96! 5: 9'5 )9=E6! (';:E=6@:;! 78'! ;'4:!6! :;8@6! :! '&9:3';'E'(H! &'5?('! 5 : =&H! @64:&!

E6@'%K'&!'@9('!6&!4)(=6&!E6@E'=96&!'&98-:-6&!'!:?('@-=-6&1!

! "#$
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!!!!!!!!!!!!!!%&&'()!*!+*,-',! ./&! +,0&&1+/&-/&!&23'/!'4-0,*3'/4'&-*&)!5!+/&&6708!.0&047/870,!*!7'&9/!

.0! :10! 3/( +,004.0,! 1( ! 3/430'-/! .070! &0,! 1(! ./&! +,'43'+*'&! /;<0-'7/&! ./! 04&'4/! ( 5.'/)!

*+/'*.*! 4*! 3,04=*! .0! :10! /! *+,04.'>*./! .0! ?*-0( @-'3*)! +08/&! *814/&)! 5! (*'&! A/,-0)!

&'B4'A'3*-'7/!:1*4./!5!,0&18-*./!.*!'4-0,*=9/!04-,0!*&!,08*=C0&!./!+,/A0&&/,!0!./!*814/)!./!:10!

:1*4./! 8D0&! 5! '(+/&-/! &'( +80&( 04-0! +/,! 1(! +,/A0&&/,! /1! +/,! 1(! 8'7,/E-0F-/G.'.@-'3/H!

%3,0.'-*( / &!:10)!I!( 0.'.*!:10!*!3/(+,004&9/!./ &!*814/&!&0!-/,4*!(*'&!+,/A14.*!0!,'3*!&/;,0!

/&! 3/430'-/&! ( *-0( @-'3/&)! &1*! D*;'8'. *.0! 0( ! 1&*,! *! ?* -0( @-'3*! J0(! .'70,&*&! &'-1*=C0&K!

*1( 04-*!3/4&'.0,*708(04-0H!!
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! "" #

$%&'()*+!,-!!
!$+.( /,0 ) ,1234! 5+4! $+.$ 3,(+4! 5+! $6*$ )* +! .7+84( %.5%/ 5! &%/%! +!
3.4,.+!9 : 5,+!
              !

!!!!!!!!!!!!!!%;!<=>?@A?;!>B!C=<D!E=B!FD>B<!?GD@HBGBC!@?!?FCB@>IJ?KB<!< ?HB< LHIG?!>D!B@;I@D!

< M>IDN!B< !GBCH?!<B>I>?N!>BFB@>B<!>D!?FCI<DC?<B@HD!I@HBOBGH=?ON!B<DGID@?ON!GD<=@IG?GID@?O!

B!MHIGD!FDC!F?CHB!>D;!?O=@D;N!FCDPB;;DCB;N!B;GDO?;!B!;DGIB>?>BQ!&D>B<D;!>IJBC!E=B!>BFB@>B<D;!

>B! FCDPB;;DCB;! I@HBOBGH=?O<B@HB! B! B<DGID@?O<B@HB! FCBF?C?>D;N! G=CID;D;N! B@H=;I?;<?>D;N!

?RBCHD;! F?C?! B@;I@?CN! E=B! ;?IR?<! B! E=BIC?<! <DHIS?C! B! >I?ODK?CQ! 5BFB@>B<D;! H?<RM<! >B!

?O=@D;!G=CID;D;!B!<DHIS?>D;!T!?O=@D;!<DHIS?>D;!?FCB@>B<!B!B@;I@?<N!?S?@A?<!< ?I;N!?U=>?<!

D! FCDPB;;DC! ?! ?U=>L8OD;! ?! <BOVDC?C! B! B;HI<=O?<! ?;! <BOVDCB;! E=?OI>?>B;! >D! FCDPB;;DCQ! .?!

SBC>?>BN! P?GIOIH?<! D! FCDGB;;D! >B! B@;I@D8?FCB@>IJ?KB<N! HDC@?<8;B! F?CHIGIF?@HB;! ?HISD;! B!

OWGI>D;! T! F?CGBICD;! >D! FCDPB;;DCQ! 5BFB@>B<D;! ?I@>?! >B! >ICBHDCB;! B! GDDC>B@?>DCB;! <?I; !

?RBCHD;N!E=B!B@HB@>?<!?;!>ISBC;?;!>I<B@;XB;!E=B!B;HYD!B@SDOSI>?;!@D!?HD!FB>?KZKIGDN!?OM<!

>?!;DGIB>?>BN!M!GO?CDQ!

!!!!!!!!!!!!!!3@HCBH?@HDN!;?RB8;B!E=B!@YD!M!PLGIO!P?JBC!GD<!E=B!D;!FCDPB;;DCB;!>B!9?HB< LHIG?!>D!

B@;I@D!<M>ID!?GBIHB<!<=>?C!;=?!PDC<?!>B!HC?R?OVD!B<!;?O?!>B!?=O?Q!&DCM<N!M!G?>?!SBJ!<?I;!

BSI>B@HBN! E=B! D! B@;I@D! >B! 9?HB<LHIG?! ?FDI?>D! I@HBIC?<B@HB! B<! HMG@IG?;! DFBC?HZCI?;N!

CBFBHIHIS?;! B! ;B<! HC?H?C! >?;! I>MI?;N! >D;! GD@GBIHD;N! @YD! >BSBCI?! ;BC! D! G?<I@VD! B;GDOVI>DQ!

&DCH?@HDN!>BPB@>B< D;!E=B!=<!>D;!FD@HD;!>B!F?CHI>?!@?!HB@H?HIS?!>B!<BOVDC?C!?!E=?OI>?>B!>D!

B@;I@D!>B!9?HB<LHIG?!@D!B@;I@D!<M>IDN!;BU?!o abordar das idŽias, dos conceitos matem‡ticos 

historicamente produzidosN!B<!B;FBGI?ON!D;!GD@GBIHD;!>D!GLOG=OD!@YD8;H?@>?C>Q!!!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!.B;HB!HC?R?OVDN!FCBHB@>B<D;! ?FCB;B@H?C! FD;;[SBI;! GD@HCIR=IAXB;! >D! GLOG=OD! @YD8

;H?@>?C>! ?D! B@;I@D! <M>IDQ! &?C?! H?@HDN! CBGDCCBCB<D;! ?D;! P=@>?< B@HD;! >D;! GD@GBIHD;! >B!

<DSI< B@HDN!S?CI?AYDN!GD@HI@=I>?>BN!>BCIS?>?!B!I@HBKC?OQ!.D;;D!FCDFZ;IHD!M!<D;HC?C!E=B!B;;B;!

GD@GBIHD;! HYD! I<FDCH?@HB;! F?C?! ?! 9?HB<LHIG?! FD>B< ! ;BC! ?RDC>?>D;! >B;>B! D! B@;I@D! <M>IDQ!

%PI@?ON!D!?O=@D!>D!B@;I@D!<M>ID!B;HLN!>D!FD@HD!>B!SI;H?!GDK@IHISD!\GD<D!UL!P?O?<D;]!8!?FHDN!D=!

;BU?N! UL! >B;B@SDOSB=! B;HC=H=C?;! GDK@IHIS?;! E=B! FD;;IRIOIH?<! H?O! ?FCB@>IJ?KB<Q! 3N! ;BK=@>D!

^CI;V@?<=CHI!\_##`N!FQ!a`]N!@DHLSBO!FB@;?>DC!I@>I?@DN!!

A madureza nada tem que ver com a idade; ela vem com a compreens‹o. O 
ardente esp’rito de investiga•‹o Ž talvez mais f‡cil para os jovens, porque os 
mais velhos j‡ foram muito fustigados pela vida, os conflitos os cansaram, e 
a morte, de diferentes formas, os espreita. Isso n‹o significa que sejam 
incapazes de resoluta investiga•‹o, apenas lhes Ž mais dif’cilQ!
!

!!!!!!!!!!!!!!5B!E=?OE=BC!< D>DN!D!GD@GBIHD!>B!B@;I@?C!B;HL!<?I;!>ICBH?<B@HB!OIK?>D!?D!FCDPB;;DC!

E=BN! FDC! ;=?;! ?AXB;N! FD>BCL! <D;HC?C! ?D! ?O=@D!E=B!?!?HISI>?>B!<?HB< LHIG?!@YD! ;B!CB;=<B! b!

! "" #



! "" "

#$%&'()''*+ ! ,-! .+&/ -.)( -&#+'! 01$+&#+'23! ! 0,-4)&)#)5+' 23! ! -(6+$%! '-7%! 8(%! 1$9#).%! %)&,%!

.+( 8( !-&#$-!+'!1$+4-'' +$-'!, - !:%#-( 9#).%3!(%'! ;8-!<!1+'' =5->!-'#%6->-.-$!$->%?@-'!-&#$-!+'!

,)5-$'+'!.+&.-)#+'!( %#-( 9#).+'!1$+,8A),+'!%+!>+&B+!,%!/)'#C$)%3!B-$%&,+!&+5%'!1+'')6)>),%,-'!

1%$%!%1$-&,DE>+'3!.+(+!#%(6<( !&+5+'!.+&.-)#+'!-!&+5%'!%1>).%?@-'F!G9!+!%#+!,-!%1$-&, -$!-'#9!

>)B%,+!(%)'!,)$-#%(-&#-!%+!%>8&+!;8-3!1+$!'8%'!%?@-'!H-&5+>5-&,+!+!1$C1$)+!%>8&+3!+'!.+>-B%'!

-! +! 1$+4-''+$I3! 1+,-$9! 68'.%$! -! %,;8)$)$! )&4+$(%?@-'3! ,%$! ')B&)4).%,+'! %+! .+&/-.)(-&#+3!

1$+,8A)$! $-4>-J@-'! -! .+&/-.)(-&#+'! 1$C1$)+'3! 1-';8)'%$3! ,)%>+B%$3! ,-6%#-$3! ,-'-&5+>5-$!

.+( 1-#D&.)%'! 1-''+%)'! -! 1$+4)'')+&%)'3! %#)#8,-' ! <#).%'3! 1+>=#).%'3! (8,%$! .+(1+$#%( -&#+'3!

#$%&'4-$)$! %1$-&,)A%B-&'3! )&#-B$%$! .+&.-)#+'! #-C$).+'! .+( ! $-%>),%,-'! 1$9#).%'3! $->%.)+&%$! -!

.+&#-J#8%>)A%$!-J1-$)D&.)%'3!,%$!'-&#),+!K'! ,)4-$-&#-'!1$9#).%'! ,%!5),%!.+#),)%&%3!,-'-&5+>5-$!

'8%!.$)#).),%,-!-!%!!.%1%.),%,-!,-!.+&'),-$%$!-!+>/%$!1%$%!+'!4%#+'!-!4-&L(-&+'!'+6!,)5-$'+'!

M&B8>+'3!.+(1%$%$!1+')?@-'!-!#-+$)%'!-!$-'+>5-$!1$+6>-(%'F!N(!+8#$+'!#-$(+'3!+!%>8&+!.$-'.-!-!

,-'-&5+>5-E'-! %+! %''8()$! +! 1%1->! ,-!aprendiz! %#)5+! -! 1%$#).)1%&#-! O! &*+! (%)'! 1%'')5+! -!

$-1-#),+$F!

!!!!!!!!!!!!!!P->+!;8-! 79!4%>%(+'! '+6$-! +! .9>.8>+! &*+E'#%&,%$,3!1+,-E'-! ,)A-$! ;8-! <! 1+''=5->!

),-&#)4).%$! %'1-.#+'! ,+'! '-8'! .+&.-)#+ '! 1- $#)&-&#-'! %+! -&')&+! (<,)+F! Q! .+&.-)#+! ,-!

(+5) ( -&#+3!1+$!-J-(1>+3!1$-.)'%!'-$!(->/+$!.+(1$--&,),+!1->+!%>8&+!,+!-&')&+!(<,)+F!P%$%!

#%&#+3! <! &-.-''9$)+! +6'-$5%$! .+(+! -''-! .+&.-)#+! '-! 4+$( +8! %+! >+&B+! ,%! '8%! /)'#C$)%3! '8%'!

%1>).%?@-'!-!'8%'!$->%?@-'!.+(!+8#$+'!.+&.-)#+'F!Q!( +5)( -&#+!O!;8-!&+'!1%$-.-!#*+!#$)5)%>3!4+)!

-'#8,%,+!79!&%!%&#)B%!R$<.)%!1+$!S-&*+3!&8(%!'<$)-!,-!1%$%,+J+'!.87+!+67-#)5+!-$%!,-(+&'#$%$!

;8-! %!compreens‹o! ,+! (+5) ( -&#+! -$%! )(1+''=5->! 1+$;8-! &8&.%! '-! 1+,-$)%! .+(1>-#%$! 8(%!

'<$)-! )&4)&)#%! ,-!%#+'F!T''+! ;8-$! ,)A-$! ;8-!%&#-'! ,-!1-$.+$$-$! ,-#-$( )&%,%! ,)'#M&.)%3!#)&/%E'-!

1$)(-)$+!,-!1-$.+$$-$!%!(-#%,-! ,->%3!,-1+)'!(-#%,-! ,%!,)'#M&.)%!;8-!$-'#%5%3!,-1+)'! (-#%,-!

,-'#%3!-!%'')(!1+$!,)%&#-F!U-&,+!%!'<$)-!)&#-$()&95->3!-$%!)(1+''=5->!./-B%$!%+!+67-#)5+F!N''-!

%'1-.#+! 4)>+'C4).+3! -&4+.%,+! &+! -&')&+! (<,) +3! .-$#%(-&#-3! 1$+5+.%$9! 8(%! (8,%&?%! ,-!

( -&#%>),%,-! -! ,-! %#)#8,-! 1+$! 1%$#-! ,+! %>8&+F! V! 1+''=5->3! %#$%5<'! ,-! ,)'.8''@-'! 4)>+'C4).%'!

>-5%&#%$!/)1C#-'-'3!,-4-&,DE>%'3!#-'#9E>%'3!.+&#$%1LE>%'3!-&4)(3!1+'')6)>)#%$!%+!%>8&+!,+!-&')&+!

( <,)+!8( %!.+(1$--&'*+!( %)'!%>%$B%,%W')B&)4).%#)5%!,+!.+&.-)#+!,-!(+5)( -&#+F!

!!!!!!!!!!!!!!X-(6$-( +'! ;8-! S-&*+!$-.+&/-.)%!+!(+5)( -&#+!4=').+!O!+!(+5-$E'-F!U-B8&,+!%>B8&'!

/)'#+$)%,+$-'3! '8%! )&#-&?*+! -$%! (+' #$%$! %#$%5<'! ,%! $-%>),%,-! ,+! (+5)( -&#+! H,%! ;8%>! &*+! '-!

1+,-! ,85),%$I3! 4>%B$%&#-'! .+&#$%,)?@-'! -J)'#-&#-'! -( ! &+''%'! &+?@-'! ,+! -'1%?+3! #-(1+! -!

.+&#)&8),%,-F!!Q!,-'>+.%(-&#+!,-!8(!.%$$+3!,-!8(!#$-(3!,-!8( %!1-''+%3!,-!8(!19'' %$+!'*+!

-J-( 1>+'!,-!( +5)( -&#+!4=').+3!-'#8,%,+'!%#8%>(-&#-3!&+!-&')&+!(<,)+F!Q!(+5)( -&#+!4=').+!O!

1%''%$! ,-! 8(! >8B%$! 1%$%! +8#$+! >8B%$! %#$%5<'!,-! 8( %! .-$#%! ,)'#M&.)%! 1-$.+$$),%3! <! +! (%)' !

! "" "



! "" #

$%&'$()$*! +,&-! ./+0+! '/-! '&%$1-/-! + /%&+ $() /-! 20$! 3$1.$4$+/-! $ + ! (/--/! 5 + 0('/67! 8,!

1$,9&','$*! )1,),:-$! '$! 0+ ! ./(.$&)/ ! ,4-)1,;'/! ',! $<3$1&=(.&,! ./)&'&,( ,7! >/1! &--/*! -$?0('/!

@$9%,??&! A"BCCD! :! 31/E$--/1! '$! E&9/-/E&,!(,)01,9*! (F/! G! 3/--;%$9! ',1! 0+,! '$E&(&HF/!

31/31&,+$()$! '&),! ,/! movimento local A.I,+ , +/-! '$! + / %&+$()/! E;-&./D*! +, -! $+31$$('$1!

0+ ,!,(J9&-$!'$-.1&)&%,7!!

!!!!!!!!!!!!!!K$!20,920$1!+ /'/*! IJ! '&E$1$(H,-!(/! descrever!$! (/! definir7!>/ 1),()/*!G!&+3/1),()$!

20$! /! ,90(/ ! '/! $(-&(/!+ G'&/!1$./(I$H,!20,(' /! $-)J!definindo! /0! '$-.1$%$('/! ,9?/*! ./+/!

),+ 4G+!explicando7! L! 31/3M-&)/*! 3/'$+/ -! $-),4$9$.$1! 0+, ! ,(,9/?&,! ./+ ! 0+, ! 3,1)&',! '$!

E0)$4/9N!/!20$!E,O!/!(,11,'/1!$-3/1)&%/P!Q!$9$!'$-.1$%$!/!20$!%=*!/!20$!/4-$1%,!$+!.,+ 3/R!SJ!

/!./+ $(),1&-),*!$<39&.,!/-!9,(.$-!',!3,1)&',*!'&O!/-!3/120=-!$!/!)G.(&./!'$E&($!,-!$-)1,)G?&,-!,/!

+/-)1,1!./+ / !/-!S/?,'/1$-!'$%$+ !-$!./+ 3/1),1!(/!'$-$(%/9%&+$()/!',!3,1)&',7!K$--$!+ /'/*!

,! '$-.1&HF/!G!0+,!&('&.,HF/! ',20 &9/!20$!,3,1$.$!3/1!+$&/! ',! /4-$1%, HF/*! ',!$<3$1&=(.&,!$*!

$+4/1,!%$1','$&1,*!G!0+!+/'/!,31/<&+ , '/!'$!./(I$.$1!,!1$,9&','$7!

!!!!!!!!!!!!!!L--&+*!,/! ,4/1',1! ,! $20,HF/!T!U!+7,!20$!$<31&+$!./(%$(&$()$+$()$!/!./()$V'/!',!

#W!9$&"! '$!8 $X)/(!-/41$!+ /%&+ $()/*!$-),+ / -! '$-. 1$%$('/!/0! '$E&(&('/P!L9?0(-!31/E$--/1$-!

./-)0+ , + ! , 31$-$(),1! $--,! 9$&! '$! 8$X)/(! ./+/! 0+ ,! '$E&(&HF/*! +, -! (,! %$1','$*! G! 0+, !

'$-.1&HF/7!Y+,! '$-.1&HF/!3/'$! -$1!E$&),! ,)1,%G-! ',! (/--,!9&(?0,?$+! ./+ 0+! ./+/! ),+ 4G+ !

,)1,%G-!'$!0+,!$20,HF/7!!

!!!!!!!!!!!!!!Z&-!,!'$-.1&HF/!',',!3/1!@$9%,??&!A"BCC*!37!##[D!,/!movimento local7!

Devemos antes de tudo afirmar que o lugar, o estar em um lugar e o mover-
se localmente s‹o algo de real, um procedimento real e um modo real de 
ser. Movemo-nos, pois, em uma concep•‹o realista e n‹o puramente 
subjetivista e idealista.Devemos, em segundo lugar, afirmar tambŽm que 
lugar, posi•‹o e movimento local s‹o algo de relativo entre muitos 
corpos.[...]  Da relatividade do lugar, posi•‹o e movimento se segue que s‹o 
diversamente determinados segundo os corpos aos quais s‹o referidos.Ó  
!

LE&1+ , !),+4G+*!20$!0+!'/-!,-3$.)/-!',!31&+ , O&,!9M?&.,!$!/()/9M?&.,!'/!+/%&+ $()/!9/.,9!$+!

1$9,HF/! ,/-! /0)1/-! +/ %&+$()/-! '/! + 0('/! E;-&./*! G! -0,! -&+39&.&','$! $! 0(&%$1-,9&','$7 

>/1),()/* ! G! 3$1)&($()$! &'$()&E&.,1! 20,&-! &'G&,-! -/41$! +/%&+ $()/! + $9I/1! ,S0',+ ! (, !

./+ 31$$(-F/! '$--$!./(.$&)/*!%&-)/!20$*!&(V+$1/-!,90(/-! '/!$(-&(/!+ G'&/!,31$-$(),+!3/0. /!

'/+ ;(&/!'/!+ $-+ /!20,('/!)=+ !20$!1$-/9%$1!20$-)\$-!20$!/!,4/1',+7!
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2().! ;! %' .! 2(<2($(6). /0,! ' . )(' =)*8.>! ?imagem ideal da continuidadeÓ! @! $(4%6+,! A.2./.>!

8,' , ! B=! 1.3.', $9! C.$>! <.2.! (6)(6+(2! ,! D%(!($$.! 3(*! ($).&(3(8(>! <2(8*$.',$! $.&(2! ,! D%(!

$*46*1*8.!', 5(2E$(!(' !5(3,8*+.+(!8,6$).6)(9!F*GE$(!D%(!.34%;'!,%!.34%'!8,2<,!$(!',5(!('!

5(3,8*+.+(!8,6$).6)(!D%.6+,!+*$)H68*.$!*4%.*$!$0,!<(28,22*+.$!('!)(' <,$!*4%.*$9!!I' !,%)2,$!

)(2' ,$J!$(>!('!)(' <,$!*4%.*$>!<(28,22('E$(!($<./,$!*4%.*$>!(6)0,!+*GE$(!D%(!,!8,2<,!$(!',5( !

uniformementeK! (! .! +*$)H68*.! <(28,22*+.! 6%'.! %6*+.+(! +(! )(' <,>! +*4.',$>! %'! $(4%6+,>! ;!

87.' .+.!+(!5(3,8*+.+(!+($$(!' ,5*' (6),!%6*1,2'(9!L(!.$!+*$)H68*.$!<(28,22*+. $!(' !*+M6)*8,$!

*6)(25.3,$!+(!)(' <,!60,!$0,!*4%.*$!E!,!',5*' (6),!;!60,E%6*1,2'(9!N&$(25(',$!.!<2($(6/.!+.!

6,/0,! +(! )(' <,! 6,! 8,68(*),! +(! ?5(3,8*+.+(! 8,6$).6)(O! (>! 8,6$(DP(6)('(6)(>! 6,$!

<(24%6)(',$J! ('! 2(3./0,! .!D%(! )( '<,! ,! ' ,5*'( 6),! )(' !D%(!$(2!8,6$).6)(Q!L(2*.! ,! )(' <,!

' (+*+,! <,2! .34%'! 2(3R4*,! ('! <.2)*8%3.2Q! S.2.! ,! 1T$*8,! )(R2*8,! U((! L',3*6! V"WWX>! <9! YZ[\>!

?n‹o podemos conceber a idŽia de movimento sem que haja tempo.O! :! 6,/0,! +(! )(' <,>!

(' &,2.!$(B.!8,6$*+(2.+.!&=$*8.!6. !]T$*8.!@!<,2!'%*),$!1T$*8,$>!60,!;!8,6$(6$%.39!

!!!!!!!!!!!!!!L.&(' , $!D%(!D%.6+,!̂ (_),6! 1,2' %3,%!$%.!3(*!V.8*' . !8*).+.\>!2($,35(%!,! <2,&3(' . !

+.! ($8,37.! +,! 2(3R4*, Y! <,$)%3.6+,! .! (`*$)M68*.! +,! )('<,! .&$,3%),9! A, ' ! *$$,>! 1,*! 8,6)2.! .$!

*+;*.$!+(!8,6)(' <,2H6(,$!8,' , !F($8.2)($!(!U(*&6*G>!D%(!+(1(6+*.'! .!*+;*.!+(!D%(!,!)(' <,!

+(5(!$(2!.<(6.$!%'!.$<(8),!+.!2(3./0,!(6)2(!.$!8,*$.$!2(.*$!(!,$!<2,8($$,$!2(.*$!+,!'%6+,9!a!

<,$$T5(3! D%(! .$! *+;*.$! +(! F($8.2)($! (! U(*&6*G! $,&2(! ,! )('<,! $(B.' ! '.*$! 12%)T1(2.$! @!

<2*68*<.3'(6)(! <.2.! ,! (6$*6,! .)%.3>! '. $!8,',! ^( _),6! (2.! %' ! +,$! 7,' (6$! +(! ' . *,2!

8,67(8*' (6),! 6.D%(3.! ;<,8.>! $%.$! *+;*.$! $,&2(! ,! )(' <,! (! $%.$! 3(*$! $,&2(! ,! ',5*' (6),! E!

<2(5.3(8(2.'>! ,%! $(B.>! $%.! 1*3,$,1*.! $R! 1.G! $(6)*+,! .! <.2)*2! +.! 82(6/.! 6,! )(' <,! .&$,3%),9!

L(4%6+,!L',3*6!V"WWX\>!:3&(2)! I*6$)(*6>!D%(!+($&.68,%!.!)(,2*.!+(! (̂_),6!$,&2(! ,! )(' <,>!

(3,4*,%! .! ?8,2.4(' ! (! +*$8(26*'(6),O! +(! ^(_) ,6! <.2.! ,<,2E$(! 83.2.' (6)(! .,! D%(! $(2*.! ,!

' (37,2! .24%'(6),! 1*3,$R1*8,! V.$! *+;*.$! +(! F( $8.2)($! (! U(*&6*G\! (! 1.G(2! ),+.$! .$! +(+%/b($!

6(8($$=2*.$!<.2.!82*.2!%'.! 1T$*8.!D%(!1*G($$(!$(6)*+,9!! 

!!!!!!!!!!!!!!L('!+c5*+.>!<,+(' , $!.1*2' . 2>!D%(!,!+(&.)(!(6)2(!.!6,/0,!+(!)('<,!.&$,3%),!(!)(' <,!

2(3.8*,6.3>! (8,.2.' ! .,! 3,64,! +.! 7*$)R2*.! +.! ]T$*8.! (! +.! ]*3,$,1*.! (! D%(! <(2+%2.! .);! 7,B(>! -!

' (+*+.!D%(!)(6).',$!(6)(6+(2!D%.3!6, /0,!+(!)(' <,!!(!!($<./,!+(5(2*.!$%&$)*)%*2!.!+(!^(_),69!

!!

VY\!I' &,2.!), +,$!$.*&.' !D%(!,$!2(3R4*,$!' (+(' !,!) ( ' <,>!($$(!<2, &3( ' . !8,6$*$)( !6, !1.), !+( !$(2(' !,$!2(3R4*,$!
$*$)(' .$! 1T$*8,$! 8,'<3(`,$! (>! <,2).6), >! $%B(*),$! .! *' <(21(*/0,>! .! D%(&2. 2! ,%! <.2.2! +(! 1%68*,6.2! <, 2! 1.3).! +(!
(6(24*.!@!<, 2!(`(' <3,9!S,2;' !$(!<(4.2' ,$!+,*$!2(3R4*,$>!$*682, 6*G=E3, $!(!+(*̀ =E3, $!(' !1%68*,6.' (6),>!+(<,*$!
+(! .34%'! )('<,! 8,' ! 8(2)(G.! ($).20,! ' . 28.6+,!7,2=2*,$!+*1(2(6)($9! ! ^($$(! 8.$,>!,! )( ' <,! ;! .<( 6.$! ,! D%(! ,$!
2(3R4*,$!' (+(' K!8, ' , !(`* $)(' !' %*),$!2(3R4*,$>!(!),+,$! +*$8,2+.' !$,&2(!,!) ( ' <,>!7=!'%*),$!)( ' <,$!+*1(2(6)($9!
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$%! &'()*%! +*! ,*-.'! *! *%./('! +*! 0*1,'&! ,/ -23- ! %4'! *%,5+/+/%! &'! *&%6&'! -3+6'7! 8/9! /!

&*:*%%6+/+*! +*! -' %,;/;! ./;/! '! /<5&'=! >?! &*%%*!&9@*<! +*! *&%6&'=! /! *A6%,B&:6/! +*! +6C*;*&,*%!

:'&:*.()*%!%'2;*!'!- '@6-*&,'=!@6%,'!%*;!2/%,/&,*!:'- 5- !/.;*%*&,/;!!'!:'&:*6,'!- '@6-*&,'=!

*- !/.*&/%!5- /!.*;%.*:,6@/7!D!&'%%' !+*%*>'!3!>5%,/-*&,*!:'&,;6256;!./ ;/!*A.<6:/;!+/ !- *<E';!

- / &*6;/! .'%%9@*<!*%%/%!&'()*%!!F5*! '! :'&:*6,'!+*! - '@6- *&,'! *&@'<@*7!G';,/&,'=!+6%:5,6;!&'!

*&%6&'! -3+6'! %'2;*! %*;! '! ,*- .'! /2%' <5,'! '5! ;*</:6'&/<! ! %*;?! 2/%,/&,*! '.';,5&'! ./;/! F5*! '!

/<5&'! ./%%*! /! :'&E*:*;! /%! +6C*;*&,*%! &'()*%! +*!,*- .'! F5*=! :*;,/- *&,*! ! :'&,;6256;4'! ./;/!

- *<E';/;!%5/!/.;*&+6H/I*- !%'2;*!-'@6- *&,'7!

!!!!!!!!!!!!!!$6&+/!%'2;*!'!,*-.'=!J- '<6&!K"LLM=!.7!N#LO!&'%!+6H!F5*P!

Se n‹o existe tempo absoluto, ent‹o as leis de Newton n‹o fazem sentido. 
Devem ser substitu’das por um tipo diferente de lei que fa•a sentido quando 
o tempo for medido por qualquer rel—gio. [...]  Leibniz nunca foi capaz de 
inventar tal lei. Mas Einstein foi, e o fato de ele ter encontrado uma maneira 
de expressar as leis do movimento, de modo que qualquer rel—gio 
empregado pudesse endossar o seu significado, Ž realmente uma das 
maiores conquistas de sua teoria da relatividade7!
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*A/,/%=!/,3!,';&/;\%*!5-/!@*;+/+*6;/!teoria matem‡tica de mudan•a7!]!/.*%/;!+/!*C6:6B&:6/!*!
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$%! &'(%)*+! ,! *! $*! -%(.*/! 01%! &*)(23( %&-%! )%.)%+%&-2(*+! .*)!t,! %! *! $*! %+.24*/! 01%!

)%.)%+%&-2(*+!.*)! s5!6*3*62$*+!%(!6*))%+.*&$7&682!1(!6*(!*!*1-)*9!:*$%;+%!$8<%)/!01%!%++2!

6*))%+.*&$7&682!%&-)%!t %!s! .*$%!+%)!%=.)%++2!.*)!1(2!3%8!+8(>?38629!@++2!3%8!%+-A!&2!B*)( 2!

6*( * !%++2!6*))%+.*&$7&682!+%!)%238<2/!%&-)%!-%(.*!%!%+.24*!,!2!%++7&682!$2!6)824C*!$%++2!3%8!

%+-A!&2!6*))%+.*&$7&682/!!.*)D(/!+%!2!6*))%+.*&$7&682!(1$2)/!2!3%8!(1$2)A9!!!
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6*&+8+-%! &2! %=8+-7&682! $%! 1(2! $%-%)(8&2$2! 6*))%+.*&$7&682! %&-)%!t! %!s9! H++8(/! .*$%)%(*+!
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(*G8( %&-*! $%! 1(! B*O1%-%! 3*O*! 2.?+! *! 32&42( %&-*/! .*)! %=%(.3*/! .*$%! +%)! 6*&+8$%)2$*!
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!!!!!!!!!!!!!!U!(*G8( %&-*!B*8!*! .)8( %8)* ! 2++1&-*! 2*! 0123! B*8! 2.3862$*! *! 6A3613*! $8B%)%&68239!
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              [inclinação em (x0, y0)] = [ o número real infinitamente próximo a 'y/'x] 

              Calculemos 'y/'x como antes: 

              'y  = (x0 + 'x)
2
 – x0

2
 = 2x0 + 'x  

              'x             'x    

              Este é um número hiper-real, não é um número real. E desde que 'x é infinitesimal, o 

número hiper-real 2x0 + 'x é infinitamente próximo ao número real 2x0. Desse modo, 

concluímos que  

              [inclinação em (x0, y0)] = 2x0 . 

              Tenho uma observação a acrescentar. Para que raciocínios intuitivos e manipulações 

algébricas (como as apresentada acima) se tornem práticas recorrentes no aprendizado do 

ensino médio, é preciso um esforço por parte do professor, no sentido de familiarizá-los (os 

alunos) com outras práticas, observando que à medida que se ampliam os conjuntos 

numéricos e se estendem as operações para os novos conjuntos, os significados dessas 

operações vão tomando um sentido mais amplo e mais geral. Na verdade, as questões que se 

colocam para o professor, no processo de expansão dos conjuntos numéricos, não se referem 

apenas às definições que apresentam os resultados das operações ou às demonstrações formais 

da permanência das propriedades do conjunto ampliado, mas, fundamentalmente, a uma 

compreensão das razões pelas quais as operações, com os novos números, devem ser 

efetuadas de um determinado modo e por que algumas propriedades permanecem válidas e 

outras não. Lembremos: o conjunto R é arquimediano, já o conjunto R* é não arquimediano. 

              Cabe ressaltar que expansões numéricas como a dos naturais, racionais, reais, 

complexos foram apoiadas no princípio de permanência das leis formais ou princ’pio de 

Hankel – como também é conhecido. Entretanto, tornou-se depois ultrapassado e mesmo um 

entrave a novas expansões (os quatérnios de Hamilton
3 

, álgebra das matrizes, etc)  por impor 

que,  fossem desenvolvidas de modo a conservar a generalidade da aplicação das propriedades 

formais
4
. Para ilustrar: o produto entre duas matrizes quaisquer A e B não é comutativo. 

              De fato, tornou-se essencial observar, que em certa medida, é produtivo não se 

“prender”  a  certos  princípios, até  porque,  o  rigor  excessivo, imposto  prematuramente   no 

 

(3) São números da forma a + bi + cj + dk com a, b, c, d números reais. Análogos aos números complexos, mas 

não comutativo nas operações de (+) e (.); foram desenvolvidos por Hamilton por volta de 1843. Aplica-se na 

descrição da rotação do espaço e na teoria dos números. (cf. DICIONÁRIO DE MATEMÁTICA, 1980). 

(4) Chamamos de propriedades formais as propriedades que mostram as várias formas pelas quais os dados 

podem ser combinados sem alterar os resultados, alguns exemplos: a + b = b + c; a.b = b.a; a.(b + c) = a.b + a.c; 

a
m

 . a
n
 = a 

m + n
 ; log b (a . c) = log b a + log b c. Pode-se dizer que as propriedades formais das operações adição, 

subtração, multiplicação, divisão, potenciação, radiciação e logaritmação constitui o conjunto das leis operatórias 

do cálculo aritmético e algébrico. Também cabe observar as propriedades não formais dessas operações – estas 

dizem respeito à maneira como os resultados variam quando os dados variam – alguns exemplos:                      

b ! b’ o a + b ! a + b’; b ! b’ o a - b � a - b’ ; a ! b, c ! 0 o a.c ! b.c; n ! m, a ! 1 o a 
n
 ! a 

m
 . 
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              Comecemos representando a grandeza custo4  pela função y = �x  .  A derivada da  

função custo é conhecida como custo marginal. Nesse caso, o custo marginal é y’. 

              Calculemos. Antes, porém, observemos que para encontrar a derivada da função        

y = �x  , é preciso considerar três possibilidades: x � 0, x = 0 e x ! 0. Como nossa situação 

refere-se à produção, consideremos x ! 0. 

              Seja y = �x  e 'x um infinitesimal diferente de zero ('x z 0). Então,  

              y + 'y = �x  + 'x  

                    'y = �x  + 'x  -  �x   

                    'y = �x  + 'x  -  �x   

                    'x              'x 

                    'y = (�x  + 'x  -  �x  )  .  (�x  + 'x  +  �x  )  

                    'x               'x                  (�x  + 'x  +  �x  ) 

                           =       (x  + 'x) -  x  

                               'x (�x  + 'x  +  �x ) 

                          =               'x                     =                  1 

                               'x (�x  + 'x  +  �x )           �x  + 'x  +  �x  

Tomando a parte standard   st   'y      =   st              1 

                                                  'x                   �x  + 'x  +  �x        

                                                              =                1   

                                                                   st    (�x  + 'x  +  �x  ) 

                                                             =                1   

                                                                    st    (�x  + 'x )   +   st  ( �x  ) 

                                                              =             1            =             1 

                                                                   �x   +  �x                2 �x   

Portanto, quando x ! 0, g’(x) =     1 

                                                      2 �x  

Desse modo, a derivada da g(x) = �x   é a função g’(x) =     1             e o domínio é o conjunto 
                                                                                            2 �x           
 de todos x ! 0. 
 
(4) Convém ressaltar que o custo de uma mercadoria não se limita ao seu preço de aquisição. No custo também 
entram alguns fatores: gastos de armazenagem, transporte, comercialização etc. O levantamento sistemático do 
custo de uma mercadoria é feito, nas empresas mais estruturadas, através de uma planilha. No entanto, é muito 
comum, empresários simplesmente arbitrarem uma determinada taxa de lucro a qual imaginam cobrir suas 
despesas e permitir um lucro líquido razoável. 
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os alunos com as dimensões sintática e semântica e  criar estratégias para que o aluno aprenda 

e se desenvolva.  

              Com imagens conceituais mais ampliadas que o aluno, é papel do professor, por 

exemplo, mostrar que o conceito de derivada pode ser aplicado a qualquer quantidade ou 

grandeza de variação contínua – “toda função derivável é continua”, mas a recíproca é falsa; e 

como essas grandezas ocorrem em quase todos os ramos do conhecimento, as aplicações da 

derivada são numerosas e variadas. Essas tantas possibilidades para o conceito de derivada 

podem levar o aluno do ensino médio a perceber que, o que está sempre em jogo, em cada 

situação a estudar - é uma taxa de variação contínua. De fato, perceber aspectos essenciais de 

um determinado conceito e ser capaz de explicitá-los, melhora, substancialmente, o seu 

aprendizado. Sem dúvida, a abrangência e a diversidade das aplicações do conceito de 

derivada constitui-se numa contribuição capaz de melhorar qualitativamente e 

significativamente o aprendizado do aluno do ensino médio, principalmente, se ocorrer no 

processo ensino-aprendizagem desse conceito, estratégias que possibilitem ao aluno 

questionar, experimentar, analisar situações e desenvolver um espírito crítico a respeito das 

soluções encontradas.              

              Entendo, que considerar a fecundidade do conceito de derivada na perspectiva do 

cálculo não-standard, onde intuição e rigor têm papéis definidos, mas interagem - são tratados 

conjuntamente, seja uma alternativa para despertar maior interesse nos alunos do ensino 

médio e conseqüentemente, desenvolver um conhecimento mais crítico e reflexivo em relação 

aos conteúdos de Matemática. 

              Quando pensamos em determinar a inclinação ou o coeficiente angular da reta 

tangente em um ponto do gráfico de uma função e a velocidade de um corpo em movimento 

retilíneo, estabelecemos alguma relação? Aparentemente, essas duas situações são diversas – 

diferentes. No entanto, ao analisá-las, compreendemos que ambas nos conduzem ao mesmo 

conceito – a derivada. A inclinação da reta tangente pode ser usada para indicar a taxa à qual 

o gráfico de uma curva sobe (ou desce), e a velocidade é a taxa à qual a distância varia em 

relação ao tempo. É o poder da generalidade dos conceitos matemáticos. 

              Com o conceito de derivada, resolvemos um problema considerado básico para a 

Matemática: determinar a direção de uma curva em cada um de seus pontos, visto que, em 

cada ponto, a curva pode ter uma direção diferente. Em termos gráficos, a direção de uma 

curva em um ponto é dada pela reta tangente à curva, nesse ponto. Na verdade, a reta tangente 

contém um ponto da curva, e seu coeficiente angular é a derivada da função neste ponto. 
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              Para Keisler (1986), dada uma curva y = f(x) e um ponto (a,b) na curva, a inclinação 

f’(a) está definida, ou seja, a derivada. Então, a reta tangente à curva no ponto (a,b) está 

definida para a reta que passa pelo ponto (a,b) e tem a mesma inclinação em relação à curva 

para x = a. Assim a reta tangente é dada pela equação: t(x) = f’(a)(x – a) + b.  

              Para a curva y = x3, encontrar a reta tangente nos pontos (0,0), (1,1) e (-1/2, -1/8). 

              A inclinação da curva, ou seja, a derivada é dada por f’(x) = 3x2  (esse resultado já 

foi calculado antes na perspectiva do cálculo não-standard). 

              Para x = 0, f’(x) = 3.02 = 0. A reta tangente tem a seguinte equação:                   

t(x) = 0(x – 0) + 0           ou     t(x) = 0      ou ainda, y = 0. 

              Para x = 1, f’(1) = 3.  A reta tangente é: 

t(x) = 3.(x – 1) + 1, ou t(x) = 3x – 2   ou ainda, y = 3x – 2. 

              Para x = -1/2, f’(-1/2) = 3. (-1/2)2 = ¾. A reta tangente é: 

t(x) = ¾(x – (-1/2)) + (-1/8) , ou     t(x) = 3/4x + 1/4     ou ainda, y = 3/4x + 1/4.  

         

 

 

 

 

 

 

 

              

             

Fig. 4.5 

              Determinemos agora, o coeficiente angular das três (3) retas tangentes que 

encontramos - o coeficiente angular é a derivada da reta tangente no ponto dado. Portanto, o 

coeficiente no ponto (0,0) é zero (0), pois a reta tangente coincide com o eixo x. No ponto 

(1,1), o coeficiente é 3 e no ponto (-1/2,-1/8) é 3/4 . 

              Na busca por uma aprendizagem mais significativa para o ensino médio, cabe estudar 

“coeficiente angular” não de modo estático, cateto oposto dividido pelo cateto adjacente, mas 

pensá-lo de forma mais dinâmica, como o nœmero pelo qual Ž preciso multiplicar o cateto 

adjacente para obter o oposto. Esse modo de pensar, não só torna possível entender que o 

quociente dy/dx é o coeficiente angular da reta tangente, como também contribui para 

relacionar o “coeficiente angular” com a diferencial dy: dy = f’(x)dx.  A diferencial de x é a 
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              y =  x3 , torna-se x = y 1/3 . 

              Os limites de integração são y = -1 e y =1 (Fig. 4.16).                       

                               

 -1 

 y  

 x 

 1   y+�ûy 
 y 

  y+�ûy 
 y 

                  

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Fig. 4.16 

Terceira Solução 

 Então,  

              A  = �œ-1
1  (2 – y) – y 1/3 dy = 2y - 1/2 y2  - 3/4y 4/3   1  =  4 

                                                                                                                                              -1  

              Observa-se, que as três estratégias apresentadas encontram a mesma resposta. 

              Questões como essa do exemplo acima, desenvolve a percepção, a atenção, a 

memória e a imaginação do aluno, porque ele vai aprendendo a observar diversos aspectos de 

uma mesma questão e a vê-la de diferentes ângulos. Provavelmente, ao reformular uma 

questão – reescrever, trocar informações, refletir, registrar, explicar para um colega; maior 

será a possibilidade do aluno enriquecer sua imaginação com dados novos e acrescentar 

outros dados a coisas já conhecidas, como também desenvolver sua memória, pois o registro 

possibilita que as informações sejam relacionadas entre si e articuladas com o conhecimento 

anterior do aluno. Portanto, ao incentivar essas atividades no ensino médio, o professor de 

Matemática, certamente, estará contribuindo com o desenvolvimento do papel formativo da 

Matemática que tem sido prejudicado pela ênfase dada à solução de exercícios5, ainda hoje, 

nas aulas de Matemática. 

              Nos dias de hoje, a aprendizagem escolar não  pode ser concebida “apenas” como um  

 
(5) Estes exercícios são resolvidos de forma automática; não é preciso tomar decisões sobre eles, na maioria das 
vezes, basta reproduzí-los de acordo com o exemplo dado pelo professor. 
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O ensino de Matem‡tica tem degenerado com freqŸ•ncia num vazio treino 

de  resolu•‹o de problemas, que embora possa desenvolver uma habilidade 

formal, n‹o conduz a uma compreens‹o efetiva, nem a uma maior 

independ•ncia intelectual. A investiga•‹o matem‡tica revela uma tend•ncia 

no sentido da superespecializa•‹o e da •nfase excessiva na abstra•‹o. 

Aplica•›es e conex›es com outros campos do saber t•m sido negligenciadas. 

Contudo, estas condi•›es n‹o justificam, na pior das hip—teses, uma pol’tica 

de omiss‹o. Pelo contr‡rio, a rea•‹o oposta pode e deve partir daqueles que 

se sentem conscientes do valor da disciplina intelectual. Professores, 

estudantes, e o pœblico culto exigem uma reforma construtiva, e n‹o uma 

resigna•‹o seguindo a linha de menor resist•ncia. A meta Ž a compreens‹o 

genu’na da Matem‡tica como um todo org‰nico e como base para o pensar 

e o agir cient’ficos. F2GH.IJKL!.GMMNJO%!P888Q.   
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% Matem‡tica, por sua universalidade de quantifica•‹o e express‹o, como  
linguagem, portanto, ocupa uma posi•‹o singular. No Ensino MŽdio, 
quando nas ci•ncias torna-se essencial uma constru•‹o abstrata mais 
elaborada, os instrumentos matem‡ticos s‹o especialmente importantes. 
Mas n‹o Ž s— nesse sentido que a Matem‡tica Ž fundamental. Possivelmente, 
n‹o existe nenhuma atividade da vida contempor‰nea, da mœsica ˆ 
inform‡tica, do comŽrcio ˆ meteorologia, da medicina ˆ cartografia, das 
engenharias ̂s comunica•›es, em que a Matem‡tica n‹o compare•a de 
maneira insubstitu’vel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar 
compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tens›es, freqŸ•ncias e quantas 
outras vari‡veis houver. &'(%)*+,!-./012!"3332 !!456""75!
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A Matem‡tica ci•ncia, com seus processos de constru•‹o e valida•‹o de 
conceitos e argumenta•›es e os procedimentos de generalizar, relacionar e 
concluir que lhe s‹o caracter’sticos, permite estabelecer rela•›es e 
interpretar fen™menos e informa•›es. As formas de pensar dessa ci•ncia 
possibilitam ir alŽm da descri•‹o da  realidade e da elabora•‹o de modelos. 
O desenvolvimento dos instrumentos matem‡ticos de express‹o e racioc’nio, 
n‹o deve se preocupa•‹o apenas do professor de Matem‡tica, mas dos das 
quatro disciplinas cient’fico-tecnol—gicas1, preferencialmente de forma 
coordenada, permitindo-se que o aluno construa efetivamente as abstra•›es 
matem‡ticas, evitando-se a memoriza•‹o indiscriminada de algoritmos, de 
forma prejudicial ao aprendizado. WXY=N_^eKSQSRT5!"aaa5!&<$""b<!
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!!!!!!!!!!!!!!%&&'(!&)*+,-!.,+)(,&! +'/)0!12)!)3'&4)!56!2(!75(.,! 8904':!5!&)0!)3.: ,05+,!)-!5, !12)!.50)7)-!&;!+).) *+)!

+)! 2( 5! .,&4205! 7,*4)3425:'/5+5! .,0! .504)!+)! .0,8)&&, 0)&!)! 5:2*,&!+,! ) *&'*,! ( 9+',-! ) ( ! 0):5<=,! 5,!)*&'*,! +)!

>54)( ?4'75@!

!!!!!!!!!!!!!A*4=,-!*,! )*&'*,! ( 9+',-! ,! (5'& !.02+)*4)!)!57,*&):B?C):!*=, !9!5!5+,<=,!)37:2&'C5!)!

05+'75:! +)! 2(! D*'7,! 5&.)74,! +,&! 7,*7)'4,&! (54)( ?4'7,&-! (5&! 5&! 7,*)3E)&! 12)! .,+)(! &)0!

)&45F):)7'+5&!)*40)!,!'* 42'4'C,!)!, !:; G'7,H8,0( 5:@!%405C9&!+)&45&!7,*)3E)&-!9!.,&&6C):!+)&.)0450!

*,! 5:2*,! , ! B?F'4,! +)! 85/)0! 2&,! +, ! &)2! 057',76*',! '*42'4'C,-! :;G'7,-! 50G2()*454'C,-! 7,(, !

45(F9( !72:4'C50! ,!G,&4,! .):5!0)&,:2<=,!+)! I. 0,F:)( 5&J@!K&! .0,F:)(5&!5!12)! *,&!0)8)0'( , &!

C=,!5:9(!+,&!12)! )3'G)( ! ,!&'( . :)&! )3)0767',!+)!0).)4'<=,! )!+,&!524,(54'&(, &@!L,0! '&&,-!9!

.0)7'&,!F2&750!I.0,F:)(5&J!12)!.)0('45( !(5'&!+)!2( 5!&,:2<=,-!12)!C5:,0'/)(!5!70'54'C'+5+)!

)!5+( '45( !)&40549G'5&!.)&&,5'&!+)!0)&,:2<=,@!M)&4)!(,+,-!125*+,!,!5:2*,!)&4?!5!.)&12'&50!5!

&,:2<=,!+)!2( ! .0,F:)(5-!+'C)0&,&! .0,7)+'( )*4, &!+)!057',76*',! ,7,00)(!&)(! ,! 7,*40,:)! +,!

.0,8)&&,0!)!5!0'12)/5!+5&!'+9'5&!.0,C)*')*4)&!+5!'( 5G'*5<=,!+,!5:2*,-!7)045()*4)!,!7,*+2/!5, !

057',76*',!* )7)&&?0',!.505!5!&,:2<=,!)!5.0)*+'/5G)( !+,!.0,F:)( 5@!

!!!!!!!!!!!!!!%:9( !+'&&,-!L, :N5!O"PP$Q-!)( !&)2!:'C0, !A Arte de Resolver Problemas-! !5. 0)&)*45!2( 5!C'&=,!&,F0)!5!

0)&,:2<=,!+)!. 0, F:) ( 5&!*5!&5:5!+)!52:5-!12)!4, 0*5!,!. 5.): !+)!12)&4', *5+, 0!+, !.0, 8)&&, 0!+)!)340)( 5!'(., 04R*7'5@!

L505!,!524,0-!B?!+,'&!,FS)4'C,&!12)!,!.0,8) &&, 0!.,+)! 4)0!)( !C'&45!5, !,0')*450!&)2&!5:2*,&!.505!2( 5!'*+5G5<=,!,2!

2( 5! &2G)&4=,T! .0'( )'0, -! 523':'?H:,! 5! 0)&,:C)0! ,! .0, F:)(5! 1 2) ! :B)! 9! 5.0)&)*45+,U! &)G2*+, -! +)&)*C, :C)0! 5!

75.57'+5+)!+)!0)&,:C)0!82420,&!.0, F:) ( 5&!., 0!&'!.0; . 0', @!

!!!!!!!!!!!!!!K!( ,+): , !.0,. ,&4, !., 0!L, :N5!O"PP$Q!.505!5!0)&,:2<=,!+)!. 0,F: ) ( 5&!9!82*+5( )*45+, !)( !12540,!.5 &&,&T!

7,( . 0))*&=,-! ):5F,05<=,! +,! .:5*,-! )3)72<=,!+,! .:5*,! )! 5C5:'5<=,@! L505! 12)! 5! &25! '( .:5*45<=,!&)S5!F)(!

&27)+'+5-!+)C)!)&450!5.,' 5+5!)( !4,+5&!5&!85&)&-!*2( !5+)125+, !12)&4', *5( )*4,!+, !. 0, 8)&&,0@!V)S5( , &!5:G2(5&!

+5&!(2'45&!.)0G2*45&!&2G)0'+5&!.):, !524, 0T!W25:!9!5! '*7; G* '45X!W25'&!&=,! ,&! +5+, &X!Y0545H&)!+)!2( !.0, F:) ( 5!

.:52&6C):X!Z,*B)7)!5:G2( ! .0,F:)( 5!7,( !5!( )&( 5! '*7;G*'45X! [4':'/,2!4,+,&! ,&! +5+,&X! \! .,&&6C):!C)0'8'750! ,!

0)&2:45+,X!\! ., &&6C):!7B)G50!5, !0)&2:45+,!., 0!2( !. 0, 7)&&,!+'8)0)*4)X!\! . , &&6C):!24':'/50!,!0)&2:45+, !,2 !, !( 94,+, !

)( !5:G2( !,240, !.0, F:) ( 5X!A&&5&!.)0G2*45&!4] ( -!)( !7)045!( )+'+5-!,!)8)'4, !+)!7,*+2/'0)( !,!5:2*,-!5S2+5*+, H, -!

7,( , !5&&'*5:5!,!524, 0-!+)!2( 5!8, 0( 5!+'&70)45-!( 5&!)&4024205+5@!

!!!!!!!!!!!!!!M).,'&! +,! 12)! 8,'! +'4,! 57'( 5-! .50)7)! ,.,042*,! 0)7, ( ) *+50!12)! 85<5( , &! 2&,! +,! 057',76* ',!

7,*4)3425:'/5+,!*5&!52:5&!+)!>54) ( ?4'75-!'&4, !., 012)-!):)!5S2+5!5!0)+2/'0!5!7,( . :)3'+5+)!+5&!0).0)&)*45<E)&!+,&!

.0,F:)( 5&@! Z,*&)1^)*4)( )*4)-! 5,! )&45F):)7)0! 2(5! 0):5<=,! )*40)!2( ! .0,F:)( 5! )*C,:C)*+,! 7?:72:,! )! 2( 5!

0).0)&)*45<=,!_!&)S5!):5!8,0(5+5!.,0!'( 5G)*&!()*45'&!+'8)0)*4)&-!&)S5!()+'5*4)!+'5G05(5&-!G0?8'7,&-!)&12)( 5&-!

+)&70'<E)&!C)0F5'&-!&'(2:5<E)&-!,!057',76*',!7,*4) 3425:'/5+,!85C,0)7)!.505!,! &27)&&, !+,!.0,7)&&, !+)!0)&, :2<=,! +,!

.0,F:)( 5@!%!24':'/5<=,!+,!7,*4)34,!.)0( '4)!12)!&)!C?!!diretamente!`&!0):5<E)&!82*+5()*45'&!&'( . :'8'75*+, !, 2!

+'&.)*&5*+,-! ( 2'45&!C)/)&-!5!0)7, 00]*7'5!5!8;0( 2:5&!5:G9F0'75&-! .,0! )3)( .:,@!\! '( .,045*4)!45(F9( -!*=,!5F0'0!

)&.5<, !.505!G)*)05:'/5<E)&!.0)7'.'45+5&-!&)( !&)!54)*450!.505!5!.0)7'&=,!+,&!7, *7)'4,&!( 54)( ?4'7,&@!Y5'&!.0?4'75&!

4)*+)!5!7,*40'F2'0!.505!5!() :B,0'5!+5!5. 0)*+'/5G)( !( 54)(?4'75!+,!5:2*,!)!7,*&) 1^)*4) ( )*4)-!75.57'45H,!.505!

( ) :B,0!)*80)*450!,&!+)&58',&!+, !( 2*+,!7,*4)( .,0R*) , @!!!!

! "#$



! "#$

!!!!!!!!!!!!!!%&' ( )* !+,-* .' -/!-012'3!* &* +'4&3!5-!4/-6+47/.- !5&!8&' 9+8.* +'4&!* -4+* : 4.8&;!<:!* &* +'4&3=!+*!>2+!

-3! /+0-?@+3! *-4+* : 4.8-3!normalmente! -8+.4-3! 3+!* - '.A+34-* ! 5+!* &5&! .//-8.&' -0=! &2! 3+6-=!3+!&B@+*! -&!

B+'3-* +'4&!B/++34-C+0+8.5&D-8+.4&=!-!+, +* B0&!5-3!idŽias de Gauss sobre -3!geometrias n‹o euclidianasE!+!5&!

infinito de CantorF;! G33+3!* &* +'4&3! B&5+*! 3+/!ofuscados &2!n‹o! B+0-! A&/?-!5&3! +'8-5+-*+'4&3! 071.8&3!

(. 1+'4+3=!*-3!* +3* &! -33.*=!4&/'-* H3+!3.1'. A.8-4.(&3!5&!B&'4&!5+! (.34- !+B.34+* &071.8&=!A.0&37A.8&!+!9.347/.8&=!

B/.' 8.B-0* +'4+!B-/-!&!+' 3.' &;!

!!!!!!!!!!!!!!I! .* B&/4- '4+!* &34/-/ =!B&/!+, +* B0&=!>2+!-B+3-/!5+!* 2.4&3!* -4+*:4 .8&3!4+/+* !/+0+1-5&!&3!.' A.' .4)3.* &3=!

+34+3! A&/-*! /+4&*-5&3! 52/-'4+! &! 3)820&! JJ;! K- ! (+/5-5+=! *2.4&3! *-4+* : 4.8&3! 8&*+?-/-*! -! 323B+.4-/! >2+!

B&5+/.-! 3+/! B&33L(+0! 8&'34/2./! 2* -! 4+&/.- ! 8&+/+' 4+!5&3! .' A.'. 4)3.* &3! +=!+* ! "MF#=!&! * -4+* : 4.8&! -0+* N&! O+0., !

P0+.'! 321+/.2! >2+! .33&! B&5.- ! 3+/! A+.4&! 5+35+! >2+! 3+! -C- ' 5&'-33+!&! -,.&* - ! 5+! Q/>2.* +5+3! R6:! 8.4-5&S;! G34+!

-,.&* - !)!C:3.8&!B-/- !3+!A-0-/!5&3!' T* +/&3!/+-.3!8&*!/.1&/;!

!!!!!!!!!!!!!!U+0+* C/+* &3!&!-,. &* - !5+!Q/>2.* +5+3V!3+!4&* - /* &3!5&.3!'T* +/&3!>2-.3>2+/!a!+!b!+!32B&/* &3!a!��!b,!

+'4N& n.a!�t!b=!B-/-!n!'-4 2/-0;!G* !&24/&3!4+/* &3V!3+!3&* - /* &3!a -!3.!* +3* &!2* !'T* +/&!32A.8.+' 4+!5+!(+W+3=!&!

/+3204-5&!3+/:!2* -!3&* - !* - .&/!>2+!b;!X&/!+, +* B0&=!3+!a!A&/!" !+!b!A&/!EY=!&C4+/+* &3!2*!'T* +/&!* - .&/!>2+!b!3+!

3&*- /* &3!"!-!3.!* +3* &!E$!(+W+3;!X&/)*!5+(+!A.8-/!80-/&!B-/-!&!-02'&!>2+!&!-,.&* - !5+!Q/>2.*+5+3!'N&!B&5+!

3+/!3-4.3A+.4&!3+!4/-4-/*&3!5&3!.'A.'.4)3.*&3!R*+3* &!>2+!-5&4:33+*&3!&3!.' A.'. 4)3.* &3!8&*&!'-42/-. 3S=!B&.3!'N&!

.* B&/4-!>2-' 4-3!(+W+3!2* !.'A.'.4)3.* &!3+6-!-8/+38+'4-5&!-!3.!* +3* &=!&!/+3204-5&!3+/:!3+* B/+!2* !'T * +/&!9.B+/H

/+-0=!+=!' &!' &33&!+, +* B0&=!-!3&* - !6-* - .3!3+/: !* - .&/!>2+!EY!+!'+* !* +3* &!* - .&/!>2+!";! Z33&!B&5+!3238.4- /!C&-3!

5.38233@+3!'2*-! -2 0-! 5+! [-4+ * : 4.8-=! +! )! 2* -! B&33.C.0.5-5+!B- /-! * &34/-/! 8&* &! -! ' N&! 8&'3+/(-?N&! 5+! 2* !

5+4+/* .' -5&!-, .&* - !B&5+!8&'4/.C2./!B-/-!&!5+3+'( &0(. * +'4&!5-![ -4+* : 4.8-;!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!\ /-=!* -3!&!>2+!9:!5+!+,4/-&/5.':/. &!+* !-C-'5&'- /!2* !5+4+/* .'-5&!-,. &* - ] !

!

!RES!I! B/&( :(+0!>2+!&!' &4: (+0!^-233!4+' 9- !3.5&!2* !5&3!B/.* +./&3!*-4+*:4 .8&3!-!-08-'? -/!8&'8023@+3!B+/4.' +' 4+3!
3&C/+!-3!1+&*+4/.-3!'N&H+280.5.- '-3 =!* -3!8&*&!'N&!B2C0.8&2!32-3!.5). -3=!-!9&' /-!5-!5+38&C+/4-!)! 5.(. 5.5-!B&/!
_&C-89+(3à!+!b&0a-.;!G34+!T04.*&!+/-!A.09&!5+!2* !B/&A+33&/!5+![-4+*: 4.8-!H!-*.1&!B+33&-0!

5+! ^-233;! c-0(+W! 4+'9-! A-04-5&! -! ^-233! 8&/-1+*! B-/-! ./! 5+! +'8&'4/&! -&! B+'3-*+'4&!

+280.5.-'&;!!

RFS!%-'4&/!B&3420&2!-!+,.34d'8.-!5&!.'A.'.4&!-8-C-5&=!-42-0.W-5&=!8&*&!2* -!4&4-0.5-5+!5-5-=!

&2!3+6-=!&!.'A.'.4&!-42-0.W-5&!&2!-8-C-5&!)!-!4&*-5-!5+!8&'38.d'8.-!5+!2*!8&'62'4&!.'A.'.4&;!

G,+* B0.A.8-'5&V! -! 4&4-0.5-5+! 5&3! 'T*+/&3! '-42/-.3=! -! 4&4-0.5-5+! 5&3! 'T*+/&3! /+-.3=! +48;! Q!

+,.34d'8.-! 5&! .'A.'.4&! -8-C-5&! 3&A/+! 8&'4+34-?@+3! 5+35+! -! -'4.12.5-5+;! Q/.3474+0+3=! B&/!

+,+* B0&=! -5*.4.-! -B+'-3! -! +,.34d'8.-! 5&! .'A.'.4&! B&4+'8.-0;! G33+! T04.*&! +34:! 0.1-5&! e!

B&33.C.0.5-5+!5+!/+B+4.?N&!.0.*.4-5-=!* +'4-0* +'4+=!5+!2*-!*+3* -!&B+/-?N&;!G,+* B0.A.8-'5&V!

5-5&!2* !'T* +/&!'-42/-0!B&/!*- .&/!>2+!3+6-=!4+*&3!-!B&33.C.0.5-5+!5+!204/-B-33:H0&!-4/-()3!5- !

&B+/-?N&!5+!f3+* B/+!62'4-/H09+!*- .3!2*g;!

!!!!!!!!!!!!!!X-/-! ' N&H*-4+* : 4.8&3=!-8/+5.4-* &3=!'N&!+, .34- !B/&C0+* - !-012* =!* -3!B-/-!&3!* -4+* : 4.8&3!>2+!3-C+*!5-!

.* B&/4h'8. - !5&3!-,.&* -3!80:33.8&3=! 'N&!)!4N&!3.* B0+3;!K&!4+* B&!5+!K+i 4&'!+!_+.C'. W=!B&/!+,+* B0&=!+0+3! 'N&!

B+'3-/-* ! &2!'N&! 4.(+/-* ! 8&/-1+* ! 5+! *+,+/! ' &3! -, .&* -3! 80:33.8&3;!%&'425&=!&!B+'3-* +'4&! * -4+*: 4.8&! A&.!

* 25-'5 &! '&! 5+8&//+/! 5&3!3)820&3! B&34+/.&/+3=! +!.34&=!B+/* .4.2! e! [-4+ * : 4.8-! 1/- '5+3! -(- ' ?&3;!\3! -,.&* -3!

! "#$



! "#$

%&'(()%*(!+,((, -,. ! ,!(/-!0)(1*(!2/!3*-. ,(!2)3/-/ 41/(5!617,&. /41/8!2/(0/4%)&9,-:(/! 2/! 7.!,;)*. , !%&'(()%*!<!7.!

+-*%/((*!&/=>1).*8!%*41,41* !?7/!2)((*!-/(7 &1/!7. !()(1/. ,! .,1/ . ' 1)%*!%*/-/41/5!

!!!!!!!!!!!!!!@!=-,A,(! ,! /(1,! . , 4/)-,! 4*0, !2/! %*4()2/-, -!*(! ,;) * . , (!%&'(() %*(!?7/!B*C)4(*48!%*. !=-,42/! /( 3*-A*!

2/(/ 40*&0/7! ,! 4*0,! 1/ * -), ! 2*(! )43)4)1<(). * (5! D8! %*.* ! %*4(/?EF4%), 8! *(! %*4%/)1*(! 2*! %'&%7&*! 4G*:(1, 42,-2!

3*-. , . !7. !()(1/ . ,! .,1/ . , 1)%,. / 41/!coerente!/! consistente5!H/!?7,&?7/ -!. *2*8!,!1/ * -), !4G*:(1,42,-2!. * (1-*7:

(/! )4/(1). ' 0/ &! +/ &,(! ,-1)%7&,AI /(! /4 1-/! *! )417)1)0* ! /! * ! &J=)%*8! /! )(1*! -/3*-A,! ,! 1/(/! 2/ ! ?7/ 8! 4,! C, (/! 2 * !

%*49/%). / 41* !.,1/ . ' 1)%*8!/(1'!* !+/ 4(,. /41* !)417)1)0*5!

!!!!!!!!!!!!!!K.+*-1, 41/(! +,-,! * ! +-*%/((* ! 2/ ! ,+-/ 42)L,=/ . ! 2*! %*49/%). /41* ! . , 1/ . ' 1)%*! (G*! ,(! 2)3/-/ 4A,(!

/+)(1/ . *&J=)%,(5!61-,0<(!2/&, (!<!+*((>0/&!?7/!*( !,&74*( !+/-%/C,. !?7/!%*)(,(!?7/! +,-/%/. !(/-!%*41-, 2)1J-),(8!4,!

0/-2, 2/8!4G*!* !(G*5!D;/. +&)3)%,42*M!()(1/. ,(!,- ?7). / 2),4*(!%*. * !*(! -/, )(!!/!() (1/. ,(!4G*:, -?7). /2), 4*( !%*. * !

*(! 9)+/-:-/,) (5!N*-!)((* 8!1-,1':&, (!2/!3*-. ,!,2/?7, 2,!4* !/ 4()4*!. <2)*8!(/. !/;,=/ -*(!() . CJ&)%*(8!<!7. !2/(,3)*!?7/ !

(/!). +I/!O!4J(!+-*3/((* -/( !2/!P,1/ . ' 1)%,5!

      !!!!!!!!H/%)2)2,. / 41/8!*(! 2/(,3)*(! 3,L/. !+,-1/!2, ! 0)2,! %*1)2),4,! 4,(! (,&,(!2/! ,7&,8! 2,!. / (. ,! . , 4/)-,! ?7/!

3,L/. ! +,-1/! 2*(! 4*(( *(! +-*C&/. , (! %*. * !+-*3/((*-/(5! 6! 1*2*! . * . / 41*8! *! +-*3/((* -! 1/. ! ?7/! 1*. , -! 2/%)(I/(M!

%*. * ! -/(+*42/ -! ,! 7. ,! +/- =741, ! *7! ,! 7. ,! %*4271,8! %*. * ! /(1). 7&, -! ,&=7. ! ,&74*! +*7%*! / 40*&0)2*8! %*. * !

,2. )4)(1-,-! ,(! 2)0/-()2,2/( ! 2*! =-7+*8! /1%5! 6! +-'1)%,! +/2,=J=)%,!<! -/,&. / 41/! %*.+&/;,8! 0)(1*! ?7/8! ,!

-/(+*4 (,C)&)2,2 /! 2/ ! 2/%)2)-! /! (/=7 )-! 7. ,! * 7! *71-,! 2)-/AG*! 2/ +/ 42/! 2/! (7,(! +-J+-),(! %*40)%AI/(! Q/4?7, 41*!

+-*3/((* -R!/!2/ !(7,!+-J+-),!)417)AG*5!N*-!)((*8!. 7)1*(!+-*3/( (*-/( !/;) =/. !?7/!&9/(!( / S,. !2,2, (!-/%/)1, (8!?7/!&9/(!

(/S,! /(%&,-/%)2*! (*C-/! *! ?7/! 3,L/-! /. ! %,2,!. * . / 41*! 2/! (7,! +-'1)%,! +/2,=J=)%,5! N*-<. 8! )((*! 4G*! <! +*((>0/&8!

+*-?7/!*!/4() 4*!,%*41/%/!4/%/ ((,-),. /41/!/ . !%*41/;1*!T)4%/-1*U8!T.71'0/&U8!*42/!%,2,!4*0*!+,( (*!2/+/42/! 2/!

7. !%*4S741*!2/!0,-)' 0/)(!Q.7)1,(!2/&,(!+-J+-),(!2/!7. ,!2/1/-.)4,2,!()17,AG* R!/8!?7/!*!+-*3/(( * -!2/0/!(/-!%,+,L!

2/!-/&,%)*4' :&, (!/!/ ;+&)%)1' :&,(!S741*!, * (!,&74*(5!

!!!!!!!!!!!!!!V! %'&%7&*!2/(/40*&0)2*!+*-! B*C)4(*4! 4G*! <! /; ,1,. /41/! )=7,&! ,*! %'&%7&*! 1-,2)%)*4,&! %*.! F43,(/! 4,!

1/*-),!2*( !&).)1/(8!., (!9'!. , )(!(/. / &9,4A,(!?7/!2)3/-/4A,(5!6&=74(!1/*-/ . ,(!%&'(()%*(!1F. !+-*0,( !?7/!+,-/%/.!

7. !+*7%*!2)3/-/41/(8!. , (!?7,42* !*(!%' &%7&*(!(G*!/ 3/17,2*(8!*C1<. :(/!* (!. / (. *(!-/(7 &1, 2*(5!W*. !)((*8!1* -4, :(/!

7. ,! /; %/&/41/! ,&1/-4,1)0,! ,* ! %'&%7&*! 1-,2)%)*4, &! +*-! +*(()C)&)1,-! T4*0,(U! 3*-. ,(! + , -,! 2/ (%*C-)-! *(! 0, &*-/(!

. ' ;). * ! /! . >4). * ! ?7/! 7. ,! 374AG*! +*2/ -), ! ,((7. )-! Q%*.*8!+*-! /;/. +&*8! ,! . , )* -! /! . / 4*-! 2)(1X4%),! 2/! 7. !

+&,4/1,!,* !(/7! (* &R8!*!%/41-* !2/!=-,0)2,2 /! 2*(!%*-+*(!?7/! (/!,1-,/. Y!+, -,! +-/0/-!,(!J- C)1,(!2*(!(,1<&)1/(!1/--/(1-/(Y!

+,-,! +-*S/1,-!()(1/. ,(!2/!-, 2, -/(Y!+,-,!1/(1,-!1/*-),(!-/&,1)0,(!O(!%*--/ 41/(!*%/X4)%,(!/!O!2)4X.)%,!2,!,1. * (3/-,8!

.,(! +-)4%)+,&. /41/8! +*-! 1/-! 4*! (/7!2/(/ 40*&0). / 41*! )2<),(! )417)1)0,(!/! &J=)%,(5! D((,(! )2<),(!?7/! +,-/%/. ! (/ -!

%*41-,2)1J-),(! 4*( !3742,. / 41*(! 2*!%'&%7&*8!%*. !B*C)4(*48!2/(/ 40*&0/7:(/ !,!( 7,!)41/ -,AG*5!

!!!!!!!!!!!!!!H/!3,1*8!,! 1/*-),!4G*:(1,42, -2!<!7. ,! . * (1-,!2/!%*. * !/(1,C/&/%/-!-/&,AI/(!/41-/!,(+/%1*(!?7/8!4,! . , )*-), !

2,(! 0/L/ (! (G*! 1-,1,2*(! )(*&,2,. /41/8! +*2/! 2,-! C*4(! -/(7 &1,2*(5! N*-! )((*8! ,*! *C(/-0, -! ,! 1-,S/1J-),! 2* !

2/(/ 40*&0). / 41*! 2* ! %'&%7&*! 4G*:(1, 42,-2! +*2/. * (! 1)-,-! ,&=7. , (! &)AI/(! ) . +*-1, 41/(! +,-, ! *! / 4()4* ! 2/!

P , 1/ . ' 1)%,5!Z.,!2/&, (!<!,!4/%/(()2,2/! 2/!*C(/- 0,-!*!?7/!S'!9,0),!()2*!3/)1*8!*7!(/S,8!-/ (=,1,-!)2<),(!/!. *2)3)%':

&, (! (/! 4/%/(('- )*5!K((* !1/ . ! ). +*-1X4%), !+/2,=J=)%,8! ,)42,! . , )(!%*. ! ,!F43,(/!?7/!<!2,2,! ,17,&. /41/! ,*!?7/!<!

4*0*8! -/%/41/ 8!/. !2/1-). /41* !2*!?7/!S'! / ; )(1/ 5! [G*!(/!1-, 1,!2/! (,7 2*()(. *8!. , (!2/! -/%*49/%/-! *! 0,&*-!2/((,( !

)2<),(!+,-,!7. ,!%*. +-//4(G*! . , )(!,2/?7,2,!2*(! %*4%/)1*(!. , 1/.'1)%*(5!@!%*. * !,2. )1)7![/\1 *4M!!se eu pude 

ver mais longe Ž porque estava apoiado em ombros de gigantes5!V71-, 8!<!7. ,!%/-1, !*7(, 2),!/!%*-, =/. !+,-,! 2,-!

7. ! +,((*! O!3-/41/ 5! B*C)4(*4! *7(* 7! ,(! , -1)%7&,-! *! )417)1)0*! / ! *! &J=)%*! /! %*-,S*(,. / 41/! %*4(1-7)7! ,&=*!4*0* ! / !

! "#$



! "#$

%&'()(**+&'(,! -. ! (&*%&./!0!1)(2%*.!34(!%**.!. 2.))+,! !5)'%246+)! .!%&'4%'%7.!(! . !689%2. !1. :(!*()! .! diferencial!1+)+!

+4; %6%+)!. !+64&. !: . !(&*%&.!< 0: %. !+!<(6=. )+)!*4+!+1)(&: %>+9(< ,!

!!!!!!!!!!!!!!?4'). ! +*1(2'.! %< 1. )'+&'( ! &.! :( *(&7.67%< (&'.! :.*! %&@%&%'0*%< . *! @.%! +! 1()*%*'A&2%+! :( ! < 4%'. *!

<+'( < B'%2.*!@)(&'(!C*!2)D'%2+*!34(!)(2(E%+<!1(6+!+<E%9F%:+:(!:.*!*( 4*!@4&:+<(&'.*,!-+ !7():+:( /!+!1()*%*'A&2%+!

@64'4+!(&')(!(* 1()+&G+!(!:(*( *1()./!( &')(!*+'%*@+GH.!(!:(2(1GH.,!I!<+%*!@B2%6!1).**(94%)!34+&:.!* ( !1(&*+!34(!+!

*.64GH.!34(!E4*2+<.*!(*' B!1)8;%< +/!< +*!0!< +%*!:%@D2%6!1()*(7()+)!34+&: . !&H.!*(!7A!4<+!*+D: +!1+)+!+!:%@%246: +: (!

34(!(&@)(&'+<.*,!J &')(' +&'. /!&.!(&*%&. /!0!&(2(**B)%.!:.*+ )!+!1()*%*'A&2%+!2.< !+*!(;1( 2'+'%7+*,!-H.! :+)!1+)+!*(!

:(E )4G+)!*. E)( !4<!1). E6(< +!*(! . !< (*< .!&H.! )(1)(*( &'+!%&'( )(**( !+694< !1+)+!.!+64&., !K.)0< /!*(! . !+64&. !&H.!

:(< .&*' )+!%&'()(**(! 1. )!&H.! '( )!2.&*2%A&2%+!:+!*4+!%< 1.)' L&2%+/!2+E(!+. !1). @(** . )! (*' %< 46+)!*4+!24)%.*%: +: (! ( !

%&24'%)M6=(!!4<!2()'. !:(*( N. !: ( !)(*.67()!.! 1).E6(< +/!2.<. !'+< E0</!2.&2(: ()M6=(!+694< !O'(< 1.P/!1+)+!34(!(6(!Q. !

+64&.R!'. < ( !+!:(2%*H.!:( !:( : %2+)M*(!C!'+)(@+!:(! )(*.67AM6. ,!-(**(!2 . &'(;' . /!(*1()+M*(!34(!.!+64&.!+1)(&: +!!

5!  perseverar a despeito de insucessos, a apreciar pequenos progressos, a 
esperar pela idŽia essencial e a concentrar todo o seu potencial quando esta 
aparecer. Se o estudante n‹o tiver, na escola, a oportunidade de se 
familiarizar com as diversas emo•›es que surgem na luta pela solu•‹o, a 
sua educa•‹o matem‡tica ter‡ falhado no ponto mais vital,!QK?ST5/!"UUV/!
1,!"" #R,!!
!

!!!!!!!!!!!!!!?E7%+<(&'(! 34( !(; %*'(< !: %@()(&'(*!1. **%E%6%:+:(*!1+)+!+E.): +)!.*! 2.&2(%'. *!:. !2B6246.!&H.M*'+&: +): !&.!

(&*%&. !< 0:%./! < +*!&H.!0!(; +9() .!2. &*%: ()+)!+!apresenta•‹o clara das idŽias principais!2.< . !(%;.!1)%&2%1+6!:(!

34+%*34()! (*')+'09%+*! .4! <( '.:.6.9%+*! :( ! (&*%&.,!56%B*/! +*! 9)+&:(*! %:0%+*! 2.*'4< +< ! *( )! 26+)+*! (/! .*! :(*+@%.* !

2.< (G+< !34+&:.! '(< . *!34(!+1)(&:AM6+*/! (&*%&BM6+*! (!2. 6.2BM6+*! (<!1)B'%2+,!W+D!*()!:(!9 )+&:( !%<1. )'L&2%+!a 

clareza das idŽias principais!(< !34+634()!:%*24**H.! *. E)(!+1)(&: %>+9(<,!

!!!!!!!!!!!!!!XB!@+6+< . *!*.E)(! O. !+&:+)!:(! E%2%26('+P/!< +*!4< +!2. %*+!0!2()'+Y!&H.!*(!+1)(&:(!!+ !+&:+)!:(! E%2%26('+!2.< !

.! (*'4:.! :+*!6(%*! :+!< (2L&%2+!:(! -(Z'.&!(!*%</! '. < +&:. !7B)%+*!34(: +*! (!+1)(&:(&:.! .*!*%9&%@%2+:.*! :(! *(4*!

7B)%.*!2.< 1.&(&'(*,!J!*(!< +%*!'+):(/!+6940<!:(*(N+)!*()!4<!1).N('%*'+!:(!E%2%26('+/!(&'H./!0!2.()(&'(!2.&=(2()!+*!

6(%*!:+!<(2L&%2+,![%>(<.*!(*'+!)(@()A&2%+!C!E%2%26('+/!1+)+!:%>()!34(!&.!(&*%&.!:.*!2.&2(%'.*!< +'( <B'%2.*!2+E(!

*4E*'%'4%)! .*! +*1(2'. *! 689%2.M@.)< +%*! 1(6+!clareza das idŽias! :.*! + *1(2'.*! %&'4%'%7.*/!(*'+E(6(2(&:.! 2.&(;\(*!

2.< ! .4').*! )+< . *! :.! 2 . &=(2%<(&'.! 2.< . ! +! [D*%2+/! +! ]%.6.9%+/! +! J2.&.< %+/! (' 2,!W(*'+! @.)<+/! 0! 1.**D7(6!

+1). ;%< +)!.!(&*%&.!:( !< +'(<B'%2+!:.!< . : . !2.< . !+!^ +'(< B'%2+!@.%!=%*'.)%2+<(&'( !2.&*')4D:+,!

!!!!!!!!!!!!!!5%&:+!*.E)( !+!clareza das idŽias 2%(&'D@%2+*/!7(N+< . *!.!34(!:%**(!56E()'!J%&*'(%&!Q" U$_/!1,!_`RY           !

 Dos doze aos dezesseis anos, familia rizei-me com os elementos de 
Matem‡tica, incluindo o princ’pio do c‡lculo diferencial e c‡lculo integral. 
Tive a sorte de encontrar livros que n‹o se preocupavam com o rigor l—gico, 
mas que permitiam a apresenta•‹o clara da idŽias principais. Era um 
trabalho verdadeiramente fascinante; certos pontos extremos me 
impressionava tanto quanto da geometria elementar Ð a idŽia b‡sica da 
geometria anal’tica, as sŽries infinitas, os conceitos de derivadas e integrais. 
Tive a sorte tambŽm de aprender os resultados essenciais e os mŽtodos de 
todo o campo das ci•ncias naturais, numa excelente obra popular que se 
limitava quase que exclusivamente aos aspectos qualitativos (Bernstein, 
Popular Books on Natural Science, em cinco ou seis volumes), e que li com 
absorvente aten•‹o. J‡ estudara tambŽm um pouco de f’sica te—rica quando, 
com dezessete anos, entrei para a Escola PolitŽcnica de Zurique para 
estudar  matem‡tica e f’sica. 

!!!!!!!!!!!!!!!
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!!!!!!!!!!!!!!%&''('! )(*(+,('! -&! ./0'1&/0!()(,&2&3! /0-/2(45&'! /3 )6,1(01&'! )(,(! 6! ),62&''6! -&!

&0'/067(),&0-/8(9&3:! ;(8&,! <'6! -&! =60'! */+,6'! &!&'1<->7*6' ! 263! (1&04?6! &! /01&,&''&@! A(/'!

&'1,(1B9/('!) ,&2/'(3 !'&,!&'1/3<*(-('!06!&0'/06!3B-/6!C!B!3( /'!<3 (!(1,/=</4?6!-6!),6;&''6,@!!!

!!!!!!!!!!!!!!D!2*(,6!!E<&F!!'&*&2/60(,!!=60'!!*/+,6'!!-&!!G(1&3>1/2(!!)(,(!6!&0'/06!3B-/6!&F!(!)(,1/,!

-&*&'! ;(8&,! /01&,),&1(45&'! &! /0;&,H02/('! BF! &3! 2&,1(! 3&-/-(F! 2,<2/(*! )(,(! 3&*I6,(,! ( !

(),&0-/8(9&3 !3(1&3 >1/2(!-6'!(*<06'@!.01,&1(016F!)6, experi•nciaF!)6-&36'!-/8&,!E<&!0?6!B!

<3 (! ),>1/2(!3</16! -/''&3 /0(-(!C! ),/02/)(*3 &01&!0(!&'26*(! )J=*/2(@!K*/>'F!3</16!263<3 F!B!

&02601,(,! ),6;&''6,&'! -&!G(1&3>1/2(!E<&! ()&0('! (),&'&01(3!1L)/26'! '6= ,&!<3! -&1&,3/0(-6!

(''<016! &3! '<('! (<*('F! &! 0?6! ;(8&3!nenhuma! ,&;&,H02/(! (! */+,6'! 6<! (<16,&'@! M&! ;(16F! '&! 6!

(*<06! -6! &0'/06! 3B-/6! 0?6! B! &'1/3<*(-6! (! *&,! -/;&,&01&'! */+,6'F! 263) ( ,>7*6'F! &'26*IH7*6'F!

2&,1(3&01&F!'<(!(),&0-/8(9&3!'&,>!),&N<-/2(-(@!

!!!!!!!!!!!!!!D!6)6,1<06!-/8&,! E<&!6! -&'&0+6*+/3&016! -&! 3&16-6*69/('! )(,(! 6! &0'/06! -&!

G(1&3>1/2(! B! <3! 2(3 ) 6! (/0-(! &3 ! ;6,3 (4?6F! ()&'(,! -&! '&,! =('1(01&! (3)*6@! O&9<0-6! P/,&'!

QRSSSF!!)@"T"UF!

Nas œltimas dŽcadas, os recursos metodol—gicos para o ensino de 

Matem‡tica foram colocados no centro das aten•›es de grande parte das 

a•›es de capacita•‹o de professores, como tambŽm das pesquisas 

acad•micas: o uso de jogos, de materiais de constru•‹o e manipula•‹o, a 

incorpora•‹o did‡tica da Hist—ria da Matem‡tica, dos elementos do 

cotidiano (especialmente por mio do uso de jornais e revistas), a utiliza•‹o 

de v’deos, calculadoras e computadores (mesmo em menor escala) s‹o 

alguns indicadores dessa preocupa•‹o. No entanto, apesar do farto material 

existente, contendo sugest›es metodol—gicas para o professor, na pr‡tica h‡ 

uma grande dificuldade para incorpor‡-los ˆ pr‡tica da sala de aula@!!

!!!!!!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!P(,1&!-&''(! -/;/2<*-(-&! &+/-&02/(-(! )6,! P/,&'! )(,(! (,1/2 <*(,! ('! 3 &16-6*69/('! N>!

&V/'1&01&'! W! ),>1/2(! )&-(9L9/2(! )6-&! '&,! (1,/=<X-(! (6'! ),6 =*&3( '! -&! ;6,3 (4?6! 1B20/2(! -6!

),6;&''6,!C!B!0&2&''>,/6!'(=&,!<3 !)6<26!3( /'!-6! E<&!(E</*6!E<&!'&!-&+&!&0'/0( ,!&!W!,()/-&8!

-('!3 <-(04('!C!<3 (!-&*('!B!6!,/136!-6!2,&'2/3 &016!E<(01/1(1/+6!E<&!(1/09&!6!&0'/06!3B-/6!

(1<(*3&01&@!!!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!Y='&,+&36'! &01?6F!E<&!)(,( ! -&'&0+6*+&,! &! ()*/2(,! E<(/'E<&,! &'1,(1B9/('F! 6'!

),6;&''6,&'!3 (01H3 !<3!260'1(01&!/,!&!+/,!&01,&!6!E<&!'(=&3 !&!6!E<&!0?6!'(=&3F!&01,&!6!E<&!

1&3!-&!;(8&,!&!6!E<&!)6-&3!;(8&,F!&01,&!6!E<&!&V)&,/3 &01(,(3!(01&,/6,3&01&!&!(!0&2&''/-(-& !

-&! /01,6-<8/,! /06+(45&'F!&01,&!6!E<&! I(+/(3! ),&+/'16! ,&(*/8(,!&!6!E<&! ('!260-/45&'! -&!2(-(!
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%&%' ()&! *+,'-'% ! +-&(.'/0+,1! 2! ('..'! -&()'3 )&!45'! &! *,&6'..&,! -,7+! '! ,'-,7+! .5+! +)5+89&!

.7.)'%+)7-+%'()'! +! -+:+! (&;&! :7+<! +! -+:+! (&;&! -&(-'7)&<! %+.! *,'-7.+! :'! +/=&! %+7.! 45'! &!

>.+?',! .&?,'@! :')',% 7(+:&! +..5()&<! '! %+7.! :&! 45'! ,'*,&:5A7,! +)7;7:+:'.! ' %! .B,7'<! +.! 45+7.!

*,'..5*C'% ! 5%+! -/+..'! 0&%&=D('+E! '/'! *,'-7.+! :'! -&(0'-7% '()&.! 45'! *&..7?7/7)+%! 5%+!

+)5+89&!45'!-&(.7:','!.'5.!+/5(&.!,'+7.!F!-&% !.5+.!:7;',.7:+:'.1!

!!!!!!!!!!!!!!G'..'! %&:&<!*&:'% &.! *'(. +,!&!45+()&!B!65(:+%' ()+/! ,' -&(0'-',!+!7%*&,)H(-7+! :&!

-&%*,&%' )7%'()&! *'..&+/! :&! *,&6 '..&,! '% ! ,'/ +89&! +&.! .'5.! +/5(&.! '! I! *,J* ,7+! )+,'6+! :'!

'(.7(+, 1!

!!!!!!!!!!!!!!K5%+! *',.*'-)7;+! -&()'3)5+/7A+:+<! *&:'%&.! :7A',! 45'! 5%! *,&6'..&,! -&%*,&%' )7:&!

-&%!+!.5+!)+,'6+!:'!'(.7(+,!(9&!B!5%!*,&6'..&,!>?&(A7(0&@<!*,7(-7*+/%'( )'!.'!>.',!?&(A7(0&@!

6&,! ,'.5/)+:&! :&! *'(.+% '()&! )7*&L! >M/'! *+..+!+! %9&! *'/+! -+?'8+<! (9&! B! *,'-7.&! '.)5:+,<!

45+/45',!-&7.+!45'! .'!6+8+!B!+-'7)+@1!N+.!&!45'! '(6,'()+!+!: 7(H%7-+!:&!:7+O+O:7+!:+!.+/+!:' !

+5/+!*,'.)+( :&!+*&7&!&?P')7;&!(+!.5*',+89&!:+.! :767-5/:+:'. !45'!&.!+/5(&.!+*,'. ' ()+%1!Q%+!

:'..+.!:767-5/:+:'.!B!+!6+/)+!:'!+)'(89&!'!%&)7;+89&!*+,+!&!'.)5:&1!R&,!7..&<!B!.+/5)+,!&?.',;+,!

S+*'.+,!:'!:7.-5)T;'/U!45'!'% !:')',%7(+:&.!% &%'()&.!(+!.+/+!:'!+5/+!:&!'(.7(&!% B:7&<!5%+!

>:5,+@<! .'! :+:+! (+! 0&,+! -',)+<! *&:'! *,&;&-+,!5%! '6'7)&! '.)7%5/+:&,! %57)&! %+7&,! :&! 45'!

*+/+;,+.!:7)+.!'%!5%!)&%!?'%!.5+;'!*&,!*+,)'!:&!*,&6'..&,1!!

!!!!!!!!!!!!!!G'!45+/45',!%&:&<!.'% *,'! '. )+,'%&.!.5P'7)&.!+!>:'./7A'.@!(+!:7(H%7-+!:&!:7+O+O:7+!

(+! .+/+! :'! +5/+<! '! 7.)&!+-&()'-'! *'/&!6+)&! :'! (9&! '.)+,% &.! .567-7'()'%' ()'! *,'*+,+: &.! *+,+!

-&(;7;',! -&%! +.! :76','(8+.! '! *+,+! +..5% 7,%&.! +! ,'.*&(.+?7/7:+:'! :'! '(.7(+,% &.! +! )&:&.1!

V&()5:&<!B!*,'-7.&!'(-+,+,!'.)+!,' +/7:+:'!'!(9&!:'.7.)7,!:'!? 5.-+,!5%+!6&,%+!:'!+)5+89&!%+7.!

-&(.7.)'()'! '! '67-7'()'<! '(45+()&! *,&6'..&,' .! :'! N+)'% W)7-+! 45'! *,7%+%! *&,! %'/0&,+,! +!

45+/7:+:'!:+!+*,'(:7A+='%!%+)' %W)7-+!(&!'(.7(&!%B:7&1!

!!!!!!!!!!!!!!G';'O.'! *,'.)+,! %57)+!+)'( 89&!I!45'.)9&!:&!),'7(+%' ()&!45'!*+..&5!+!.',!%+/! ;7.)&!

(&! '(.7(&! :'! N+)'% W)7-+1! M(),')+()&<! (7(=5B%! '.),+(0+! +&! ;',! 5% +! -,7+(8+<! 5%! P&;'%!

*,+)7-+(:&<!*&,!'3'%*/&<!*7+(&<!;7&/7(&<!;W,7+.!0&,+.!*&,!:7+1!R+,'-'O(&.!45'!(&!X,7'()'!(9&!

'37.)'! '..'! ;7B. Y1! X! ),'7(+%' ()&! 7()'(.7;&! *+,'-'! .',! ?+.)+()'! &*&,)5(&! *+,+! :'.'(;&/;',!

0+?7/7:+:'.! :'! -W/-5/&! '(;&/;'(:&!+.!&*',+8C'. !65(:+%' ()+7.!)+()&!-&%!7()'7,&.!-&%&!-&%!

,+-7&(+7.<!;7.)&!45'<!?&+!*+,)'!:&.!+/5(&.!45'!7(=,'..+% !(&!'( .7(&!%B:7&<!+7(:+!+*,'.'()+,'%!

:'67-7D(-7+.!45+()&!+!'..+.!&*',+8C'. 1!G7+()'!:7..&<!&!7%*&,)+()'!B!'()'(:',!45'!% ' %&,7A+,!'!

-&%*,''(:',! .9&! )+,'6+.! -&% */' %' ()+,'.! '! (9 &! +()+=Z(7-+.1! [5'! +%?+.! .9&! '3),'%+%'() ' !

7%*&,)+()'.! *+,+!+!+*,'(:7A+='%!:&!+/5(&!F!7%*&,)+()'! )+%?B%!B!/';+,!&!+/5(&!+! :7.-',(7,!

45+(:&!*,'-7.+!5.+,!+.!:5+.!&5!+*'(+.!5%+!S'!45+/U!:'/+.1!R&,!7..&<!(9&!?+.)+!+*'(+.!-,7)7-+,!

'.)'!&5!+45'/'!% B)&:&!:'!'(.7(&<!B!*,'-7.&!&/0WO/&!-&%!*,5:D(-7+!'!-,7+)7;7:+:'1!\+/!+)7)5:'<!
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$%&!'(&)&*!+%!,%*-'!+./!,*.0'//.*'/!12!+&/3'*4&2' 4-.!2 ' -.+.56)&3.!7'2 !/1,'*&.*!%.!%-1%5!81'!

$'2 . /!9.:'!4%/! /%5%/!+'!%15%;!<.5=%!>"??#@!+&A&%!4B.! '(&/-&*!2C-.+.!+'! '4/&4.!3.4/&+'*%+.!

&4+&/31-&$'52' 4-'!.!2 ' 59.*;!

!!!!!!!!!!!!!!D'*-%2'4-'E!<*.31*'2 ./! ' 4-B.!4./ !+%*!3.4-%!+%!'(&/-F43&%!+'!$G*&./!,.4-./!+'!$&/-%H!

/.7!./!81%&/!12%!2' /2 %!81'/-B.!+'$'!/'*!-*%-%+%;!

!!!!!!!!!!!!!!!
>I@!J%/-%! .7/' *$%2./! .! 2 C-.+. !K12 .4!3*&%+.! 4. ! L%,B. H!31:%!3%*%3-'*M/-&3%! ,*&43&,%5!C!%! *','-&NB.!%-C!81'!.!

%514.! /' ! /&4-%!/') 1*. !4. /! ,* . 3'+&2 '4- . /!+%/!. , '*%NO'/;!P//'!2 C-.+.! $' 2 ! '(,'*& 2 ' 4-%4+. !12 !)*%4+' ! /13'/ /. !

%81&!4. !J *%/&5;!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!P2!Q%-'2G-&3%H!2 1&-./!,*.0' //.*'/!%&4+%!0.)'2 !+%!+&$'*/&+%+'H!,*&43&,%52'4-'!4.!

'4/&4.!2 C+&.H!.0'*'3'4+.H!4%!2%&.*&%!+%/!$'A'/H!12 !R4&3.! ,%+*B.! ,%*%!*'/.5$'*!%/!81'/-O'/!

,*.,./-%/;!S'//%!%-&-1+'H!-%27C2 !+'3.**'2 H!.!%1-.*&-%*&/2.!'!.!+.)2 %-&/2. !+'!/1%/!%15%/;!T!

35%*.H! /'! .! %514.! /6! /'! 0%2 &5&%*&A%! 3.2! 12! R4&3.! 2C-.+.! +'! *'/.51 NB.! +'! ,*.75'2 %/H! ,.*!

'('2 ,5.H!+'0'4+'*G!81'!/6!%!/1%!2%4'&*%!+'!*'/.5$'*!C!3.**'-%!U!C!+.)2%;!V40'5&A2' 4-'H!&//.!

%&4+%!.3.**'!4.!'4/&4.!+'!Q%-'2G-&3%;!Q%/H!'2!W-'2,./!+'!21+%4N%/X!-%&/!,*.0'//.*'/!4B.!

,.+'*B.!3.4-&41%*!%!&)4.*%*!%!+&$'*/&+%+'!+%/!&+C&%/!2%-'2 G-&3%/;!!!!!!!!

!!!!!!!!!!!!!!<.*-%4-.H!C!/%51-%*!2. /-*%*!,%*%!.!%514.!+.!'4/&4.!2C+&.!81'!.!3G5315.!4B.Y/-%4+%*+!C!

12 %!%5-'*4%-&$%!&4-'*'//%4-'!%.!3G5315.!-*%+&3&.4%5!'!81'!'/-1+ %*!/'1/!3.43 '&-./!/ ' !3.4/ -&-1&!'2!

12 %! ,.//&7&5&+%+'! ,'+%)6)&3%! ,%*%! .7/'*$%*! %27&)Z&+%+'/! +./! 3.43'&-./H! 3.4$'4&F43&%/!

2 %-' 2 G-&3%/H!3.2, %*%*!-'.*&%/!'!2C-.+./!'!+'3& +&*!,.*!81%5!3%2&49.!*'/.5$'*!12 !+'-'*2 &4%+.!

,*.75'2 %[! -%27C2 ! ,%*%! +'/'4$.5$'*H! '2 ! 3'*-%! 2' +&+%H! .! /'4/.! 3*M-&3.! +./! %514./! '! %!

3%,%3&+%+'!+'!,'*3'7'*!81'!,.*!+&0'*'4-'/!3%2&49./!,.+'!/'!39')%*!%.!2'/2 .!*'/15-%+.;!<%*%!

-%4-.H! .! 3.2 'N.! C! .59%*! %! -*%:'-6*&%! +'! 0.*2%NB.! +./! 3.43'&-./! 2 %-'2 G-&3./! 'H!

3.4/'8Z'4-'2 '4-'H!+%/!-'.*&%/!2%-'2 G-&3%/;!!

!!!!!!!!!!!!!!\5C2!+&//.H!%,*'/'4-%*!.! 3%*G-'*! %2,5.! '! &4-')*%+.*! +./! 3.43'&-./! +.! 3G5315.!!!!!!!!

4B.Y/-%4+%*+!'!/1%!3.4-'2,.*%4'&+%+';!]B.!/'!-*%-%!+'!0%A'*!12%!2' *%!*'$'5%NB.!+'//%!-'.*&%H!

,.&/!%5C2!+'!&+C&%/!'(-*'2 %2'4-'!0C*-'&/H!-'2. /!-%27C2 !12!3.4:14-.!+'!-'*2 ./!'/,'3M0&3./!'!

/M27.5./!3.**'/,.4+'4 -'/H!/'4+.!81 '!.!-.+.!/'!3.4/-&-1 &!412!214+.!4.$.!,%*%!./!%514./;!S%M!

%!&2,.*-^43&%!+'!4B.!*'+1A&Y5%!_/!,%5%$*%/H!/M27.5./!'!-C34&3%/!.,'*%-6*&%/H!&2%)&4%4+.!81'!%/!

&+C&%/!7*.-%*B.!,.*!/&!/6[!2%/H!+'!&431-&*!4./!%514./!+.! '4/&4.!2C+&.H!.!)./-.!,'5%!71/3%!+'!

.1-*./! padr›es!81'!-%27C2!,.//% 2!3.4-*&71&*!,%*%!/1%!%,*'4+&A%)'2;!!

!!!!!!!!!!!!!!S%+%!%!+&$'*/&+%+'!+%!Q%-'2G-&3%H!./! padr›es!/1*)'2 !+.!2 14+.!%!4.//%!$.5-%H!+%/!

*'5%NO'/!'4-*'!-'2,.!'!'/,%N.!'!+.!0143&.4%2 ' 4-.!+%!2' 4-'!912 %4%!>SP`aV]H!bccI@;!S'$5&4!

>bccIH!,;!bd@!-%27C2 !%//&4%5%!81'!Wos padr›es estudados pelo matem‡tico podem ser reais 

! "#"



! "#$

ou imagin‡rios%!visuais ou mentais, est‡ticos ou din‰micos, qualitativos ou quantitativos, 

utilit‡r ios ou recreativos.&! '! ()*(+*,! -.,/012-3243%! 5,4! 67685*,%! -,0! 5648916! *9324! (,8!

5234:60!36!8,;98 6-1,!6!;2492<.,=!

!!!!!!!!!!!!!!>,4!,+14,!*23,%!68?,42!06! ,?064;6!@+6!2!8 29,492!3,0! 2*+-,0! 3,! 6-09-,! 8 A39,!

254606-12!5,+(2!2546-39B2C68!8 2168)19(2%!2!@+2*93236!D+1+42!36!0+2!2546-39B2C68!5,36!064!

8 6*E,4232! 06! 20! -,<:60! 3,! ()*(+*,! -.,/012-3243! 5+36468! 064! 2?,432320! (,8! ,! 9-1+91,! 36!

54,5,4(9,-24! 4+51+420! -,! (,85,41286-1,! 3,! 2*+-,! D46-16!F!0+2!2546-39B2C68%! ,+! 06G2%!!!!!!!!!!!!

*6;2/,0!2!564(6?64!@+6!5,368!94!2*A8!320!@+601:60!4,19-69420%!2@+6*20!@+6!679C68!256-20!2!

25*9(2<.,!394612!36!(,-(691,0!,+!2!+19*9B2<.,!36!54,(63986-1,0!2+1,8219B23,0=!H20!,!D21,!36!

C42-36!52416!3,0!2*+-,0!3,!6-09-,!8A39,!(,-06C+9468!+8!86*E,4!3606856-E,!0,86-16!68!

@+601:60!4,19-69420%!46;6*2%!36!(6412!D, 482%!20!549,4932360!@+6!D,428!14212320!68!02*2!36!2+*2%!

29-32!@+6!-68!068 546!,0!54,D600,460!368,-01468 !164!(,-0(9I-(92!3900,=!!

!!!!!!!!!!!!!!J6006!8 ,3,%!2!2546-39B2C68!8 2168 )19(2!-,! 6-09-,!8 A39,!-.,! 36;6!K!6!-.,! 5,36%!

D9(24!*9891232!F!82-95+*2<.,!L82-+069,M!36!DN48+*20%!2,!02?64!D2B64!(,-120!,+!2,!2009-2*24!2!

4605,012! (,44612! 36! +82! @+601.,! L68! (641,0! ;6019?+*2460! 6! (,-(+40,! 6! 128?A8 ! -,! O728 6!

P2(9,-2*!3,!O-09-,!HA39,!LOPOHMM=!H290!3,!@+6!1+3,%!6*2!5,364)!(,-3+B94!F!9-16454612<.,!

36! 6-+-(923,0%! F! (492<.,! 36! 09C-9D9(23,0Q06-193,0%! F! (,-014+<.,! 36!9-014+86-1,0! 5242! 2!

460,*+<.,! 36! 54,?*6820=! J2R%! +82! 320! 0+20! 86120! 064! ,! 46(,-E6(986-1,! 32! 98 5,41S-(92! 32!

an‡lise%!32!s’ntese%!32!abstra•‹o!6!32!generaliza•‹o!5242!,!3606-;,*;986-1,!3,!(,-E6(98 6-1,!

8 2168)19(,=!T*9)0%!60060!@+214,!movimentos mentais!0.,!985,412-160!5242!,!3606-;,*;986-1,!

3,!(,-E6(98 6-1,!68 !C642*=!

!!!!!!!!!!!!!!U2?68, 0!@+6!,! ()*(+*,! A!(,-0936423,!+82!320!8 29,460!(492<:60!32!H2168)19(2=!

>,368 , 0! 21A! 39B64! @+6! 2-160! 36002! (492<.,%! , 0! 8 2168)19(,0! D9(2;28! ?2012-16! 4601491,0! F0!

@+601:60! 601)19(20! 36! (,-124%! 86394! 6! 360(46;64! D,4820=! V,-1+3,%! 56*2! 0+2! 985,41S-(92%!

(,-0936428,0!064!,0!(,-(691,0!3,!()*(+*,!-.,/ 012-3243!9-014+86-1,0!@+6!5,368!D2;,46(64!,!

3606-;,*;986-1,! 360060!movimentos mentais! LG)! (9123,0M%! @+6! 06! 68546C23,0! 36! D,48 2!

(,-012-16%! 5,36! 86*E,424! 06-09;6*86-16! 2!2546-39B2C68! 82168)19(2=! J6! @+2*@+64! 8,3,%!

60060! (,-(691,0! 5,368! 06! 1,4-24! C42-360! 2*923,0! 3,! 54,(600,! 6-09-,/2546-39B2C68! 36!

H2168)19(2!5242!,!6-09- , !8 A39,%!2,!54,59(924!2!D28 9*9249B2<.,!6!9-1642<.,!3,!9-1+919;,!(,8 !,!

*NC9(,/D,482*=!P2!;643236%!2,!324!86-,0!I-D206!2,!(,-1671,!*NC9(,/D,482*!49C,4,0,%!-,!@+2*!

546;2*6(6! ,5642<:60! 6! 1A(-9(20! 82168)19(20%!6! 6-1424! -+8 ! (,-1671,! ,-36! 2! 9-1+9<.,! A!

(,-09364232!D+-328 6-1,!5242!6-D46-124!54,?*6820%!A!36!D21,%!+82!8+32-<2!09C-9D9(219;2!5242!

,!6-09-,!36!H2168)19(2%!;901,!@+6%!5242!460,*;64!54,?*6820!K!-.,!6764(R(9,0!K!2-160!36!8290!

-232%! A! -6(600)49,! 164! 93A920%! 9-1+94W! 02?64! ,!@+6! 09C-9D9(28! ,0! (,-(691,0! @+6! 25246(68! -,!

! "#$



! "#$

%&'()*+,!*!!-*./-/&!%*)'!%&'.*-/+ *01'!,!2*&!31/)/4,-'!0,!&*2')356'7!822/+!2*0-'9!.,(*!1'&0,&!

*22,! +3-,05,9! 03+,! %&:1/.,! .'021,01*! -*! 2,),! -*! ,3),! %,&,! '! *02/0'! -*! ;,1*+ : 1/.,! 0,!

<-3.,56'!=:2/.,7!

!!!!!!!!!!!!!!>!/+%'&1,01*!2, )/*01,&9!?3*! *22,2!+ 3-,05,2! -*! %'213&,!*+! &*),56'! ,' ! *02/0'! -*!

;,1*+ : 1/.,!06'!%'-*+!2*&!23%*&@/./,/27!8)/:29!(,21,! '(2*&A,&! '2!%&*223%'21'2!-'2!BCD<;2!

%,&,!*0.'01&,&!&*@*&E0./,2!2'(&*!,!0*.*22/-,-*!-*!2*!*F%)'&,&!'2!.'01*G-'2!,)H+!-,!-/+ *026' !

.'0.*/13,)9! '3! 2*I,9! H! %&*./2'! .'0 1*+ %),&! 1,+(H+! J'! desenvolvimento de capacidades de 

pesquisar, buscar informa•›es, analis‡-las e selecion‡-las; a capacidade de aprender, criar, 

formular, ao invŽs do simples exerc’cio de memoriza•‹oKL=M8NOPQ!BCD<;9! "RRR9!%7! "ST7!

U2!%&'.*-/+*01'2!*!,2!,1/A/-,-*2!- *A*+!2*&!A,)'&/4,-'29!0, !(32.,!/0 .*22,01*!-*!2' )35V*27!U2!

.'01*G-'2! -*A*+! .'),('&,&! %,&,! ?3*! '2! ,)30'2! -*2*0A')A,+ ! .,%,. /-,-*2! *! .'021&3,+ !

.'+ %*1E0./,29! -*! +'-'! ?3*! ,&1/.3 )*+ ! '2! -/@*&*01*2! .'0W*./+*01'2! -*! - /@*&*01*2! 0,13&*4,29!

@'&+ ,0-'! 3+ ,! A*&-,-*/&,! teia de informa•›es! LBOM<N9! XYYYT7! Z*! @'&+,! + , /2! *F%)[./1,9!

%'-*+ ' 2! -/4*&!?3*! ,)H+!-,! .,%,./-, -*! -*!&*),./'0,&9! ,! /-H/,! -*! compet•ncia! /0.)3/!*!*F/\ *!

'31&,2! .,%,./-,-*2! -'2! ,)30'29! 1,/2! .'+ ' ! %*&.*%56'9! %*02,+*01'9! ,A,)/,56'! *! ,56'7! 8)H+!

-/22'9!W:!,!0*.*22/-,-*!-*!+ '(/)/4,&!.'+ !-/2.*&0/+*01'!/0@*&E0./,29!,01*./%,5V*29!,0,)'\/,29!

\*0*&,)/4,5V*29! ,%&*./,56'! -*! %' 22/(/)/-,- *29! (32.,! -*! /0@'&+,5V*2! %*&1/0*01*29!

*21,(*)*./+*01'!-*!3+ ,!*21&,1H\/,!,!%,&1/&!-*!/0@'&+,5V*2!'(1/- ,29!1'+, -,!-*!-*./26'9!*1.77!

!!!!!!!!!!!!!!N*\30-'! B*&&*0'3-!L"RRRT9!/0-* %*0-*01*+*01*! -,! /-,-*! *! @,/F,! -*! *2.'),&/-,-*9!

.'+ %*1E0./,2! 2*! -*2*0A')A*+ ! 0'! *0@&*01,+*01'! -*! 2/13,5V*2! .'+%)*F,29! 2*+! 2')356'!

*A/-*01*7! U! -*2*0A')A/+*01'! -*! .'+ %*1E0./,2! *F/\*! '%'&130/-,-*2! %,&,! ?3*! '!

,)30']/0-/A[-3'! *F%)/./1*! 23,! @'&+,! -*! %*02,&9! 2*! .'02./*01/4*! -*! 23,2! -*./2V*29! %,&,! ?3*!

%'22,!/0@*&/&9!W*2/1,&9!1*01,&!*!*&&,&9!%, &,!-*%'/29!\&,-,1/A,+*01*9!.'021/13/&^2*!.'+ ' !,?3/2/56'!

%*22',)9!.'+'!3+ !&*%*&1_&/'! ,'!?3,)!*)*!%'-*&:!&*.'&&*&!2*+%&*!?3*!-*2*I,&9!%,&,! ,3F/)/:^)'!

0'! *0@&*01,+*01'! -*!0'A,2!2/13,5V*29! '3!%,&,!2*! ,&1/.3),&! .'+! '31&,2!W,(/)/-,-*2! *! .'+ %'&!

.'+ %*1E0./,2!+, /2!.'+ %)*F,27!

!!!!!!!!!!!!!!M*.'0W*.*+'2! ?3*!1,/2!%&*'.3%,5V*2!23&\/&,+!-/,01*!-,2! 0*.*22/-,-*2! -*! +3-,05,2 !

&,-/.,/2!0,2!-/A*&2,2!:&*,2!-'!.'0W*./+ *01'9!*+ !@3056'!-,!&*A')356'!1*.0')_\/.,!?3*!*21,+ ' 2!

A/A*0-'!*!- *!2*32!-*2-'(&,+ *01'2!L,/0-,!- *2.' 0W*./-'2T9!1*0-'!*+ !A/21,!,!@'&+,56'!-*!3+!

,)30'! ,31`0'+ '9! ?3*! 2,/(,! &,./'./0,&! *! &*),./ '0,&! '2! .'0W*./+ *01'2! ,%&*0-/-'2! 0,! *2.'),!

.'+ ! ,2! 0*.*22/-,-*2! %&'@/22/'0,/2! *! 2'./,/29! ,\/0-'! .'+ ! 2*\3&,05,9! .&/,1/A/-,-*! *!

0,13&,)/-,-*7!D*22*!.'01*F1'9!'!%&'.*22'!*-3.,1/A'!%'-*!%'22/(/)/1,&!,'!,)30'!3+ ,! forma•‹o 

geral9!,1&,AH2!-,!/01*&,56'!*01&*!'2!-/A*&2'2!,2%*.1'2!-'2!.'0.*/1'2a!-' !/0.*01/A'!,'!&, ./'.[0 /' !

*! ,! .,%,./-,-*!-*! ,%&*0-*&a!-,! (32.,!-*!2/ \0/@/.,-']2*01/-'!%,&,! '!0'A'! .'0W*./+ *01'7!<+!

! "#$



! "#$

%&'(%)! '*(+%),! -a forma•‹o do aluno deve ter como alvo principal a aquisi•‹o de 

conhecimentos b‡sicos, a prepara•‹o cient’fica e a capacidade de utilizar as diferentes 

tecnologias relativas ˆs ‡reas de atua•‹o./0123456789:;,!"<<<,!=>"#?>!

!!!!!!!!!!!!!!:@'(*'A@'%,!B!=(*CD)EC*F!G&*!*))A!forma•‹o geral!)H!AI%@'*JA!)*!K%&C*(!+&LA@JA!L*!

=%)'&(A! =%(! =A('*! L*! =(%M*))%(*),! AF&@%)! *! *)I%FA)>! :ND)'*+! AE! D@O+*(A)! G&*)'P*)! A! )*(*+!

%Q)*(CALA)!*,!A%!G&*!=A(*I*,!)H!KAC*(R!ACA@J%)!I%+!'(AQAFK%!)B(D%,!=*()D)'S@I DA!*!=AIDS@IDA>!

:@'T%,!@%!IA)%!L%!*@)D@%!L*!;A'*+R'DIA!G&*!B!&+A!L*))A)!G&*)'P*),!G&*!IA+D@K%!'%+A(U!VR!

MDW*+%)!!AFX&+A)!!indica•›es#!!=A(A!!%!!*@)D@%!!+BLD%!!G&*!!Y&FXA+%)!=*('D@*@'*),!*!A'B!+*)+ %!!

/#?!:)) A)!D@LDIAJP*)!@H)!%&)A+ %)!IKA+RZFA)!L*!I%@'(DQ&DJP*)>!

@*I*))R(DA),!=%(B+,!@T%!)&MDID*@'*)>!

!!!!!!!!!!!!!!4))%!)DX@DMDIA!G&*,!A=*)A(!LA! FD+D'AJT%! G&*! B! D@'(E@)*IA! A! G&AFG&*(! AF'*(@A'DCA! L*!

AQ%(LAX*+!L%)!'*+A)!+ A'* + R'DI%),!@%!G&*!LDW!(*)=*D'%![!)%F&ID%@A(!%)!=(%QF*+A)!L%!*@)D@%!

L*!;A'*+ R'DIA,!*FA)!I&+=(*+!A!M&@JT%!L*!)&)ID'A(!%!pensar!*!%!fazer!+ A'*+ R'DI%>!

!!!!!!!!!!!!!!3%Q!*)'*! M%I%,!%)!I %@I*D'%)! L%! IRFI&F%! @T%Z)'A@LA(L! @%! *@)D@%! +BLD%,! =%L*+!

=%))DQDFD'A(! A%! AF&@%! =*@)A(! =%(! )D! +*)+ %,!I%@)'(&D(! =%))DQDFDLAL*)! L*! (*)%F&JT%! *!

A(X&+*@'AJP*),! (*FAID%@A(!LDM*(*@'*)! I%@K*ID+*@'%),! *((A(,! *,! *@MD+ ,!=*()*C*(A(!@A!Q&)IA!LA!

)%F&JT%>! :,! I%+%! I%@)*G\S@IDA! L*! &+! A=(*@LDWAL%! I(E'DI%! *! )DX@DMDIA'DC%! L*))*)! I%@I*D'%),!

*@MA'DWA+%)!A!=%))DQDFDLAL*!L*!LD+D@&D(!A!LD)']@IDA!*@'(*!%!G&*!A=(*@L*(A+!@%!*@)D@%!+BLD%!*!

G&*!A=(*@L*(T%!@%!*@)D@%!)&=*(D%(>!8*('A+*@'*,!G&*!A)! 'BI@DIA)!%=*(A'H(DA),!A)!L*MD@DJP*)!*!

=(%=(D*LAL*)! *)'&LALA),! )T%! D+=%('A@'*),! +A)! %! *))*@IDAF! )T%! A)! DLBDA)! ^! )&A! M%(+AJT%! *!

L*)*@C%FCD+*@'%>! _! LDM*(*@IDAF! L*)'*)! AF&@%)! @T%! *)'R! XA(A@'DL%! A=*@A)! =*F%! MA'%! L*!

=%))&E(*+!D@M%(+ AJP*),!+A)!=%(!)*(*+!IA=AW*)!L*!A('DI&FA(!A)!DLBDA)!+A'*+ R'DIA)>!!

!!!!!!!!!!!!!!`*! G&AFG&*(!+ %L%,!)*! *))A)! indica•›es! )%Q(*!%)! I%@I*D'%)!L*! IRFI&F%!@T%Z)'A@LA(L!

'S+!&+!CAF%(!=*LAXHXDI%,!I%+%!=%))DQDFDLAL*!L*!*@)D@%,!B!=%(G&*!*FA)!=%L*+!M&@ID%@A(,!A%!

+ *@%)! '*%(DIA+*@'*>>>>! 8(*D%! G&*,! (AID%ID@A@L%! A))D+,! @%))A)!indica•›es! =%))A+! )*(!

%Q)*(CALA)! L*! M%(+ A! I(E'DIA,! *! G&*! )H! )*YA+!L*)I%@)DL*(ALA),! A=H)! &+! )D@I*(%! '(AQAFK%!

=*LAXHXDI%!=A(A!A=FDIRZFA)!L*!M%(+A!*MDID*@'*>!!

!!!!!!!!!!!!!!8%+%!MAFA+%)!D@DIDAF+*@'*,!@T%!'*+%)!receitas!=A(A!A!=(%QF*+R'DIA!LA!A=(*@LDWAX*+!

+ A'* + R'DIA!@%!*@)D@%!+BLD%,!+A)!A!=*(I*=JT%!L*!G&*!B!=%))EC*F!+*FK%(RZFA>!

!

!

!

!

!

! "#$



! "##

$%&$'() *%!

!

!!!!!!!!!!!!!!+!,-./0 1.23-!4!50 -! 360768/8./! 96!7-.:20;826!35<.5:-<!9-!=50-829-9/>!368?.2.52!

50 -! 0 -8/2:-! 9/! 7/8?-:>! 4! @-?/! A589-0/ 8.-<! 96! 368=/320/ 8.6! 32/8.BA236! /! ./386<CD236! /!

28A<5/832-!!A6:./0 /8./!86??-!E29-!36.292-8-F!G6:!2??6>!4!H5/!?/5!/8?286!7:/32?-!:/E/ :!7:1.23-?!

:BD29-?>! 6@?6</.-?! /! -.4! 0/ ?06! 28?5A232/8./?! H5/! 8I6! 7:606E/0 ! -7:/ 892J-D/0F! K8?2?.2:! /0!

7:63/??6?! -<D6:B.0236?>!7:28327-<0/8./! ?/! /?./ ?!8I6! .L0!?/8.296!7-:-! 6! -<586!M! !8I6!</E-!N!

-7:/892J-D/0F!

!!!!!!!!!!!!!!&/?./!/?.596>!-?!368?29/:-OP/?!?6@:/!6?!3683/2.6?!96!31<35<6!8I6M?.-89-:9!?I6!A:5.6!

9/!50 -!-81<2?/!./C:23->!H5/!/0@6:-!283607</.->!:/E/<-!6!H5-8.6!4!676:.586!92?35.2:!86!/8?286!

0 4926! -?7/3.6?! /72?./06<CD236?>! A2<6?CA236?!/! =2?.C:236?! 96?! 3683/2.6?! 0- ./ 0 1.236?>! 3606!

.-0 @40 !-768.-!76??2@2<29-9/?!9/!059-8O-!8-!928Q023-!96?!7:63/??6?!9/!/8?28-:!/!-7:/89/:!!

,-./0 1.23-F! G69/06?! 92J/:! H5/! 28R0/:-?! -8 1<2?/?! /! :/A</SP/?! 86! 3-076! 96! /8?286! 9/!

,-./0 1.23->! .L0! 2075<?268-96! -?! 7:1.23-?! / 953-.2E-?! -! ?/! 3607:60 / ./:/0 ! 360! -!

-7:/892J-D/0! 96! -<586! T+',UKV+W! VK+)>!XYYZW! $+,+[\%>! "]]]W! ,K$%^^K>! "]]]W!

%&($_K$>!"]]]`F!U!6!0 -2?!20 76:.-8./!4!H5/!/??/!3607:60 / .20 / 8.6!769/!76??2@2<2.-:!50-!

0 -26:!3607://8?I6!9-?!92E/:?29-9/?!96?!-<586?>!/S7<232.-896!-!8/3/??29-9/!9/!8I6!2D86:1M<-?>!

-6! 368.:1:26>! 9/! :/?7/2.1M<-?! /! 368?29/:1M<-?! 8I6! ?C! 3606! 50 ! E-<6:! =50-86>! 0-?! .-0@40 !

3606!@-?/!7-:-!/?.:5.5:-:!/!9/?/8E6<E/:!6!.:-@-<=6!7/9-DCD236F!!

!!!!!!!!!!!!!!G6:40>! 4! 7/:3/7.BE/<!H5/! .-<! 3607:60 / .20/8.6! -289-! /?.1! 0 -2?! 7:/?/8./! 86?!

92?35:?6?!T7/?H52?-?!./C:23-?`!96!H5/!8-!/A/.2E-OI6!9/!7:1.23-?a-OP/?!H5/!-50 / 8./!6!28./:/??/!

/!6! /8E6<E20/ 8.6!96?!-<586?F!,-?>!-! -3/2.-OI6!3:/?3/8./!9-?!92E/:?29-9/?!A-J!360!H5/!?/b-!

8/3/??1:26! :/E/:! =1@2.6?>! 3:/8O-?! /! 7-9:P/?!7:/?/8./?! 86! /8?286! 9/! ,-./0 1.23-F! +<21?>!

-<D50-?! 3:/8O-?>! -! /S/07<6! 9-!resolu•‹o  de exerc’cios>! H5/! ./0! ?296! ?5?./8.-9->!

0 / :/3/0 a7:/32?-0!?/:!:/7/8?-9-?F!+289-!-??20>!7-:/3/M0/ !?/:!28/D1E/<!H5/!8C?!7:6A/??6:/?!

?606?!7:67/8?6?!-!?5?./8.-:>!-6!0/ 86?>!-<D50-?!3:/8O-?F!

!!!!!!!!!!!!!!(0-! 3:/8O-!-289-!@-?.-8./!A6:./!86!/8?286!04926!4!?6@:/!a linearidade dos conceitos 

matem‡ticos>!:/7:/?/8.-9->!6:-!7/<-!?53/??I6!9/!368./R96?!H5/!9/E/0!?/:!9-96?!850- !3/:.-!

6:9/0 >!6:-!7/<-!9/A282OI6!9/!7:4M:/H52?2.6?>!65!?/b->!28A6:0-OP/?>!=-@2<29-9/?!H5/!7:/32?-0!

?/:! 96028-9-?! 7/<6! -<586>! -8./?! H5/! <=/! 9L! -3/??6! -! 65.:-?! 2942-?>! 3683/2.6?! c! ?/! 8I6! A6:!

-??20>! 8I6! =1! -7:/892J-D/0F! K??6! ./0 ! -3-::/ .-96>! -6! 86??6! E/:>! /0 ! /8.:-E/?! 7-:-! -!

-7:/892J-D/0!9-?!2942-?!0 - ./0 1.23-?F!,-?!.-0 @40!4!A-.6>!H5/!/S2?./0!2942-?!H5/!7:/3/9/0!

65.:-?! /! H5/! =1! H5/! ?/! /?36<=/:>! 50! 3/:.6! 3-028=6>! 0-?! 8-9-! H5/! b5?.2A2H5/! 6!

368923268-0/8.6!.I6!A6:./!H5/!/0 !D/:-<!6@?/:E-06?F!!

! "##



! "#$

!!!!!!!!!!!!!!!!%!&'()* +!,(-- +!./0(+*/,+, (!+1*/)'2,+!+3-!4304(/13-!5+1(5 61/43-!7!'5+!83--/)/./,+,(!

8+*+!+!&'+.!9*'0(*!:";<=>!4?+5+!+1(0@A3!(5!-('!./B*3!CO processo da educa•‹oD!&'+0,3!,/EF!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!Partimos da hip—tese de que qualquer assunto pode ser ensinado com 
efici•ncia, de alguma forma intelectualmente honesta, a qualquer crian•a, 
em qualquer est‡gio de desenvolvimento. ƒ uma hip—tese arrojada, mas 
essencial, quando se pensa sobre a natureza de um curr’culo. N‹o h‡ 
evid•ncia alguma que a contradiga e muitas provas est‹o sendo 
acumuladas para!comprov‡-laG!:9HIJKH!+8',!LMHKNO!PQQQO!8G$R>G!

!!!
J+!B(*,+,(O!3!!4+5/0?3!8(*43**/,3!8( .+-!/,7/+-!5 +1(5 61/4+-!+17!+!-'+!-/-1(5+1/E+@A3!(!5( -5 3!

-'+!S3*5+./E+@A3!0A3!7! ./0(+*O!8(.3!4301*6*/3O!4?(T+!+! -(*! 13*1'3-3O!+5)2T'3O!4301*+,/1U*/3O!

83/-!*(-'.1+!,3!1*+)+.?3!,(!5' /1+-!8(--3+-!,'*+01(!.30T3-!8(*23,3-!,(!1(583G!%!(V(5 8.3O!(--+!

1*+W(1U*/+!0A3!./0(+*!+8+*(4(!4.+*+5(01(!03!,(-(0 B3.B/5(013!,3-!/0S/0/17-/5 3-G!!

!!!!!!!!!!!!!!X!8*34(--3!,(! 430-1*'@A3Y+)-1*+@A3!,(! +.T'0-!4304(/13-!5 +1(5 61/43-!,(5 +0,+!/,+-! (!

B/0,+-G!K--+!/,7/+O!(-8(4/+.5(01(!03!5( /3!8(,+TUT/43O!+/0,+!0A3!S3/!)(5!(-4.+*(4/, +O!3'!-(W+O!

7!435' 5!1*+1+*!3-!4304(/13-!5+1(561/43-O!0+!5+/3*/+!,+-!B(E(-O!0+!-'+!S3*5 +!-/-1(5+1/E+,+!

3'!S3*5 +./E+,+!Z!1+.!4353!-A3!+8*(-(01+,3-![!435'0/,+,(!5 +1(5 61/4+O!3!&'(!.(B+!+!'5+!0A3!

/,(01/S/4+@A3!,+-!,/B(*-+-!*(.+@\(-!&'(!+8+*(4(*+5 !+3!.30T3!,+!(B3.'@A3!,3!4304(/13G!]/+01(!

,(-1+! 430-1+1+@A3O! 83,(53-! ,/E(*! &'(! +! 4*(0@+! 0+!linearidade! 0A3! 7! 1A3! (S/4/(01(! 8+*+! +!

+8*(0,/E+T(5!5+1(561/4+G!L3*75O!S+E!-(01/,3!,(530-1*+*!+3-!+.'03-!&'(O!3-!(-16T/3-!/0/4/+/-!

,+-!/,7 /+-!5+1(561/4+-!-A3!/0S3*5 +/-O!8*(,35/0+01(5(01(!/01'/1/B3-O!(!&' (O!3!5+/-!/5 83*1+01(!

-A3! 3-! -/T0/S/4+,3-Y-(01/,3-!,3-! 4304(/13-! 5+1(5 61/43-! (V8./4/1+,3-! +1*+B7-! ,(! -'+-!

*(-8(41/B+-!,(S/0/@\(-O!+-!&'+/-O!83*!-'+!B(EO!1^5!-/,3!*(.(T+,+-!8(.+!5 +/3*/+!,3-!8*3S(--3*(-!

,(!_+1(5 61/4+G!

!!!!!!!!!!!!!!%-!defini•› es! 5 +1(5 61/4+-! S+E(5! 8+*1(! ,3! 5713,3! +V/3561/43! &'(! 3*T+0/E+! 3!

430?(4/5(013! 5+1(5 61/43! (5F!termos primitivos, defini•›es, axiomas e teoremasG! %!

+V/3561/4+!7O!-(5!,`B/,+O!'5 +!S3*5 +!/5 83*1+01(!,(!3*T+0/E+*!(!-/-1(5+1/E+*!3!430?(4/5(013!

5 +1(5 61/43O! 5+-! -(*B(! +! 8*38U-/13-! ,(S/0/,3-!&'(O! 5' /1+-! B(E(-O! -(! 4?34+5! 435! 3-!

8(,+TUT/43-G! N(T'0,3! 93*T(-! :";;R>O! 3! 5713,3!+V/3561/43! 7! '5! 5713,3! 3*T+0/E+,3*! &'(!

83,(! -(*! (58*(T+,3! 03! (0-/03! 57,/3! 435 ! 8+*4/5a0/+G! b3-1+! :";;P>! 1+5) 75 ! ,(S(0,(! 3!

5 713,3! +V/3561/43G! _+-O! (5! 1(*5 3-! ,3! (0-/03! ,(! _+1(5 61/4+O!+!+)3*,+T(5! .UT/43ZS3*5+.!

0A3!7!-'S/4/(01(!8+*+!+!-/-1(5+1/E+@A3!,3-!4304(/13-!5+1(561/43-O![-!B(E(-!7!+17!/0+,(&'+,+G!

!!!!!!!!!!!!!!](! &'+.&'(*! 5 3,3O!0A3!(V/-1(!'5 !5 713,3!`0/43!8+*+!+8*(0,(*!(O!3!5+/-!/5 83*1+01(!

03!(0-/03!57,/3!7!1*+0-S3*5+*!3!saber matem‡tico!(5 !4301(`,3-!+4(--2B( /-!+3-!+.'03-O!B/-13!

&'(O!+-! *+2E(-! ,3!saber matem‡tico! (-1A3!8.+01+,+-!03!1(**/1U*/3!+4+,^5/43! (! (V(*4(5! '5 +!

/0S.'^04/+!!!0+!!!8*61/4+!!!(,'4+1/B+G!!J(-1+!1+*(S+O!7!(--(04/+.!-+)(*!'-+*!+!.20T'+!5+1(*0+O!1+013!!

! "#$



! "#$

%&'(!)%*%!+,)&-.'!/'&'!)%*01-)'&2,+!* ' .+* ' .-)'* +1.+3!

                                          O ensino de matem‡tica deve ser um convite para que o aluno empregue a 
l’ngua materna com mais corre•‹o e clareza. [É ]  pois um dos aspectos 
formativos dessa disciplina Ž precisamente o emprego correto e claro da 
l’ngua m‹e, importante atŽ mesmo em nossa pr—pria identidade3!
456789:;!< ==>;!/3!"?3!

!!!!!!!!!!!!!!@+,,+,!.+&*%,;!%,!',/+).%,! -1.0-.-A%,;! +/ -,.+* %(BC-)%,;! D-(%,BD-)%,! +! E-,.B&-)%,! F%,!

)%1)+-.%,!F%!)G()0(%!1H%2,.'1F'&F!,H%!fecundos!/'&'!'!'/&+1 F-I'C+* !* ' .+* G.-)'3!9!0* '!F',!

)%1)(0,J+,! F'! 1%,,'! '1G(-,+! K! L0+! 1H%! /%F+*%,! F+/&+)-'&! %0! *-1-* -I ' &! '! -* /%&.M1)-'! F'!

intui•‹o ;! / %-,! K! 0*! +(+*+1.%! F+)-,-A%! 1'! '/&%/&-'NH%! F%,! )%1)+-.%,! *' .+*G.-)%, ;! +!

-* /&+,)-1FOA+(!'%!+,/O&-.%!)&-'.-A%!P!1H%!,B!F%,!* ' .+* G.-)%,3!Q%&.'1.%;!.&'IR2('!/'&'!%!+1,-1%!

K! &+,C'.G2('! )%*! %ST+.-A%,! F+D-1-F%,;! +1.&+!-1U*+&',! '.-A-F'F+,!L0+! %! '(01%! &+'(-I'! 1%!

F+)%&&+&!F%! ,+0!F-'! '!F-'3!V1.0-&;!+1D-* ;! )%1,.-.0-2,+!10*'! /&G.-)'! '! ,+&!+,.-* 0('F'3!Q%&K*;!

)'S+!(+* S&'&!L0+!%!/'/+(!F'!-1.0-NH%!.+*!(-* -.+,3!@H%!K!/'1')K-'!/'&'!%,!/&%S(+*',!F%!+1,-1%!

F+! W'.+* G.-)';! * ' ,! K! 0* ! D%&.+! -1,.&0*+1.%!/'&'! ,+&! .&'S'(E'F%;! -,.%! /%&! L0+;! '/&+1F+&!

W'.+* G.-)'!1H%!K!'/+1',!&+,%(A+&!+X+&)O)-%,!+!/&%S(+*' ,!F'!A-F'!)%.-F-'1';!+* S%&'!.'*SK*!%!

,+T';! * ' ,! /&%*%A+&! %! F+,+1A%(A-*+1.%! F'! )'/')-F'F+! 'S ,.&'.'! F%! '(01%;! D'I+1F%! 0,%;!

F-C'* %,;!F+!0* '!-1.0-NH%!* ' -,!+('S%&'F'!P!-1.+(+).0'(3!

!!!!!!!!!!!!!!Y+!D'.%;!&+)%1E+)+&!'! -1.0-NH%!)%*%!+(+*+1.%!F+!'/&+1F-I'C+* !D&+1.+!'%!paradigma 

formal;!)0T'!-FK-'!F%*-1'1.+!K!'!F+!L0+;!D%&'!F'!%&C'1-I'NH%!(BC-)%2D%&*' (;!%!)%1E+)-*+1.%!

* ' .+* G.-)%! .%&1'2,+! 0*! ' * %1.%'F%! F+! D'.%,! F-,/+&,%,;! ,+*! )%1+XJ+,! +;! /%&.'1.%;! ,+*! %!

D%&* '.%!F+!0*'!.+%&-'; 1H%!K!0*'!.'&+D'!DG)-(3!Q%&!-,,%;!/&%)0&%02,+!*%,.&'&!)%*%!+(+*+1.%,;!

'/'&+1.+* +1.+! %/%,.%,;! )%*%! -1.0-NH%! +! &-C%&! /'&.-)-/'* ! F%! F+,+1A%(A-*+1.%! F',! -FK-',!

* ' .+* G.-)',3!9;!L0+!L0'1F%!'&.-)0('F%,!1'!*+F-F'!)+&.';!* %,.&'21%,!%!L0'1.%!K!+L0-A%)'F%!

)%1,-F+&'&! %! )%1E+)-*+1.%! *' .+*G.-)%! /&%1.%;! ')'S'F%3! Z0* +1.'! '! )%* / (+X-F'F+! F',!

&+('NJ+,! +,.'S+(+)-F',! +1.&+! %,! )%1)+-.%,;! +! )%1,+L[+1.+*+1.+! /%F+! '0X-(-'&! F+! D%&*'!

,-C1-D-)'.-A'!1'!D%&* 'NH%!F+!1%A',!/&G.-)',!/'&'!%!+1,-1%!F+!W'.+*G.-)'3!

!!!!!!!!!!!!!!9*!&+('NH%!'%,!',/+).%,! +/-,.+* %(BC-)%,;! /'&+)+!&'I%GA+(!)%1,-F+&'&! '!1+)+,,-F'F+!

F+! 0*'! &+D(+XH%! L0+! +X'*-1+! )&-.-)'*+1.+! %,!)%1)+-.%,! F%! )G()0(%! 1H%2,.'1F' &F! * +F-'1.+!

,0',!D%&*0('NJ+,;!/&%/&-+F'F+,;!)'&G.+&!-1.0-.-A%!+!F+D-1-NJ+,!L0+!'/&+,+1.'* \!)%*%!.'* SK*!

',!&0/.0&',!L0+!/&%A%)'&'*!1%!F+,+1A%(A-*+1.%!F'!W'.+*G.-)'3!

!!!!!!!!!!!!!!@'!&'-I!F+,,',! &0/.0&',!+,.G!%!D'.%!F+!L0+!K!/%,,OA+(!.&'.'&!F%,!)%1)+-.%,!derivada!+!

integral;!'S&-1F%!*H%!F',!F+D-1-NJ+,!+!.+)1-)-F'F+,!&+('.-A',!'!.+%&-'!F%,!(-*-.+,;!/'&.-1F%2,+!

F+!1%NJ+,! )%*%]!C&'1F+I',! )%1, .'1.+,!+!A' &-GA+-,;! /&%/%&)-%1'(-F'F+;!G&+';!A+(%)-F'F+;!&+.'!

.'1C+1.+;! .'X',! F+! A'&-'NH%! F+! F-D+&+1.+,! .-/%, ;! +.)3;! .'(! )%* %! ,H%! 0.-(-I'F',! 1%! )%.-F-'1%3!

Y+,,+! * %F%;! K! /%,,OA+(! )%*/ &++1F+&! %! ,-C1-D-)'F%^,+1.-F%! .'1.%! F'! F+&-A'F'! )%*%! F' !

! "#$



! "#$

%&'()*+,-! .( /. 0! /( . ! 1%/20*! 1(! %&3.(*+/! '45&%5+/! 02(*+'6*%+/! (! 10! +*/(&+,! 1(! 1(7%&%89(/!

2*(5%/+/!:!(//+!2*(5%/;0!1+/!1(7%&%89(/!(/'<!*(,+5%0&+1+!+0!*%)0*!=&0!(.2*()0>!1+!,%&)?+)(.!

. +'(. <'%5+-! 20%/-! (2%/'(.0,0)%5+.(&'(-! (@%/'(.! 1%A(*/+/! 20//%B%,%1+1(/! 1(! 50.2*((&/;0!

1(//(/!50&5(%'0/!C?(!/;0!50**('+/!(!50(*(&'(/!10!20&'0!1(!A%/'+!.+'(. <'%50D!

!!!!!!!!!!!!!!E0!C?(!50&5(*&(!+0/! +/2(5'0/! 7%,0/67%50/! (! F%/'6*%50/! 10/! 50&5(%'0/!10! 5<,5?,0!!!!!!

&;0G!/'+&1+*1-!2*05?*0?G/(!.0/'*+*!+!A%+B%,%1+1(!1(!'*+'<G,0/!50.0!(,(. (&'0/!C?(!7+A0*(5(.!+!

+2*(&1%H+)(.-! 20%/-! &+/! 5*%+89(/! 5%(&'I7%5+/-! 0! %.20*'+&'(-! 4! &;0! /6! 0/! *(/?,'+10/-! .+/ !

'+. B4. !0!2*05(//0!2+*+!5F()+*!+!(,(/-!+!+'%'?1(!10/!(/'?1%0/0/D!!J//(/!2*05(//0/!/;0!*(2,('0/!

1(! /%'?+89(/! (! %14%+/! C?(! )(*+,. (&'(! %&/'%)+. ! +! 5?*%0/%1+1(-! 1+I! +! &(5(//%1+1( ! 1(! /+B(*!

(@2,0*<G,0/! 1(! ?. +! 2(*/2(5'%A+! /?7%5%(&'(. (&'(! +. 2,+! +'*+A4/! 1+! %&'(*+8;0! 1(! 1%7(*(&'(/!

7+'0*(/-!(!1(!%&5?,5+*!&0/!+,?&0/!?.+!+'%'?1(!1(!B?/5+!(!1(!50&7*0&'0/!1(!%14%+/D!

!!!!!!!!!!!!!!K,4.!10/!(,(. (&'0/! 0B/(*A+10/-!4!20//IA(,!+7%*.+*!C?(!+'*%B?%*!L&0A0/M!/%)&%7%5+10/!

+0/! 50&5(%'0/! 10! 5<,5?,0! &;0G/'+&1+*1-! 1(2(&1(-! (. ! 5(*'+! . (1%1+-! 10! C?(! /(! (&'(&1(! 20*!

5%N&5%+! .+'( . <'%5+-! 2*05(//0/! 1(! 70*. +8;0! (! +2*02*%+8;0! 1(! 50&5(%'0/! .+'(. <'%50/! (!

20//%B%,%1+1(/! 1(! 2*<'%5+/! (1?5+'%A+/! =(/'*+'4)%+/>-! 20%/-!(/'(/! 201(. ! 50&'*%B?%*!

/%)&%7%5+'%A+.(&'(!2+*+!+!.( ,F0*%+!1+!+2*(&1%H+)(.!.+'(. <'%5+!&0!(&/%&0!.41%0!20*!/(*(.!

2*0A05+10*(/!1(!*(7,(@;0!5*I'%5+D!!

!!!!!!!!!!!!!!O. +!0?'*+!50&5,?/; 0!C?(! (. (*)%?!1+!&0//+!+&<,%/(!4!+!&(5(//%1+1(!1(!'0*&+*!+5(//IA(,!+0!(&/%&0!. 41%0!

0/!+/2(5'0/!*(,(A+&'(/!10/! 50&5(%'0/!10!5<,5?,0!&;0G/' +&1+*1D!E(/' (! 50&'(@'0-!0!2+2(,!10!2*07(// 0*!4!1( !)*+&1( !

%.20*'P&5%+D!K/ !50&'*%B?%89(/ !1(/' (-!20*!/?+!A(H-!201(. !/(*!&0!/(&'%10!1(!&;0!2*(// ?20*!C?(!0/!+,?&0/ !'N. !?. !

5(*'0! %&'(*(//( ! 2(,0/! 50&5(%'0/! 5%(&'I7%50/-! (! /%.! 5*%+*-! +&'(/! 1(! '?10-! (//(! %&'(*(// ( ! (! +! &(5(//%1+1(! 1(//(!

50&F(5%. (&'0D!Q+*+!%//0 -!4!20//I A(,!2+*'%*!1( !2*0B,(. +/!*(+%/!C?(!+7('(. !0!+,?&0R!7+H(*G,F( !2*05?*+*!%&70*. +89(/!

*(,(A+&'(/-! ?/+*! /(?/! 50&F(5%. (&'0/! +&'(*%0*(/-! . 0/' *+*! ,+5?&+/! (! +2*(/ (&'+*G,F(! (,(.(&'0/! &0A0/! C?(! 20//+!

&(5(//%'+*-!20%/!4!2*(A%/IA(, !C?(!&;0!0/!(&50&'*(!20*!/%!. ( /. 0D!

!!!!!!!!!!!!!!S(!C?+,C?(*!. 010-!4!2*(5%/0!C?(!0!+,?&0!+2*(&1+!+!1%*(5%0&+*!/(?!+2*(&1%H+10D!S+I-!

+! &(5(//%1+1(! C?(! /(! %&/'+,(! &0! (&/%&0! .41%0! :! 0! C?+&'0! +&'(/! 20//IA(,-! ?.+! 5?,'?*+! C?(!

B?/C?(! 0!conhecimento matem‡tico! +'*+A4/! 1+! %&'(*+8;0! 1(! /( ?/! 1%A(*/0/! +/2(5'0/! (! 1(!

2*<'%5+/! C?(! 20//%B%,%'(.T! ">! 50&F(5(*-! (.! ?. ! &IA(,! +2*02*%+10-! +/! %14%+/! (! 0/ ! . 4'010/!

7?&1+. (&'+%/!1+!U+'(.<'%5+-!B(.!50. 0!+2*(5%+*!0!/(?!A+,0*!(!+!/?+!&+'?*(H+R!V>!1(/(&A0,A(*!

+!5+2+5%1+1(!1(!?'%,%H+*!+!U+'(.<'%5+!2+*+!/0,?5%0&+*!2*0B,( . +/-!*+5%05%&+*!(!50.?&%5+*-!50. !

50&7%+&8+!(.!/%!.( / . 0R!W>!2(&/+*!50.0!.+'( . <'%50-!%/'0!4-!(@2,0*+*!/%'?+89(/!. +'(. <'%5+/-!

B?/5+*!.01(,0/-!70*. ?,+*!(!50.2*0A+*!F%26'(/(/-!)(&(*+,%H+*!(!2(&/+*!,0)%5+.(&'(D!!J&7%. -!+!

50. 2('N&5%+! .+'( . <'%5+! C?(! '010! +,?&0! 10! (&/%&0! .41%0! 201(! (! 1(A(! 1(/(&A0,A(*! 4! +! 1(!

%&'()*+*!(//+/!2*<'%5+/!A%/+&10!+!?.+!50. 2*((&/; 0!50&5(%'?+,!50&'(@'?+,%H+1+!(!/%)&%7%5+'%A+D!
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!!!!!!!!!!!!!!%&'!())&*!+, !&+-'&!. )/01-&!2+0!, 0'010!30)-.2+0*! '040'05)0!.&!1&6-07-&!6&!2+.8!0)-9! (6)0'(3&!&! .8+6&*!

/&()!0)-0!4&'6010!.!0)-' +-+' .! /.'.! &!./ '063(:.3&;!<0))0!, &3&*!=(=061(. '! =9'(.)!)( -+.>?0)!3(40'06-0)!@/ '&A80, .)B*!

&+!-06-.' !1&(). )!3(40'06-0)!@' 0)&8+>?0)!5!/&'! 070, /8&B*!C!, +(-&!(, /&'- . 6-0;!D1'03(-. , &)!2+0!6+, .! /0 ')/01- (=. !

1&6-07-+.8(:.3 .! 3&! 06)(6&! 30! E . -0, 9-(1.*! 6F&! ).A0'! .G(' ! 3(.6-0! 30!+, ! /'& A80, . ! 4.:! 1&, ! 2+0! &! .8+6&! )0!

1&6106-'0!0, !./ ' 0630'!+, .! ,.6 0(' .!30!' 0.8(:.' !.8G&!30)1&6H01(3&*!6&=&!0!-., AC, !/ ' &1+'.'!06-0630' !.)!'.:? 0)!

/08. )!2+.()!4.8H&+!&+!4&(!A0, !)+103(3&;!

!!!!!!!!!!!!!!I0G+63&!&!1(06-()-.!3.!1&,/+-.>F&!0!/)(1J8&G&!1&G6(-(=&!K&G0'! I1H.6L"!@"$$M*!/;NOOB*!!

                                       O segredo para aprender, depois de ter tentado fazer algo, ter falhado e 
avaliado suas pr—prias a•›es, est‡ no processo de generaliza•‹o. N‹o Ž 
suficiente apenas aprender como agir em determinada situa•‹o; voc• deve 
saber tambŽm como generalizar a li•‹o que aprendeu, para que ela se 
aplique em outras situa•›es. Se voc• n‹o for capaz de fazer isso, adquiriu 
uma cole•‹o estreita de informa•›es n‹o relacionadas, œteis apenas em 
dom’nio espec’ficos, mas inœteis em qualquer outro caso; !

!
!!!!!!!!!!!!!!P()56&)! 06-F&!3(.6-0! 30!+, .! 2+0)-F&!1'+1(. 8! 6F&! )J! /.'.! &!. / ' 063(:. 3&! 30!E . -0, 9-(1.Q!estabelecer 

rela•›es;!E&)-'.'!2+0!C!/&))R=08!30)06=&8=0' !0)).!/'9-(1.!6.)! .+8.)!30!E.-0, 9-(1.*!.(63. !2+0!-0&'(1.,06-0!S!/&'!

062+. 6-&*!4&(!+, !3&)!&AT0-(=&)!30))0!-' . A.8H&*!2+0!0)/0'&*!/08&!, 06&)!0, !/.'- 0*!-U58&!1&6)0G+(3&;!V!.8-. , 06-0!

30)0T9=08!2+0!&)!1&610(-&)!3&!1981+8&!6F&5)-.63. '3!)0T., !30)06=&8=(3&)!.!/.'- (' !30!)(-+.>?0)!30).4(. 3&'.)! 0!2+0!

.)!.-(=(3. 30)!064.-(:0, !&!0)-.A0801(,06-&!30!'08.>?0)*!=().63&!W!1&, / '006)F&!0!W!1&6)&8(3.>F&!3&)!1&610(-&);!

!!!!!!!!!!!!!!<. 3.! .! 1&, / 807(3.30!3.) ! 2+0)-?0)! 2+0! .6.8()., &)*! C! /'01()&! 30(7.' ! 18.'&! 2+0! .A&'3.'! 1&610(-&)!

1(06-R4(1&)!6&!06)(6&! , C3(&! 6F&! C!)(, / 80)*! '02+0'! / &' ! / . '-0! 30!/' &40))&'0)! 0! .8+6&)*! 0)4&'>&*!3()1(/ 8(6.! 0!

303(1.>F&!@1&6106-' .>F&B;! V! 1&, &! 3())0! X(, . ! @NOO"*! /;#B*! Ya œnica sa’da Ž o esfor•o honesto e o trabalho 

persistente. N‹o s— para aprender Matem‡tica, mas para tudo na vidaZ;! P6-'0-.6-&*! /&305)0!3(:0'! 2+0*!/.'. !

, +(-&)!.8+6&)!!C!!./ .(7&6.6-0*!!0!/&+1.)!07/0'(U61(.)!)F&!-F&!G' .-(4(1.6-0)!1&, &!30)1&A'('!.!)&8+>F&!30!.8G+, . !

1&().! 2+0!0)-(=0, &)!/ ' &1+' .63&;!P64(, *!!&!!!1&6H01(, 06-&!!!!1(06-R4(1&!!!C!!!+, !!!3&)!!(6)-' +, 06-&)!!, . ()!

!

@"B!V!3('0-&'! 3&![6)-(-+-0!4&'!-H0!X0.'6(6G!I1(0610)!6. !\&'-H ] 0)-0'6!^6 (=0')(-_!0!.+-&'!30!3(=0')&)!8(='&)!)&A'0!
1'(.-(=(3.30*!. / '063(:.3&!0!(6-08(GU61(.!.'-(4(1(.8*!06-'0!&)!2+.()!30)-.1.,&)Q!The Creative Attitude: Learning to 
Ask and Answer the Right Questions, 1&, ! %0-0'! `H(830'), Dynamic Memory, Tell me a Story 0 The 
ConnoisseurÕs Guide to the Mind. 
/&30'&)&)!2+0! .! 1+8-+'.!H+,.6.! 30)06=&8=0+!/.'.! 1&6H010'! 0! 07/8(1.'! .! '0.8(3.30*! /&'! ())&*! ! C! /'01()&!

1&6-07-+.8(:958&!6.)! 6&)).)!). 8.)!30!.+8.!0*!, &)-'.'!2+ 0!C!+, .! , . 60('.!, +(-&!4'+-R40' .! 30!'0)&8=0'!/'&A80, . );!

!!!!!!!!!!!!!!%&'! 4(, *! 0)/0'., &)! 2+0!0))0!-'.A. 8H&!)0! -&'60!+, ! (6)-'+, 06-&! 30! 3()1+))?0)! /' &=0(-&).)*! /.'.! 2+0!

/&))., &)!.=. 6>.'*!30!4&', .!04(1(06-0*!6.!, 08H&' (. !3.!2+.8(3.30!3&!. / '063(:.3&!30!E. -0, 9-(1.!6&!06)(6&!, C3(&;!!
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D=6L=@-0>!4/910-!Q@21-02=6!/!'2@5127-!@=!U_$%+!"KKH3!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!3!,/:6/Ou/;! ;-.0/! -! /9;29-!@=!< =1/<5127=3!(9!BQ)t,(*+! ,-.29;-9! S3!n-0eo3!
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!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!3!_-6`/12<!@/!/@87=RP-!<=1/< 5127=3!%9-!#+!9G!f#+!!<=03!"KKK3!
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!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!3!_-6`/12<!@/!/@87=RP-!<=1/< 5127=3!%9-!KC"\+!9G!"\K+!!m86C=e-3!J\\J73!
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- 1+*- 4+,01%!56'!"%!X8!"7!"RR9%!

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!%!*+!1(%!Z1+*- 4+,01O! F*P/6.'! 0,0('! 1+/1(,<1.'%! C,'! .*! h16*,H'O! 5'! V,:H'!
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