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RESUMO

Esta dissertagdo apresenta uma analise tedrica sobre os conceitos do calculo
nao-standard, evidenciando os seus aspectos epistemoldgicos, filosoficos e historicos, e
também, o papel da intui¢do na formacdo dos conceitos matematicos. As principais questdes
que suscitamos surgem das minhas experiéncias como professora de Matematica no ensino
médio e no ensino superior, por meio de questionamentos sobre o baixo desempenho dos
alunos e do meu interesse em estudar conceitos matematicos “fecundos” que possibilitem
estabelecer relagdes. Deste modo, temos como objetivo central identificar possiveis
contribui¢des dos conceitos do calculo nao-standard para o ensino médio. E também,
contribuir, a0 apontar praticas pedagodgicas que possibilitem “novas” formas para aprender
conceitos matematicos, € que podem ser desenvolvidas por professores ¢ alunos. Nessa
analise, consideramos os pressupostos de que a aprendizagem matematica no ensino médio,
resulta de um bom nivel de articulag@o entre os aspectos citados dos conceitos matematicos, a
intui¢do, e também, a linguagem matemadtica (sem exageros simbdlicos) no processo de
sistematizacdo e formalizacdo dos conceitos matemadticos. Inicialmente, apresentamos o
desenvolvimento dos infinitésimos — conceito basico do calculo nao-standard, e
posteriormente, os conceitos de continuidade, derivada e integral. Além disso, sdo
apresentadas idéias sobre a capacidade cognitiva do aluno fundamentadas nas teorias de
Piaget e Vygotsky, e numa perspectiva contextualizada - com base nos PCNEMs, algumas
reflexdes acerca da Matematica, da formagdo e aprendizagem de conceitos cientificos
matematicos e estratégias que podem contribuir, de maneira significativa, para a melhoria das
aulas de Matematica. Por fim, perante a necessidade imperativa de melhorar a qualidade do
ensino de Matematica, podemos dizer que a nossa analise € relevante por apresentar algumas
sugestdes no sentido de, pelo menos, minimizar os problemas relacionados com a

aprendizagem matematica no ensino médio.

Palavras-chave: calculo nao-standard, intuicdo, contextualizacao, aprendizagem matematica,

ensino médio.



ABSTRACT

This dissertation presents a theoretical analysis about the concept of non-standard calculus by
making evident its epistemological, philosophical, and historical aspects as well as the role of
intuition in the constitution of mathematical concepts. The main issues we suscitate in this
work emerge from my experience as a teacher of mathematics in Brazilian high schools and
colleges wherein I have been facing many situations involving the low performance of the
students as well as my own interest in studying “fecund” mathematical concepts which allow
me to establish relationships with reality. Thus the central target of this work is the
identification of possible contributions of the concept of non-standard calculus to the learning
of mathematics in Brazilian high schools. We also attempt to contribute to this discussion by
identifying pedagogical practices which allow the students to have new forms of learning
mathematical concepts which, in turn, can be developed by teachers and students themselves.
With this analysis, we consider the pressupposition that the learning of mathematics in high
school is the result of a high level of articulation between the aforementioned mathematical
concepts, intuition, and the mathematical language — without any symbolic exageration —
during the process of systematization and formalization of those mathematical concepts.
Firstly, we present the development of the infinitesimal — which is one of the basic concepts
of the non-standard calculus — and, after that, the concepts of continuity, derivative, and
integral. Moreover, we present some discussions involving the cognitive capacity of the
students in the learning process based on Piaget’s and Vygotsky’s theories. From a
contextualized perspective, we take into consideration the PCNEMSs and reflect on the role of
mathematics as well as the construction and the learning of scientific mathematical concepts
and strategies which can contribute significantly to the improvement of mathematics classes.
Finally, due to the imperative necessity of improving the learning of mathematics, we defend
that the analysis contained in this work is relevant because it makes some suggestions in
terms, at least, of the attempt of minimizing the problems related to the learning of

mathematics in brazilian high schools.

Keywords: non-standard calculus, intuition, contextualization, learning of mathematics, high

school
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INTRODUCAO

O proposito deste estudo ¢ trabalhar com os conceitos matematicos do calculo
nao-standard com o objetivo de identificar na analise dos conceitos, possiveis contribui¢cdes
historicas, filosoficas, epistemolodgicas e pedagogicas para o ensino médio; e contribuir com
indagacdes acerca da insercdo de idéias cientificas “fecundas” para o aprendizado do aluno
nesse nivel de ensino; e provocar uma discussdo entre os professores de Matematica que
formam outros professores e que também atuam no ensino médio sobre as idéias do calculo
nao-standard.

Sem duvida, o célculo ocupa lugar de destaque no desenvolvimento cientifico, pois
sua parte conceitual esta presente nas grandes idéias da ciéncia, a exemplo da teoria restrita da
relatividade. Mas ¢ indispensavel buscar a compreensdo de suas diferentes abordagens para
mostrar como seus conceitos foram estruturados e, conseqiientemente, formalizados. Os
primordios do célculo nos remete aos antigos gregos, passando por inimeros matematicos
como Arquimedes, Leibniz, Newton, Euler, Pascal, Robinson. Este ultimo, na década de 60,
contribuiu de forma decisiva para ampliar o campo de atuacdo do calculo ao desenvolver a
teoria da analise ndo-standard, da qual o calculo nio-standard faz parte. Essa teoria faz um
resgate dos infinitésimos, conceito que teve varios significados e que agora sdo aceitos na
estrutura dos nimeros hiper-reais, representado por *R, que sdo constituidos pelos nimeros
reais ( R), infinitésimos e niameros infinitos. Os infinitésimos que sdo os & € *R cujo mddulo
¢ menor que todos os reais positivos e os infinitos que sdo os Q € *R cujo modulo ¢ maior
que todos os reais positivos. Assim, um namero & ¢ tido como infinitamente pequeno, ou
infinitesimal, se —a < & < a para cada niimero real positivo “a”. Entdo, o Unico nimero real
que ¢ infinitesimal ¢ o zero e se “a” e “b” sdo numeros hiper-reais cuja diferenca a — b ¢
infinitesimal, dizemos que “a” ¢ infinitamente proximo de “b”- representado por (a = b).

Os fundamentos dos conceitos do calculo ndo-standard s3o instrumentos/elementos
da ciéncia Matematica que contribuem para o desenvolvimento cientifico. Sua apresentagao
de forma contextualizada no ensino médio podera proporcionar aos estudantes deste nivel de
ensino, o exercicio da estruturagdo e objetividade de seus pensamentos, pois “a formagdo de
conceitos é o resultado de uma atividade complexa, em que todas as fungoes intelectuais
basicas tomam parte” (VYGOTSKY, 1998a, p. 72-73), ¢ uma aprendizagem que tem por
objetivo prover a compreensdo por mostrar como esses conceitos foram se estruturando no

decorrer da evolugao da Matematica.



Existem diferentes enfoques sobre o célculo. Mas trabalharemos com o enfoque
infinitesimal (nosso objeto de estudo), por apresentar algumas vantagens para o entendimento
do aluno sobre calculo — ¢ nosso entendimento. Neste, primeiro, abordam-se as nogdes
intuitivas que originaram o calculo; segundo, a conceituacdo e aplicacdo dos conceitos de
derivada e integral e depois as aplicagcdes dos infinitésimos fora da Matematica - o que o
diferencia do enfoque classico, no qual se aprende calculo pela abordagem tradicional do
conceito de limite, verdadeira dor de cabeca para os estudantes.

A intuicdo ¢ uma poderosa aliada a especulagdes, inclusive sobre como aprender-
ensinar célculo. Portanto, por ser professora de Matematica do ensino médio e superior,
sempre quis saber mais sobre como os conceitos do calculo se desenvolveram, e agora neste
trabalho de dissertacdo para o mestrado tenho a oportunidade de fazé-lo. Procurarei fazer o
melhor para que o trabalho dé conta de apresentar algumas contribui¢des ao ensino, como
também, provocar uma mudanga de atitude nas aulas de Matematica do ensino médio.

A Matemadtica ¢ uma ciéncia que precisa ser desmistificada frente aos alunos do
ensino médio que a encaram, em grande maioria, sem perspectiva de aprender, pois a
consideram sem atrativos. E preciso fazer um movimento inverso a esta perspectiva para
mostrar o quanto a Matematica tem de interessante aos jovens deste nivel de ensino.

Nossa escolha pressupde que o ensino de conceitos de calculo no ensino médio na
perspectiva do célculo ndo-standard contribuird para: 1) Diminuir o hiato entre o que o aluno
tem aprendido no ensino médio e o que ¢ ensinado no nivel superior, ou seja, permitir ao
aluno conhecimento de conceitos e técnicas operatorias que facilitam sensivelmente a
aprendizagem matematica, enfim, que a passagem do ensino médio ao superior seja continua
e ndo apresente tanta descontinuidade, como agora. 2) Estabelecer uma interdisciplinaridade
(de fato) entre certos conteudos de Fisica e algumas idéias matemadticas. 3) Trabalhar a
“contextualiza¢do” além do cotidiano do aluno, ou seja, apresentar os aspectos teoricos,
histéricos e filoséficos dos conceitos e suas contribui¢des para a Matematica e outras ciéncias
(fortemente recomendada nos PCNEMSs). 4) Trabalhar com modelos matematicos, que
embora possam ser chamados de simples, se transformam em padroes confidveis a
compreensdo de situacdes-problema.

De modo geral, temos um ensino mais problematico do que ¢ divulgado, tanto na
educagdo basica (ensino fundamental e médio) quanto no nivel superior. Mesmo as melhores
escolas e universidades sdo bastante desiguais nos seus cursos, metodologias, formas de
avaliagdo, propostas pedagdgicas, infra-estrutura. No nosso sistema de ensino, predominam a

fala massiva e massificante, professores mal preparados, mal pagos, pouco motivados, um



numero excessivo de alunos por sala e alunos que ainda valorizam mais o diploma do que o
aprender. Entdo, ¢ preciso reconhecer: temos um ensino de Matematica no nivel médio que
ndo tem sido satisfatorio, mas temos a possibilidade de torna-lo mais ‘“contextualizado”.
Porém, a contextualizacdo ao qual me refiro nao trata s6 das questdes cotidianas, tdo em voga
ultimamente, mas de um contexto que deve considerar os aspectos historicos, filosoficos,
conceituais e pedagdgicos dos assuntos estudados. Portanto, € preciso ao professor conhecer
os métodos de investigacdo usados na constru¢do dos saberes matematicos, como também ter
competéncia para formular questdes que estimulem a reflexao dos alunos, e sensibilidade para
apreciar a originalidade e a diversidade na elaboracao de hipoteses e solu¢des de problemas.
A sala de aula esta cada vez mais sem atrativo e os alunos cada vez mais
desinteressados de seu modelo classico baseado na transmissdo de conhecimento,
memorizacdo e reprodugdo. Creio, ser preciso trabalhar a Matematica no ensino médio numa
perspectiva de movimento, variagdo, mudanca, a comecar pelos conceitos que traduzam estas
1déias, os conceitos do calculo nao-standard. Na verdade, as noc¢des do calculo nao-standard
sdo um bom exemplo do que ndo € estatico no processo de ensino-aprendizagem da
Matematica — é fecundo. Ora estd em conformidade e ora em contradicdo com as idéias
intuitivas dos alunos. E uma oportunidade para aprender com a diversidade dos fundamentos

do célculo. Existem diferentes e legitimas possibilidades.



CAPITULO1
O DESENVOLVIMENTO CONCEITUAL DOS INFINITESIMOS

Afinal de contas o que sdo os infinitésimos? Historicamente, suas primeiras nogdes
surgiram entre os gregos e se desenvolveram ao longo dos tempos. H4 evidéncias de que os
gregos admitiam “que uma grandeza pode ser subdividida indefinidamente ou que é formada
de um numero muito grande de partes atomicas indivisiveis.”(EVES, 1995, p.417). Na
verdade, muitas foram as respostas dadas pelos matematicos, algumas pouco convincentes,
outras mais esclarecedoras e identifica-se também, alguns matematicos que a evitaram. Mas
somente no século XX, ¢ que foram devidamente formalizadas as nogdes sobre os
infinitésimos nos trabalhos do matematico, fisico, 16gico americano Abraham Robinson
(1918-1974) na década de 60.

Das respostas dadas, a idéia de movimento, aparentemente trivial ao senso comum,
porém cerne de questdes ontoldgicas da Ciéncia, teve no filosofo Zendo de Eléia, discipulo de
Parménides, nascido por volta de 450 a.C., na Magna Grécia, um dos seus maiores
explicadores da época. Zendo tentava demonstrar com seus estudos a existéncia de
dificuldades na relagdao do senso comum com o pensamento filosofico-cientifico do seu tempo
e, destacou-se ao construir argumentos engenhosos (mais conhecidos como paradoxos'), nos
quais chamava a atenc¢do para a impossibilidade de compreender a idéia de movimento ao
considerar qualquer uma das suposigoes gregas, por “mostrar-nos que o movimento ndao pode
ser compreendido como uma sucessdo de estados particulares; considerd-lo assim, equivale a
abordar o seu estudo por um método estdtico que traz consigo o gérmen da infecundidade e
da incompreensdo.”(CARACA, 1989, p.215). Defensor da tese de que “a realidade ¢é a
permanéncia, aquilo que ndo muda”; seu objetivo era demonstrar que os matematicos gregos
da época ndo conseguiam exprimir de modo conciso as relagdes entre quantidades varidveis
(inclui o gérmen do conceito de infinito).

Dos intmeros argumentos construidos por Zendo, destaquemos dois: o da Dicotomia®
e o da Flecha®. O argumento da Dicotomia tenta mostrar que o movimento é impossivel, pois

para que um corredor possa mover-se do ponto A para o ponto B, ele precisa primeiro

(1) Paradoxo — argumento que contraria crengas compartilhadas pela maioria, ou seja, € uma opinido contraria
ao senso comum. Auto-contradi¢do logica, devido a auto-referéncia.

(2) Dicotomia — Se um segmento de reta pode ser subdividido indefinidamente, entdo o movimento ¢ impossivel
pois, para percorré-lo, é preciso antes alcangar seu ponto médio, antes ainda alcangar o ponto que estabelece a
marca de uma quarto do segmento, e assim por diante, ad infinitum. (EVES, 1995, p.418).

(3) Flecha — Se o tempo ¢ formado de instantes atdomicos indivisiveis, entdo uma flecha em movimento esta
sempre parada, posto que em cada instante ela estd numa posic¢do fixa.(EVES, 1995, p.418).



alcancar o ponto médio da distancia AB, e o ponto médio da distancia remanescente € assim
por diante. Conclusdo: Sobrardo sempre metades a serem percorridas e, portanto, nunca a
distancia total AB sera percorrida. O corredor nunca alcangaria seu destino. Seus argumentos
mostravam que um segmento finito pode ser dividido num nimero infinito de pequenos
segmentos, cada um deles com um comprimento finito.

As distancias percorridas formam a seguinte seqiiéncia numérica infinita: 2 + % +
1/8 + 1/16 + 1/32 + ... . Tal seqiiéncia ¢ na verdade uma progressdo’ geométrica de termos
infinitos e de razdo igual a Y.

Para Zendo ¢ os gregos, segundo Borges (1999), qualquer totalidade com um ntimero
infinito de termos ¢, também infinito. Eles raciocinavam que uma soma com infinitos termos
tem por resultado um numero infinito. Os paradoxos de Zendo, qualquer que tenha sido sua
motivagdo, provocou a exclusdo dos infinitésimos das discussdes gregas, cuja “concepgdo
discreta do numero se opoe a intui¢do do continuo geométrico”’(OLIVEIRA, 1990, p.6) e,
somente foram compreendidos — os paradoxos, a partir do século XIX, quando os
matematicos criaram o instrumental adequado: os conceitos de funcdo, variavel, continuidade
e o de limite.

Dada a importancia desses paradoxos a compreensdo da idéia de movimento,
continuaremos a falar deles. Para tanto, utilizar-se-4 um pouco da linguagem da Loégica
Classica pelo seu carater universal.

Idéias basicas dos paradoxos.

(I) Se o espago e o tempo sdo infinitamente divisiveis ndo ha movimento, porém, se
ha movimento, o espaco e o tempo nao sao infinitamente divisiveis.

(IT) Se o espaco e o tempo nao sdo infinitamente divisiveis, entdo ndo ha movimento,
porém, hd movimento, logo, o espago e o tempo sdo infinitamente divisiveis.

Da (I) decorre os paradoxos de “Aquiles e a Tartaruga” e o da “Dicotomia”, enquanto
que da (II), decorre o da “Flecha” e o do “Estadium”.

Consideremos as proposi¢des p e q para (I) e (II).

p: O espago e o tempo sdo infinitamente divisiveis.

q: Ha movimento.

Assim, para (I) teremos: [(p > ~q)Aq] = ~p

(4) Sao grandezas que sofrem variagdes iguais em intervalos de tempos iguais. “As seqiiéncias mais simples sdo
conhecidas desde o tempo dos gregos, onde cada termo resulta do precedente por uma operagdo simples.
Distinguem-se dois tipos de progressoes: aritmética e geométrica” (CATUNDA, 1972, p.158). Vale ressaltar que
os matematicos, com o conceito de limite — desenvolvido no séc XIX, mostraram que o limite da progressdo
geométrica acima ¢ igual a 1 e portanto, pode-se percorrer a distancia AB.



Traduzindo: Se o espago e o tempo sdo infinitamente divisiveis, entdo ndo ha movimento. Ha
movimento.

Logo, o espago e o tempo ndo sdo infinitamente divisiveis.

Agora, para (Il): [(~p—>~q)Aq]=Dp
Traduzindo: Se o espago e o tempo ndo sdo infinitamente divisiveis, entdo ndo ha movimento.

Ha movimento.

Logo, o espago e o tempo sao infinitamente divisiveis.

Enfim, admitindo-se qualquer das suposic¢des (I) ou (II), o movimento ¢ impossivel.
Mas ¢ claro, que mesmo com todos esses argumentos sobre a impossibilidade do movimento,
Zenao nao quis negar o movimento fisico, e sim apontar a sua problematica. Logo, quando o
filosofo Didgenes pensou ter refutado os paradoxos de Zendo ao levantar-se e sair andando
”demonstrando” assim, a existéncia do movimento — estava apenas, sendo engracado. Zendo
sabia muito bem que as pessoas em geral eram capazes de se mover. Na verdade, ndo se pode
enfrentar os paradoxos de Zendo como o fez Didgenes, recorrendo ao movimento fisico. O
cerne da argumentacio zenoniana foi resolvido por Cantor’ ao mostrar a equivaléncia entre a
totalidade infinita e qualquer uma de suas partes.

Cada ¢época, com seu desenvolvimento caracteristico, apresentou e apresenta
problemas que desafiam as mentes curiosas. Um destes problemas, foi o estudo do
movimento. Entdo, qual ¢ a esséncia do movimento? E bom lembrar que “o movimento de que
estamos tratando é tdo somente uma correspondéncia entre posi¢do e tempo.”(BORGES,
1999, p.4). Se desejarmos fixar a posi¢do de um certo mével, em determinado instante da sua
trajetoria, ele ja ndo se encontra mais, pois entre dois instantes, por mais proximos que sejam
um do outro, o moével percorreu um segmento, com uma infinidade de pontos. A cada
instante, 0 mdvel estd e ndo estd em determinado ponto, pois entre ponto e ponto, por mais
proximos, existem uma infinidade de pontos. E como ser ¢ ndo ser. Alids, pode-se
compreender o ser como repouso — “estou aqui, estou aqui” € 0 nao ser ¢ 0 movimento como
um todo percebido pelos nossos sentidos (senso comum) - “estou aqui, estou ali” — “estou
aqui, estou ali”. Reconhecer essa questdo do ser e do nao ser, do estd e do ndo estd em

determinado ponto, ¢ considerar que o mundo passa a se colocar novos problemas e, ndo ¢

(5) Georg Cantor (1845-1918) estudou o infinito e foi o criador da Teoria dos Conjuntos no final do séc. XIX.
Sua teoria retomou uma idéia antiga ¢ simples da humanidade: a idéia de correspondéncia. Através dessa idéia
mostrou que para totalidades infinitas, o todo pode ser equivalente a uma de suas partes. Vejamos: seja a
totalidade dos ntimeros inteiros positivos, que ¢ infinita, contém nuimeros pares e impares. Retirando-se os
numeros impares, pode-se pensar que o resto ¢ a metade do que se tinha no inicio. Mas continuam a existir
tantos numeros pares quantos eram os numeros inicialmente, ou seja, para cada nimero par hd um nimero
correspondente inteiro positivo.



possivel compreender o movimento como uma sucessao infinita de estados de repouso.

Portanto, para compreender o movimento, faz-se necessario, novos conceitos, que
segundo Caraga (1989, p. 218), “deve ser de natureza a permitir que se dé conta da infinidade
de estados possiveis entre dois estados quaisquer, de natureza a permitir-nos trabalhar, ndo
50 com estados determinados, mas com a infinidade das possibilidades entre dois estados.”
De fato, também ¢ preciso desenvolver novas atitudes, renunciar a idéias dominantes —
cristalizadas, a exemplo da idéia de velocidade. A velocidade ndo ¢ mais discutida da
perspectiva de Aristoteles — a forga ndo ¢ mais proporcional a velocidade (base da Fisica de
Aristoteles) e sim, proporcional a aceleracao (base da Fisica de Newton).

Outro exemplo de quebra de hegemonia a desencadear novas atitudes foi a derrocada
do movimento circular uniforme, que embora de acordo com a mentalidade finitista dos
gregos antigos, recebeu contestagdes pela primeira vez nas leis de Kepler. Esse “movimento
perfeito” que dominou as Cosmologias de Platdo a Copérnico, passa a ser observado como um
mero movimento, ndo mais importante do que outros. Assim, ao pensar em “movimento como
a solidariedade do ser e do ndo ser, da permanéncia e da impermanéncia” (BORGES, 2002b,
p.2), fica a idéia de movimento bem caracterizada no conceito de variavel°.

Deve-se lembrar, porém, que o grande matematico grego Arquimedes de Siracusa
(287 - 212 a.C), tratou de forma intuitiva/incipiente das primeiras nogdes dos infinitésimos em
alguns dos seus inimeros trabalhos. Suas idéias suscitaram inimeros problemas que contém
os germens de que hoje conhecemos como calculo diferencial e integral (AABOE, 1984;
BORGES, 2002b). Arquimedes pode ser considerado o precursor das idéias do calculo
diferencial e integral, como também criador de uma matematica que ¢ o prolongamento da
geometria euclidiana.

Arquimedes mostrou, por exemplo, através do método da exaustdo’, cuja idéia ¢
“espremer” a quantidade que se procura, quer seja um volume, ou uma superficie entre duas
outras que podem ser calculadas (¢ indispensavel que essas duas grandezas possam se
aproximar uma da outra indefinidamente), que a 4drea de um segmento parabdlico ¢

equivalente a dois tercos (2/3) da area de um retdngulo de mesma base e altura; que o volume

(6) Uma variavel ¢ algo que pode assumir todos os valores de um determinado conjunto — ora um valor, ora
outro valor. Entdo, seja um conjunto qualquer E finito ou infinito, e seja X o seu representante, isto €, x € o
simbolo (variavel) representativo do conjunto E. Ele representa, assim, a vida coletiva de um conjunto.

(7) E creditado por muitos historiadores ao matematico grego Eudoxo (408 — 355 a.C), ligado a academia de
Platdo, as idéias fundamentais desse método. Tal método parte do pressuposto de que uma grandeza pode ser
subdividida indefinidamente, e cujo enunciado consiste em: Se de uma grandeza subtrai-se uma parte ndo
menor que sua metade, do restante subtrai-se também uma parte ndo menor que sua metade, e assim por diante,
se chegara por fim a uma grandeza menor que qualquer outra predeterminada da mesma espécie. No século
XVIII, o emprego de coordenadas permitiu uma ampla generalizagdo do método de exaustao.



de uma esfera ¢ dois ter¢os(2/3) do volume do cilindro circunscrito, além de outros exemplos.
Mas pode-se empregar esse método na prova de proposicoes tais como: i) a razao entre cones
e cilindros de mesma altura ¢ igual a razdo entre suas bases; ii) qualquer cone ¢ a terga parte
do cilindro que tem a mesma base e igual altura.

Sem duvida, o calculo de areas e volumes de figuras limitadas por curvas e
superficies ¢ um dos problemas que tratam dos infinitésimos, como também, obter a
velocidade e a aceleragdo em qualquer instante, dado tempo e espago; obter a tangente de uma
curva e estudar maximos e minimos de uma funcao.

E importante perceber que em certas épocas do desenvolvimento dos infinitésimos
houve auséncia de rigor, pois uma das suas caracteristica consistia ora ser considerado uma
quantidade diferente de zero e ora ser igual a zero. Este processo de mudar ligeiramente a
varidvel e considerar valores vizinho se configura na esséncia da andlise infinitesimal. Um
exemplo caracteristico dessa situacdo ¢ o método desenvolvido por Fermat por volta de 1638,
que em termos de notagdo cartesiana, segundo Boyer, consiste em: Seja a ordenada da curva
dada por 2x® — 5x* + 4x — 7. Entdo, num ponto vizinho, de abscissa x + E (o valor de E deve
ser indefinidamente pequeno), a ordenada sera 2(x + E)3 —-5(x + E)2 + 4(x + E) — 7. Fermat
argumentava que num ponto de maximo ou de minimo a varia¢do da ordenada ¢ desprezivel
desde que a variacdo E na abscissa seja pequena. Do desenvolvimento dos termos, obtém-se
como resultado (6x° — 10x + 4)E + (6x — 5)E* + 2E* = 0; entdo, ao dividi-lo por E e depois
fazer E igual a zero nos termos restantes, obtém-se a equagio 6x° — 10x + 4 = 0. Ao resolver
essa equagdo encontra-se 1 e 1/3 como abscissas dos pontos criticos® da curva, (BOYER,
1992, p.15). A preocupacao dos matematicos eram com os resultados obtidos pela aplicagcao
dos infinitésimos, o que os levava a definir vagamente seus termos e a usar seus métodos
livremente. Nao ¢ dificil concluir que usar Ax ou h onde Fermat escrevia E ¢ irrelevante.
Fermat ndo explica porque faz E igual a zero e seus sucessores também ndo explicam. Esta
falta de explicacdo perdurou até o abandono dos infinitésimos por Cauchy, Bolzano e
Weierstrass, como também, até os trabalhos de Abraham Robinson.

Contudo, em relagdo aos conceitos matematicos, podemos dizer que

Por muito tempo a maioria dos conceitos de que se ocupavam o0s
matematicos eram mal definidos; julgavam conhecé-los, porque os
representavam com os Sentidos ou com a imaginagdo, mas deles so tinham
uma imagem grosseira, e ndo uma idéia precisa sobre a qual o raciocinio
pudesse atuar. (POINCARE, 1995, p.17).

(8) Pontos onde a equagdo se anula.



Em meados do séc XVII ja eram razoavelmente bem conhecidas pelos matematicos
as regras necessarias para lidar com problemas de area, taxa de variagdo, maximos e
tangentes. Parafraseando Struik (1989), o problema da tangente consistia na procura de
métodos para encontrar a tangente a uma dada curva C em um de seus pontos P, com duas
tendéncias bem marcadas: geométrica (Cavalieri, Torricelli, Barrow, Huygens — preferiam o
método grego de raciocinio geométrico, sem se preocuparem muito com O seu rigor) e
algébrica (Fermat, Descartes, John Wallis). Fermat, em 1638 descobriu um método para
encontrar maximos € minimos alterando um pouco a varidvel numa equagao algébrica simples
e deixando a alteracdo desaparecer — € o processo que hoje chamamos de “diferenciagdo”.
Esse método foi generalizado em 1658 por Johannes Hudde para curvas algébricas mais
gerais. Mas, apesar dos matematicos ja determinarem tangentes, volumes e centroides’ nesta
época, a relacdo entre integral e diferenciagdo, como problemas inversos um do outro s6 foi
explicado em 1670 por Barrow numa forma geométrica dificil.
A ¢época reunia as condigdes para se constituir, a partir da analise infinitesimal, o
que hoje conhecemos como célculo. A idéia predominante era a idéia do movimento e,
conseqiientemente, a da acdo, a da variabilidade. Transformac¢ao, dependéncia, variavel: onde
encontrar o instrumento matematico adequado que nao somente refletisse essas idéias, mas
que as tornassem operacionalizaveis. Na verdade, “as técnicas estavam a mdo, o que faltava
era um senso de universalidade das regras” (BOYER,1992, p.17), pois

Cada problema exigia uma abordagem diferente e o sucesso dependia da
engenhosidade geométrica, habilidades com a dlgebra e uma boa dose de
sorte. Era preciso estabelecer procedimentos gerais e sistemdticos que
permitisse resolver com eficacia e eficiéncia os problemas. (MAOR, 2003,
p.95).

Muitos foram os fatores, de certa forma externos a Matematica, produzidos pelos
movimentos (relacdes) da sociedade que contribuiram para o desenvolvimento dos
infinitésimos. A inquietacdo dos gregos sobre o infinito proporcionou discussdes filosoficas
calorosas; o liberalismo de Looke que proporcionou a burguesia a base teérica para as
mudangas politicas e econdmicas; a exploragdo maritima ja nos séculos XV e XVI que tinha
por objetivo nao deixar nenhum canto do “mundo” sem ser visitado; o sistema heliocéntrico
de Copérnico que mexeu na forma de pensar vigente; Kepler que com suas leis sobre o

movimento planetdrio eliminou, de uma vez por todas, a concepgdo grega de um imaginario

geocéntrico; a mecanica celeste do séc. XVIIL.; e outras.

(9) Ponto central de uma figura.
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O aparecimento do livro de Bonaventura Cavalieri, discipulo de Galileu, em 1635,
intitulado Geometria indivisibilibus continuorum nova quadam ratione promota, segundo
Struik (1989, p.167), “estimulou um numero consideravel de matemdticos, em diferentes
paises, a estudar problemas que envolviam infinitesimais.” Para o historiador Eves (1995), as
raizes deste livro remontam a Demdcrito (c. 410 a.C.) e Arquimedes (c 287-212 a.C.), mas a
sua motivagado talvez esteja nas tentativas de Kepler de achar certas areas e certos volumes.
Eves também chama atencdo para o carater prolixo e pouco claro da obra, quando diz que ¢
dificil descobrir o que Cavalieri entendia por “indivisivel”.

Tudo indica que um indivisivel de uma por¢do plana dada é uma corda
dessa por¢do e um indivisivel de um solido dado é uma sec¢do desse solido.
Considera-se que uma porg¢do plana seja formada de uma infinidade de
cordas paralelas e que um solido seja formado de uma infinidade de secgoes
planas paralelas. (EVES, 1995, p.425).

Porém Cavalieri argumentava que fazendo deslizar cada um dos elementos do conjunto das
cordas paralelas de uma por¢ao plana dada ao longo de seu proprio eixo, de modo que as
extremidades das cordas ainda descrevam um contato continuo, a area da nova por¢ao plana ¢
igual a da original, uma vez que ambas sdo formadas das mesmas cordas. Procedimento
analogo vale para os solidos.

Para Boyer (1974), no método de Cavalieri ndo havia nenhum processo de
aproximacao continua, nem omissao de termos, pois ele usava uma estreita correspondéncia
um a um dos elementos em duas configuragdes. Nenhum elemento era descartado, qualquer
que fosse a dimensao. E,

Os indivisiveis, ou infinitésimos fixos, eram aplicados com tanto éxito a
problemas de mensuragdo de dreas e volumes, que o postulado fundamental,
que geralmente recebe o nome de “teorema de Cavalieri”, permanece
intacto nos textos elementares até os dias de hoje: Se dois solidos (ou
regioes planas) tém alturas iguais, e se secg¢oes paralelas as bases e a
distancias iguais delas estdo sempre numa dada razdo, entdo os volumes (ou
areas) dos solidos (ou regioes) também estdo nessa mesma razdo. (BOYER,
1992, p.11).
Cavalieri também, embora ndo tenha sido o Unico a utilizar a idéia dos infinitésimos, pois a
mesma estavam sendo amplamente usada por pessoas que estavam a par dos pensamentos
matematicos da época, a aplicou a uma variedade de novos problemas de forma engenhosa.
(BOYER, 1992).
Observa-se porém, que apesar da critica que o historiador Howard Eves faz ao
carater pouco claro dos indivisiveis, reconhece que as idéias de Cavalierie “representam

ferramentas poderosas para o cadlculo de areas e volumes e, ademais, sua base intuitiva pode
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facilmente tornar-se rigorosa com o calculo integral moderno”(EVES, 1995, p.426). Tanto ¢
assim, que a fecundidade das suas idéias tém sido reconhecida por matematicos
contemporaneos. Um exemplo desse reconhecimento aparece em alguns trabalhos do
renomado matematico brasileiro Elon Lages Lima, autor de diversos livros dedicados ao
ensino das idéias matematicas nos niveis superior ¢ médio.

Em seu livro Medidas e Forma em Geometria de 1991, E. Lages mostra o valor
pratico do principio de Cavalieri para calcular o volume dos so6lidos e o enuncia da seguinte
forma: Sejam A e B dois sdlidos. Se qualquer plano horizontal secciona A e B segundo
figuras planas com areas iguais, entdo vol (A) = vol (B).

Apesar de ndo demonstra-lo pois é um teorema'®, Lima (1991a, p.71) o aceita como
verdadeiro e diz que ¢ plausivel observar que “duas fatias muito finas, de mesma altura, cujas
bases tém a mesma drea, tém aproximadamente o mesmo volume.” Na verdade, pode-se dizer
que o volume de cada solido ¢ a soma dessas fatias, ou seja, o principio reduz o céalculo de
volumes ao célculo de area. E, para Lima (1991a, p.88-89), “o método mais eficiente e geral
que se usa hoje em dia para obter as formulas do volume e da area dos chamados “trés
corpos redondos ”(cilindro, cone e esfera) é o calculo infinitesimal, com a integracdo de
fungoes elementares.”

Outro livro importante escrito neste periodo foi Aritmética infinitorum (1655), de
John Wallis. Para Eves (1995), Wallis foi um dos matematicos mais capazes e originais de seu
tempo. Foi um dos primeiros a discutir as conicas como curvas de segundo grau, em vez de
considera-las como secgdes de um cone e, seu livro, apesar de algumas imperfei¢des logicas,
manteve-se como um tratado — modelo por muitos anos. Nesse livro aritmetizou a Geometria
indivisibilibus de Cavalieri e, segundo Struik (1989, p.170), “os seus métodos de
relaciona¢do com processos infinitarios eram muitas vezes grosseiros, mas ele obteve novos
resultados. Introduziu séries infinitas e produtos infinitos e usou com grande arrojo
expoentes imagindrios, negativos e fracionarios.”

E evidente que a questdo sobre o que sdo os infinitésimos continua; entio podemos
perguntar: como esta idéia foi estudada/compreendida a partir do século XVII, com a
invencdo do célculo que é considerada uma invengdo singular na Matematica, mas que nos
remete aos gregos para compreender o seu desenvolvimento ao longo dos tempos. As id¢ias
que fundamentam o célculo foram discutidas por inumeros matematicos, mas o

reconhecimento aos trabalhos de Newton em 1665-66 ¢ depois, independentemente, Leibniz

(10) Proposicdo que deve ser provada para ser aceita como verdade em uma determinada teoria.
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em 1673-76, deve-se ao pioneirismo (deles) por terem percebido que faltava uma
generalizagdo para as regras ja existentes; entdo desenvolveram um método geral para se
encontrar a taxa de mudanca de praticamente qualquer funcdo. Assim, Newton e Leibniz
serdo sempre mencionados juntos como inventores do calculo. Também, pode-se afirmar que
com o calculo se iniciou a domesticagdo do infinito, idéia que sempre fascinou os sabios da
Grécia Antiga.

Para reforcar o pioneirismo de Newton e Leibniz, vejamos o que disse 0 matematico
e historiador holandés Struik, que trabalhou em Géttingen e no MIT, nos Estados Unidos:

Um método geral de diferenciacdo e integragdo, derivado da compreensdo
de que um processo é inverso do outro, somente pode ser descoberto por
homens que dominaram o método geométrico dos Gregos e de Cavalieri,
assim como os métodos algebricos de Descartes e Wallis. Estes homens so
poderiam ter aparecido depois de 1660, e na realidade surgiram com as
figuras de Newton e Leibniz. (STRUIK, 1989, p.177).

Newton ndo usava a expressao “calculo diferencial e integral” nos seus trabalhos, tal
expressdo ¢ creditada a Leibniz por ter inventado um sistema de notagdo eficiente para o
desenvolvimento do calculo. Newton, porém, preferia chamar sua invencao de “métodos dos
fluxdes”. O que chamamos hoje de “quantidades varidveis” ele chamava de “fluente”. Para
Maor (2003, p. 103), professor de Historia da Matematica na Loyola University, em Chicago,
“a escolha desta palavra revela o funcionamento de sua mente. Newton era tanto fisico
quanto matemdtico. Sua visdo de mundo era dindmica, onde tudo se encontrava num estado
continuo de movimento, causado por for¢as conhecidas.”

A invencdo dos “fluxdes” por Newton, segundo Struik (1989), estd ligada aos seus
estudos sobre séries infinitas através da Aritmética de Wallis. Esse estudo o ajudou a estender
o teorema do bindmio'' a expoentes fracionarios e negativos e a descoberta das séries
binomiais. Com as séries binomiais estabeleceu a teoria dos “fluxdes” para todas as fun¢des —
algébricas ou transcendentes. Quanto a notagdo, Newton usava letras ponteadas ( v°,x"y",z")
para representar os “fluxdes” e letras sem pontos (v,X,y,z) para os “fluentes”.

Desejo observar que as idéias sobre os infinitésimos aparecem nos fundamentos do
calculo infinitesimal desenvolvido por Newton e Leibniz.

Os infinitésimos de Newton eram chamados “momentos de fluxdes” e eram
representados por v°0, x°0, y*0, z*0, sendo 0 (zero) “uma quantidade infinitamente pequena”.

Pode-se, segundo Newton, em qualquer problema, desprezar os termos que aparecem

(11) O teorema binomial para poténcias inteiras era conhecido na Europa pelo menos desde 1527, (BOYER,
1974, p.281). Mas coube a Newton fornecer as expansdes como parte do seu método de séries infinitas por volta
de 1664-65.
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multiplicados por poténcias de 0 (zero) iguais a ou maiores que 2 € obter assim uma equagao
envolvendo as coordenadas x e y do ponto gerador da curva e seus fluxos x° e y'.
Sabemos que Newton deu varios exemplos de como funciona o “método do fluxdes”. Seu
ponto de partida foi considerar duas varidveis que se relacionam através de uma equacao.

Vejamos como ele procede para encontrar o “fluxo”, isto &, a derivada de y = x* . A
quantidade x era considerada como uma quantidade “fluente”, variando com o tempo. Dizia
Newton: Deixemos que x flua por um tempo pequeno, de maneira que se chega a tornar-se
x + dx, onde dx ¢ um acréscimo evanescente ou infinitesimal de x. Temos entdo:
(x + dx)’ =x* + 2xdx + (dx)’ , sendo o acréscimo de y igual a 2xdx + (dx)’ . A razdo entre os
acréscimos ou incrementos é: 2xdx + (dx)’ = 2x + dx. Deixando dx desaparecer, a razdo se

dx
torna 2x.

Logo a derivada de y = x é 2x.

Newton afirmava que a razdo entre os fluxos y'/x* é a mesma que ha entre os
incrementos ou acréscimos evanescentes. Logo y*/x* = 2x , ou seja, y = 2xx".

Outro exemplo é o da equagio cibica x° — ax”> + axy — y° = 0 que nos permite
expressar a taxa de variacao de x em termos da taxa de variacdo de y e vice-versa, para cada
ponto P(xy) da curva.

Dada a equacio x° — ax” + axy — y° = 0 , substituindo x por x + x*0 e y por y + y°0,
obter-se-a:

x>+ 3% x°0 + 3x(x°0)* + (x°0)’— ax? —2ax x°0 - a(x*0)* +axy + ax y'0 +ay x°0 +

ax’0y’0- y’ -3y’ y'0-3y(y'0)’ - (y°0)’ =0

Agora, por hipotese, x* — ax> + axy — y° = 0 , portanto , eliminando os termos
remanescentes (restantes) divididos por “0”, ficara:

3x°x" +3x x"x°0 + X700 — 2ax x"—ax"x’0 + ax’y +ax y* - 3 y’y" +ax'y"0 —

3yy'y'0 — y©00=0

Mas visto que se supde “0” infinitamente pequeno, para que possa representar
momentos de quantidades, os termos que estdo multiplicados por ele sdo insignificantes em
rela¢@o aos outros; portanto, rejeito-os e fica:

3x% x"— 2axx" + ax"y + axy™— 3y’y" =0, donde_y’ = _3x* —2ax+ay

X 3y2 —ax
Nesse exemplo, segundo Struik (1989), Newton mostra que pensava nas derivadas

como sendo velocidades, mas também identifica uma certa imprecisao no seu modo de
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expressao. Os simbolos “0” sdo zeros? Sao infinitesimais? Ou sao nimeros finitos? Também,
tal posicao esta longe de ser clara. Newton, porém, tentou esclarecé-la em sua obra Principia
por reverter as primeiras idéias rudes sobre os incrementos “infinitamente pequenos” em
“momentos” e as dificuldades que se originavam da compreensdo, melhor, da falta de
compreensdo da teoria dos “fluxdes”, conduziram a muitas confusdes e a uma critica severa
do bispo Berkeley.

Mas ndo € s6 isso; com a invenc¢do do calculo resolveram-se problemas gerais como:
Dada uma curva e um ponto P sobre ela, define-se a inclinagdo da curva e da reta tangente a
curva nesse ponto.

Leibniz um dos inventores do calculo em 1675, ja tinha em 1677 um sistema bem
desenvolvido e funcional. Suas idéias, desde o comego se diferenciam das de Newton. As
idéias de Newton se baseavam na Fisica — ele considerava um fluxdo como uma taxa de
mudanca, ou velocidade, de um ponto cujo movimento continuo gerava a curva y = f(x).
Enquanto que as idéias de Leibniz estavam mais proximas da Filosofia, do que da Fisica. Suas
idéias moldaram-se num mundo muito mais abstrato, pois Leibniz pensava em termos de
diferencias, pequenos acréscimos nos valores das varidveis x e y.

Vejamos como Leibniz resolveu o problema geral do calculo diferencial.

/
Y
Yo b >
|
|
|
|
|
|
|
|
yo === Koy
o :P :
! ]
S/ Xo X1 X
Fig. 1.1

Seja P’ um ponto sobre a curva, muito perto de P. Dessa forma, a secante PP’ esta
bem préoxima da reta tangente em P. Isto posto, segue o raciocinio: Seja P’ um ponto
“infinitamente proximo” de P. Entdo a secante PP’ coincide com a reta tangente em P e a

inclinacao da reta tangente em P ¢ igual a inclinacdo da secante PP’.
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Agora, para calcular a inclinacdo da secante PP’, segundo a observacao de que “a
secante PP’ coincide com a reta tangente em P” precisamos achar a propor¢ao P’A/PA que ¢ a
tangente de o e a inclinagdo da secante PP’.
Logo tg o = tangente da secante = ‘ P’A ‘
[P°A |

Leibniz entdo raciocinava que ¢ igual a diferenca “infinitamente pequena” entre y; e
o, denominado-a de “diferencial de y”, simbolizado por dy, como também a diferenga entre
x; € xp, denominando-a de “diferencial de x”, simbolizado por dx.

Resumindo: tg o = tangente da secante = | V1 - Yo | = dy

| X1 - Xo | dx_

Como dx e dy sdo quantidades pequenas, sua relagdo representa ndo apenas a
inclinagdo da reta tangente em P, mas também a inclinacao do grafico em P.

A fim de ilustrar a idéia de Leibniz, consideraremos a funcio y = x* para calcularmos
o quociente daqueles dois “infinitamente pequenos”, dy e dx.

Vejamos: Se Xy aumenta por uma quantidade dx, o aumento correspondente a y sera
dy. Assim,

y1=x2 = ( X0+ dx)* = x¢> + 2x0dx + (dx)* (D)

V1 - yo = 2xodx + (dx)*  (II)

Dividindo (IT) por x; - Xo = dx, teremos

dy=y1-vo=2x0+dx (III)
dx x1-Xp

Suprimento dx a direita de (III), teremos,

dy = 2%y (Iv)
“dx
Como, nesse caso, a fun¢do ¢ sempre derivavel, tem-se o resultado final: dy = 2x
—dx
Tal resultado pode ser generalizado: se y = x" (onde n pode ser qualquer niimero),
entdo_dy =n.x "'
dx

Porém, embora qualquer estudante de calculo, hoje em dia, saiba perfeitamente, que
o resultado obtido ¢ verdadeiro (BORGES, 2002b), o método adotado apresenta falhas do
ponto de vista do rigor, visto que, da expressao (II) para (III) “o infinitamente pequeno” ¢
considerado diferente de zero, enquanto da expressao (III) para (IV) ele ¢ considerado igual a
zero, ou seja, x ora ¢ diferente de zero, e dx ora ¢ igual a zero — o que € uma contradig¢do. Para

Borges (2002b), ¢ estranho que Leibniz tdo admirador da Logica ndo tenha observado
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uma flagrante violacdo do principio da contradi¢do'* da Légica Classica ao empregar o
método descrito acima.

Alids, havia um pequeno problema. Se em (I) dx fosse considerado como igual a
zero, ter-se-ia:

yi=(x1)>=(x0+dx)’=(x0+ 0’ = (x0)> ¢

dy =y1-yo=(x1)’+ (x0)* =0

donde, dy =0
dx 6

um resultado incompreensivel naquela época.

Portanto, tanto a explicacdao de Leibniz quanto a de Newton sobre os fundamentos do
calculo, sofrem da mesma imprecisdo, pois, algumas vezes os seus dx, dy sdo considerados
quantidades finitas, outras vezes quantidades menores que qualquer quantidade significativa,
porém ndo nulas e outras vezes nulas.

Devido a isso, devemos lembrar, das consideragdes que o bispo irlandés George
Berkeley (1685 — 1753) fez em 1734 a respeito de uma certa quantidade infinitesimal ser
considerada ora como nao-nula, ora como nula, em um contundente panfleto que escreveu
intitulado: o analista, ou discurso dirigido a um matematico infiel, donde sdo examinados se
os objetos, principios e inferéncias da andlise matematica estdo formulados de maneira mais
clara, ou deduzidos de maneiras mais evidente que os mistérios religiosos e os assuntos de fé.

Berkeley que além de sacerdote era conhecido como filésofo, denominou as
quantidades “infinitamente pequenas” de “fantasmas das quantidades desaparecidas” e se
referia a elas como: “ndo sdo nem quantidades finitas, nem quantidades infinitamente
pequenas, nem nada.” (BERKELEY, apud DANTZIG, 1970, p.124). Mas quanto ao éxito
obtido pelas aplicacdes do Calculo, segundo Borges (2002b), Berkeley o explicava por meio
de uma compensacdo de erros ', implicita na aplica¢io das regras do calculo: inicialmente
fala-se numa estranha “coincidéncia” entre a secante PP’ com a reta tangente em P,
considerando a inclinagdo da reta tangente igual a inclinacdo da secante PP’; em seguida, no
calculo da razdo dy/dx, ¢ introduzido novo erro, pois dx ora ¢ considerado diferente de zero
ora ¢ considerado igual a zero. Esses erros, segundo Berkeley, sdo compensados um com o

outro, logo o Calculo ndo pode “chamar-se de Ciéncia, pois se procede as cegas e se chega a

(12) O que ¢, enquanto ¢, ndo pode ndo ser — que na sua aplicacdo a Logica Matematica recebe a seguinte
formulag@o: Uma proposi¢do ndo pode ser verdadeira ou falsa ao mesmo tempo.

(13) A alusdo a compensacdo de erros ¢ bem conhecida na histéria da ciéncia. Um dos exemplos mais citados
refere-se a Kepler com a sua Segunda lei: “o raio-vetor que liga um planeta ao sol varre dreas iguais em
intervalos de tempo iguais” (EVES, 1995, p.351).
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verdade nao sabendo como nem por quais meios”’. Finalmente, Berkeley decreta a sua
sentenca: - quem acredita nesse calculo diferencial misterioso, ndo tem razdo nenhuma para
ndo acreditar em Deus... .

As criticas de Berkeley embora negativas, ndo sdo apenas contundentes; elas sdo
procedentes, pois,

Observava que ao achar sejam fluxos sejam razoes de diferenciais, os
matematicos primeiro assumem que sdo dados incrementos ds varidveis e
depois retiram esses incrementos supondo que sdo nulos. O calculo, tal

como era explicado entdo parecia [...] ser apenas uma compensagdo de
erros. (BOYER, 1974, p.316).

E de causar admiragio que tenham sido levantadas primeiro por um leigo (no campo da
Matematica), por se tratar de uma questao importante ligada aos fundamentos da Matematica.
Na verdade, as criticas “eram incapazes de fornecer uma fundamentag¢do rigorosa do
Cdlculo, mas inspiraram trabalhos construtivos posteriores.”(STRUIK, 1989, p.186).

E evidente que apesar das contradi¢des encontradas nos fundamentos do calculo -
existam debates; o debate sobre os infinitesimais visa, sobretudo, a validagao do calculo.

Por algum tempo, o conhecimento do célculo ficou restrito a um grupo pequeno de
matematicos: o circulo de Newton na Inglaterra, ¢ Leibniz e os irmaos Bernoulli no
Continente. Os Bernoullis o propagaram por toda a Europa, ensinando-o, particularmente, a
varios matematicos. Entre eles o francés Guillaume Frangois Antoine L’Hospital (1661 —
1704), que fez um acordo singular (financeiro) com seu professor particular Johann Bernoulli
(1667 — 1748) para publicar as licdes que recebera. Foi o primeiro livro-texto sobre célculo:
Analyse des infiniment pettis' (1696). Outros matematicos do Continente o seguiram e logo o
calculo era o topico dominante na Matematica do século XVIII. Jakob Bernoulli (1654 —
1705), Leonhard Euler (1707 — 1783), Joseph L. Lagrange (1736 — 1813), Pierre-Simon
Laplace (1749 — 1827). E, a maior parte do célculo que se v€ hoje nos cursos introdutdrios de
calculo, ou na graduagdo, junto com tdpicos mais avangados, como o calculo das variacdes,
foram devidamente estabelecidos por volta de 1700. (BOYER, 1992; EVES, 1995; MAOR,
2003; STRUIK, 1989).

Para o historiador Eves (1995, p.462):

(14) Nesse livro encontra-se a chamada regra de L’Hospital, para determinar o limite de uma fragdo cujo
numerador e cujo denominador tendem simultaneamente para zero. Mas ap6s a morte de L’Hospital em 1704,
Johann Bernoulli reivindicou publicamente o crédito pela regra. Na verdade, os dois tinham assinado um
contrato permitindo a L’Hospital, em troca do dinheiro pago pelas aulas de Johann , o direito de usar as
descobertas do professor, se assim o quisesse. O livro de L’Hospital tornou-se popular e contribuiu para a
difusdo do calculo nos circulos intelectuais, (MAOR, 2003).

Havia um grupo na Académie des Sciences, especialmente logo depois de 1700, que questionava a validade dos
novos métodos infinitesimais tais como eram apresentadas por L’Hospital. (BOYER, 1974).
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O cdlculo, apoiado pela geometria analitica, foi o maior instrumento
matematico descoberto no século XVII. Ele se mostra notavelmente
poderoso e eficiente para atacar problemas inexpugnaveis em tempos
anteriores. Foi sua ampla e surpreendente aplicabilidade que atraiu o
grosso dos pesquisadores em matematica da época, resultando dai uma
profusdo de artigos pouco preocupados  com o estudo bastante
insatisfatorio dos fundamentos do assunto. Os processos empregados eram
freqiientemente justificados com o argumento de que eles funcionavam. E so
perto do fim do século XVIII, quando muitos absurdos e contradigoes
tinham-se insinuado na matemdtica, sentiu-se que era essencial examinar as
bases da andlise para dar-lhes uma fundamentacdo logica rigorosa.

Sobre a funcionalidade dos métodos de célculo, vale lembrar das palavras do grande
matematico Jean Le Rond D’Alembert (1717 — 1783) ao praticar o calculo — “avante que a fé
vos guiard?”. Entretanto, enquanto Newton e Leibniz se apoiavam em “quantidades
infinitamente pequenas”, D’Alembert"> considera o acréscimo Ax um “incremento finito
qualquer”. De qualquer modo, essa hipotese assegura o emprego das regras do célculo, sem
maiores preocupacgdes, € o emprego das regras operatorias da algebra ordinaria, em particular,
do bindmio de Newton.

Observemos o procedimento de D’ Alembert.

Seja a fungdo y = x> . Ele fez x; = xo + Ax , a0 considerar Ax um “acréscimo finito
arbitrario”.

Assim:

yi = (x1)’ = (X0 + AX)’ = (x0)’ + 3(x0)>. Ax + 3(x0).( AX)’ + (AX)’, e

Ay = y1=Yo= [(%0)’ +3(x0)". Ax + 3(%0).( AX)” + (A%)’] - (x0)’ =

= 3(x0)%. AX + 3(x0).( AX)* + (Ax)*, donde

Ay = 3(x0)* + 3(x0). Ax + (Ax)* (I)

AX

Efetuando em (I) a substitui¢do X; = Xy, isto €, AX =x;— X9 =0, vem: AX =y —yp==
(x1)’ = (x0)’=0.

Logo, 0/0 = 3(x¢)* . Tanto D’Alembert quanto Euler, substituem 0/0 por dy/dx
chegando ao resultado correto: dy/dx= 3(x0)*.

Entdo, a questdo ¢ saber se ¢ possivel a divisdo por zero, embora saibamos tratar-se
de uma questdo contraditéria. Mas entdo, por que Euler e D’Alembert tratam dessa questao

nos fundamentos do calculo? Néo estariam usando idéias contraditorias?

(15) D’ Alembert empenhou-se tanto em provar o teorema fundamental da algebra, (que uma equagdo polinomial
completa f(x) = 0 de grau n >1 tem pelo menos uma raiz complexa) que o teorema ¢ conhecido na Franga como
teorema de D’ Alembert. (EVES, 1995).
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D’Alembert era um tanto cauteloso e ao mesmo tempo ousado em relagdo ao
desenvolvimento da Matematica, segundo Boyer (1974). Ele fazia obje¢des a Euler por esse
assumir que diferenciais sdo simbolos para quantidades que sdo zero mas no entanto sdo
qualitativamente diferentes, mas ndo se envolvera nas dificuldades sutis que apareceram
mostrando ser uma atitude ingénua a restricdo feita por Euler a fungdes bem comportadas,
(BOYER, 1974). Por outro lado, vejamos o que escreveu em 1755, o grande matematico L.

6

Euler em seu livro CdlculoDiferencial, sobre a divisdo por zero: “Existe uma infinidade de
ordens de grandezas infinitamente pequenas, que embora sejam todas iguais a zero, devem
ser distinguidas entre si, quando olhamos para a sua propor¢do mutua, o que se explica por
uma razdo geométrica” (apud BORGES, 2002c, p.1).

Para Borges (2002c) ndo deixa de ser interessante esse trecho de Euler, pois ele fala
sobre grandezas infinitamente pequenas todas iguais a zero, porém, diferentes entre si, e que,
aritmeticamente nao se pode dividir por zero, porém, geometricamente, dar-se um jeitinho —
justificativa interessante, mas podemos observar que o principio da nao contradicdo ¢
arranhado — “fodas iguais a zero, porém, diferentes entre si”’. Todavia, os resultados de Euler,
de D’Alembert e de outros matematicos do século XVIII foram assimilados e mais tarde
desenvolvidos de um ponto de vista consistente.

Euler, um dos maiores matematicos de todos os tempos, escreveu um extraordinario
numero de livros e artigos. O livro Introductio in analysis infinitorun, obra em dois volumes
publicada em 1748 ¢ considerada o alicerce da moderna analise matematica. Para Boyer
(1974), Euler dominou o célculo diferencial e o método dos fluxos e tornou-os parte de um
ensino mais geral da Matemadtica; a partir dai ¢ chamado “anélise” - o estudo de processo
infinito. Foi um dos primeiros matematicos a desenvolver a teoria das fragdes continuas e
contribuiu notavelmente para os campos da geometria diferencial, calculo de diferengas
finitas e calculo de variagdes, além de enriquecer a teoria dos nimeros. Mas quero registrar
algumas contribui¢des no nivel da Matematica elementar, referente a notagado, interessantes ao
nivel médio de ensino: f(x) para fungdes; e para a base dos logaritmos naturais; a, b, ¢ para os

lados do tridngulo ABC; s para o semiperimetro do triangulo ABC; r para o inraio do

triangulo ABC; R para o circunraio do tridngulo ABC; 2 para somatdrio; i para a unidade

imaginaria, \ -1 . Também se deve a Euler a notabilissima formula €™ = cos + i sen x, que
para X = 7, se transforma em ¢” + 1 = 0, uma igualdade que relaciona cinco dos mais
importantes nimeros da Matematica. (EVES, 1995).

Joseph Louis Lagrange(1736 — 1813), outro grande matemadtico do século XVII,
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publicou alguns livros sobre fungdes numa tentativa de dar uma fundamentagdo solida ao
calculo, pela sua reducdo a algebra. Rejeitava a teoria dos limites indicada por Newton e
formulada por D’Alembert por ndo entender bem o que acontecia quando Ay/Ax atingia o
limite. Seu método era diferente do método dos outros matematicos da época por postular que
“cada fungdo pode ser expandida em série de poténcias”. Comegou com as séries de Taylor
de forma bastante ingénua. Cauchy, ao criticar a postulaciao feita por Lagrange, na Escola
Politécnica de Paris, chama atengdo, exemplificando, através da fungdo exp (-1/x) que basta
observar todas as derivadas da fun¢do no ponto x = 0, para mostrar que ela ndo admite
desenvolvimento em série de Taylor nesse ponto. Mas embora seu método algébrico tenha se
mostrado insatisfatorio para fundamentar o célculo, o surgimento da “teoria de fungdes de
uma varidvel real” com aplicacdes a uma grande variedade de problemas na algebra e na
geometria, foi considerado um passo a frente e o grande uso do céalculo das variacdes tornou
possivel a unificagdo de varios principios de estatistica e dinamica. (BORGES, 2002c;
STRUIK, 1989).

Sabe-se que houve muito entusiasmo pelos resultados do calculo na segunda metade
do século XVIII, mas também muita confusdo quanto a seus principios fundamentais.
Segundo Boyer (1974), nenhum dos métodos em voga, quer os fluxos de Newton, quer os
diferenciais de Leibniz ou os limites de D’Alembert, parecia satisfatorio, (p.354). Devido a
esta falta de clareza e a interpretagdes conflitantes, Lazare Carnot, o organizador da vitoria na
Revolucao Francesa, que também se preocupou com a questao dos infinitesimais, disse:

Aquele método tinha o grande inconveniente de considerar as quantidades
no estado em que deixam, por assim dizer, de ser quantidades, porque,
embora possamos sempre conceber bem a razdo de duas quantidades, desde
que permanegam finitas, essa razdo ndo oferece ao espirito idéias claras e
precisas logo que os seus termos se tornem, um e outro, nulos ao mesmo
tempo. (CARNOT, apud STRUIK, 1989, p.217).

Por isso, tentou mostrar “em que verdadeiro espirito” consistia a andlise infinitesimal.
Concluiu, porém, que “os verdadeiros principios metafisicos” sdo “os principios da
compensagdo dos erros”. Argumentava que os infinitésimos sdo quantités inappréciables que,
como 0s numeros imaginarios sao introduzidos somente para facilitar a computagdo, e sao
eliminados quando se chega ao resultado final. Observara que “equagoes imperfeitas” se
tornam “‘perfeitamente exatas”, no célculo, pela eliminagdo de quantidades tais como os
infinitésimos de ordem superior, cuja presenga causa erros. Quanto a questdo de que
quantidades em desaparecimento ou sdo ou ndo sdo zero, respondia que “as quantidades

chamadas infinitamente pequenas ndo sdo simplesmente quaisquer quantidades nulas, mas
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sim quantidades nulas designadas por uma lei de continuidade que determina a relagdo”
(CARNOT, apud BOYER, 1974, p.354). Esse argumento de Carnot lembra fortemente
Leibniz. (BOYER, 1974; OLIVEIRA, 1994; STRUIK, 1989).

Para Carnot os diversos tratamentos do céalculo eram apenas simplifica¢des do antigo
método da exaustdo que o reduziam de varias maneiras a um algoritmo conveniente. As suas
Reflexions tiveram grande popularidade, aparecendo um muitas linguas e edi¢des e apesar de
mal sucedida no que se refere a clareza e interpretacdes dos fundamentos do célculo, ajudou a
fazer com que os matematicos se sentissem insatisfeitos com os “abominéveis zerinhos” do
século XVIII e a fazer surgir a era do rigor no século XIX. (BOYER, 1975).

Sem duvida, a questao dos infinitésimos demanda maior esclarecimento. Mas, pode-
se dizer que somente com os trabalhos de Bolzano, Cauchy e, principalmente Weierstrass, as
questdes de clareza e interpretacdo dos fundamentos do cdalculo tiveram um enfoque
suficientemente rigoroso para serem aceitos pela comunidade matematica.

Bernard Bolzano (1781-1848) foi um padre matematico que nasceu em Praga, na
Tchecoslovaquia, cuja obra matematica foi desconsiderada por seus contemporaneos, embora
seus trabalhos apresentassem a caracteristica do rigor matematico, tdo em voga no século
XIX. Muitos dos seus trabalhos aguardaram redescoberta, como foi o exemplo da funcao
continua ndo diferenciavel de 1834, que segundo Eves (1994) s6 se tornou conhecida —
crédito atribuido a Weierstrass, 40 anos mais tarde. Para Bolzano, uma fungao f(x) ¢ continua
num intervalo se, para qualquer valor de x neste intervalo, a diferenca f(x + Ax) — f(x) torna-
se e permanece menor que qualquer quantidade dada para Ax suficientemente pequeno, quer
seja positivo ou negativo, e definiu a derivada'® da F(x) para qualquer valor de x, como a
quantidade F’(x) da qual a razdo: [f(x + Ax) — f(x)]/ Ax estd indefinidamente proxima, ou tdo
proxima quanto queiramos, a medida que Ax se aproxima de zero, quer Ax seja positivo ou
negativo.

Augustin Louis Cauchy (1789 — 1857) foi um grande matematico francés que
escreveu tanto sobre matemadtica pura quanto aplicada. Foi considerado o mais importante
analista da primeira metade do século XIX. Professor da Ecole Polytecnique, escreveu de
forma elegante e primava pelo rigor (caracteristica fundamental da Matematica no séc. XIX)
nos seus trabalhos. Suas contribuigdes foram inumeras: pesquisas sobre convergéncia e
divergéncia de séries infinitas; teoria das fungdes reais e complexas; equagdes diferenciais,

determinantes, probabilidades e fisica matematica. Deve-se a Cauchy grande parte da

(16) Trataremos desse conceito posteriormente.
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abordagem do célculo que ¢ tratado nos atuais manuais, com os conceitos basicos de limite e
continuidade. Ao dispensar a geometria e os infinitésimos ou velocidades, deu uma defini¢ao
relativamente precisa de limite: “Quando os valores sucessivos atribuidos a uma variavel se
aproximam indefinidamente de um valor fixo de modo a finalmente diferir deste de tdo pouco
quanto se queira, esse ultimo chama-se o limite de todos os outros.” (CAUCHY', apud
BOYER, 1974, p. 380).

Assim terei necessidade de relembrar que enquanto muitos matematicos desta época
pensavam nos infinitésimos como um numero fixo muito pequeno, Cauchy, o definia como
uma variavel, dizendo que “uma quantidade variavel torna-se infinitamente pequena quando
seu valor numérico decresce indefinidamente de modo a convergir para o limite zero.”
(CAUCHY'"®, apud BOYER, 1974, p.380).

Karl Theodor Wilhelm Weierstrass (1815 — 1897) ¢ uma exce¢do a crencga de que um
grande matematico deve revelar-se cedo. Ensinou durante muito tempo no nivel secundario e
ja com idade proxima aos 40 anos, publicou um artigo sobre funcdes abelianas no Journal de
Crelle em 1854. Obtendo boa repercussdo e um convite para ser instrutor na Universidade de
Berlim. Passados oito anos foi promovido a professor titular. Escreveu muitos artigos sobre
integrais hiperelipticas, fungdes abelianas, equacdes diferenciais e teoria das funcdes
complexas por meio de séries de poténcias (uma das contribui¢des mais conhecidas). Seus
trabalhos apresentavam um raciocinio extremamente cuidadoso — rigor weieratrassiano.

Segundo Boyer, a linguagem sem ambiguidades e o simbolismo utilizado por
Weierstrass expulsaram dos fundamentos do célculo a nog¢do de variabilidade e o persistente
apelo aos infinitésimos fixos, marcando definidamente a chegada da “idade do rigor”, ao
substituir “os antigos artificios heuristicos e os antigos conceitos intuitivos por precisdao
logica critica”(BOYER, 1974, p.411).

Ora, tudo parecia mostrar que “as nefastas quantidades infinitamente pequenas ou
infinitesimais”, como se referia aos infinitésimos Richard Courant, um grande autor de
excelentes livros de divulgacdo desta ciéncia, tinham sido banidos dos fundamentos do
calculo, (BORGES, 2002c). Mas embora o trabalho desses matematicos que primaram pelo
rigor (proceder de acordo com as regras acordadas) tenham garantido grandes avangos aos
fundamentos do calculo, os infinitésimos ndo foram abandonados/banidos. Segundo Borges,

“ndo se abandona um instrumento (grandezas infinitamente pequenas) por falta de rigor,

(17) Segundo Boyer (1974, p.380)essa e outras defini¢oes se encontram no Vol. III das Oeuvres Complétes de
Cauchy (Paris, 1882-1932, 25 vols.)
(18) Ibid.
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tendo o seu emprego mostrado grande funcionalidade e simplicidade juntamente com a
produgdo de resultados corretos.”(BORGES, 2002c, p.3).

Em outros termos, vejamos o que escreveu Tobias Dantzig em seu livro Numero — a
Linguagem da Ciéncia, sobre a importancia dos infinitésimos.

A importancia dos processos infinitesimais para as exigéncias prdticas da
vida técnica dificilmente pode ser exagerada. Praticamente todas as
aplicagoes da Aritmética a Geometria, Mecdnica, Fisica e até mesmo
Estatistica envolvem tais processos, direta ou indiretamente. Indiretamente
devido ao grande uso que tais ciéncias fazem dos irracionais e
transcendentes; diretamente porque os conceitos mais fundamentais
usados em tais ciéncias ndo podem ser definidos com qualquer concisdo
sem tais processos. Expulse-se o processo infinito e a Matematica pura e
aplicada sera reduzida ao estado em que era conhecida dos pre-
pitagoricos. (DANTZIG, 1970, p. 125-126).

Portanto, o renascimento dos infinitésimos nos mostra que a postura do rigor adotada
por Weierstrass e outros nos seus trabalhos ndo era a unica; que € possivel posturas, digamos
complementares, por ndo negarem os avangos feitos, e sim, por possibilitarem novos, também
com rigor. De fato, os fisicos continuaram a usar os infinitésimos apesar dos trabalhos de
Weierstrass e Dedekind, o que confirma ser possivel outras formas de interpreta-los.

Mas entdo podemos perguntar: qual ¢ a interpretagdo dada aos infinitésimos que ¢
aceita pela comunidade matematica atualmente? Para responder a essa questdo abordaremos
aspectos da teoria ndo-standard desenvolvida e fundamentada pelo fisico, légico e
matematico, o americano Abraham Robinson (1918 — 1974).

A criacdo da teoria de Robinson aconteceu durante uma visita ao Institute for
Advance Study in Princeton, nos anos 1959 — 1960. Durante seus anos de professor de
Matematica e Filosofia na Universidade da Califérnia — Los Angeles, de 1962 a 1967,
trabalhou forte no desenvolvimento das técnicas ndo-standard para aplicé-las a diferentes
ramos da Matematica. Em 1966 escreveu seu livro Non-standard Analysis ¢ em 1973 a
Segunda edi¢do. Também foi professor de Matematica na Universidade de Yale e colaborou
com P. Roquette da Universidade de Heidelberg num programa sobre problemas algébricos da
teoria dos numeros e métodos nao—standard.

Em meio a tantas explicagdes para resolver o problema da ambigiiidade dos
infinitésimos, temos nos trabalhos de Robinson uma sistematizag¢ao rigorosa que responde as
duas questdes levantadas pela critica do bispo Berkeley: 1) os infinitésimos existem? ii)
firmada sua existéncia, como operar com eles de maneira consistente? Ao construir um

sistema numérico no qual, além dos niimeros reais acrescenta os infinitesimais e os numeros
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infinitos - denominado por hiper-reais, Robinson demonstrou que os infinitésimos sdo
numeros.

Para mostrar a consisténcia dessa notavel criagdo, vejamos sua definicdo de
infinitésimos: Os infinitésimos sdo os & € *R cujo mdédulo ¢ menor que todos os reais
positivos. Assim, um numero & ¢ tido como infinitamente pequeno, ou infinitesimal, se
—a < § < a para cada numero real positivo “a”. Entdo, o inico nimero real que ¢ infinitesimal

[1P2]

¢ o zero e se “a” e “b” sdo numeros hiper-reais cuja diferenca a — b ¢ infinitesimal, dizemos
que “a” ¢ infinitamente proximo de “b” — (a = b).

Observemos que com a introdu¢do dos novos niimeros no conjunto dos reais, 0s
infinitésimos e os niimeros infinitos, a reta real passa a ser um subconjunto da reta hiper-real.
Cada numero real ¢ membro dos hiper-reais e os infinitesimais podem ser positivos, negativos
e o numero real zero. Os simbolos Ax, Ay, ..., € as letras gregas epsilon (§) e delta (3) também
sdo usados para infinitesimais. Exemplificando: Se Ax ¢ infinitesimal, entdo x¢o + Ax ¢
infinitesimal proximo de xo. Se & ¢ infinitesimal positivo, entdo - £ sera infinitesimal negativo
e 1/€ sera um niimero positivo infinito — maior que qualquer nimero real. Por outro lado, - 1/§
sera um numero negativo infinito — menor que qualquer niimero real. Os numeros hiper-reais
que ndo sdo nimeros infinitos sdo chamados de niumeros finitos.

Vejamos a representacao da reta hiper-real.

100 —€ 100 100+e€

e

Fal

100 e 1 /\f_
Infinito Finito Infinito
Negativo Positivo

Fig. 1.2
Segundo o norte americano H. Jerome Keisler (1986), autor do livro Elementary
Calculus — An Infinitesimal Approach, os circulos da figura acima representam “microscopios
infinitesimais” que sdo suficientemente poderosos para mostrar uma porc¢do infinitesimal

(YA

pequena da reta hiper-real. Aproximadamente cada ntimero real “c” ¢ uma por¢do da reta

AP )

hiper-real composta de nimeros infinitamente proximos a “c”(c = 0 e ¢ = 100). Os numeros
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infinitamente proximos a 0 (zero) sdo infinitesimais. As partes finita e infinita da reta hiper-
real foram separadas uma da outra por uma linha pontilhada.

Outra maneira de representar as partes infinitas da reta hiper-real ¢ através do que
Keisler chamou de “telescopio infinito”. O campo de visdo de um telescopio infinito tem a
mesma escala que a porgdo finita da reta hiper-real, enquanto que no campo de visdo de um

microscopio infinitesimal contém uma porcao infinitamente pequena da reta hiper-real

ampliada.
Infinito Infinito
<« Negativo Finito Positivo
2=l 0 kK 2
s = O - ‘h‘ —
e : T gl
H‘ "
—€e0e€
Telescopio Microscopio Telescopio
Infinito ' Infinitesimal Infinito
Fig. 1.3

Pode-se dizer que a reta hiper-real ¢ um modelo matematico assim como a reta real.
Os modelos sdo criagdes mentais que buscam correlagcdes com a realidade — essas correlagdes
podem existir ou ndo. Na verdade, tem sido util em aplicacdes das nog¢des do calculo imaginar
uma linha no espaco fisico como uma reta hiper-real.

O conjunto dos numeros hiper-reais (*R) € ndo-arquimediano, embora possua, em
certa medida, “as mesmas propriedades” de R. Pode-se dizer que qualquer conjunto E que
tenha a operagdo (+) definida e o elemento zero como elemento neutro, ¢ arquimediano se
para quaisquer que sejam os elementos a e b pertencente a E, com a < b, existe um inteiro n
tal que n.a > b. Os hiper-reais (*R) é na verdade, uma extensdo'’ dos reais (R). Isso, num
primeiro momento, implicaria em dizer que todas as propriedades de R continuariam a valer
em *R. Mas ndo ¢ isso que acontece. A propriedade arquimediana ndo vale para os hiper-
reais. Acontece neste caso, uma mudanga significativa na interpretacdo do n. De fato, sdo as
diferencas entre R ¢ *R que possibilitaram a Robinson definir, com clareza, os niimeros
infinitamente pequenos — os infinitésimos, cujo valor absoluto ¢ menor que qualquer valor

positivo em R e os infinitamente grandes.

(19). Segundo Caraga (1989, p. 10), “o homem tem tendéncia a generalizar e estender todas as aquisi¢des do seu
pensamento, seja qual for o caminho pelo qual essas aquisi¢ées se obtém, e a procurar o maior rendimento
possivel dessas generalizacoes pela exploragdo metodica de todas as suas conseqiiéncias.”
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Pois bem! Os numeros hiper-reais podem ser algebricamente manipulados
exatamente como os numeros reais. Entdo, veremos uma aplicacao dos infinitésimos a uma

.3 . . -
curva y = X~ para calcular sua inclinagdo em um ponto P(xo, yo) qualquer. Observaremos
porém, que nessa aplicacdo fica resolvida a questdo da ambigiiidade dos infinitésimos de ora
ser diferente de zero e ora ser igual a zero.

Sejay = x> e (Xo, Yo) um ponto qualquer da curva e seja Ax um infinitesimal positivo
ou negativo.

(Y34

Considere Ay o acréscimo correspondente em “y” ao longo da curva, e Ax e Ay sao

mostrados sob um microscopio (Fig. 1.4).

Fig. 1.4

Assim, a defini¢do da inclinagdo da curva no ponto (Xo, yo) ¢ dada: inclinagdo em
(X0, Yo) € igual a um numero infinitamente préximo a Ay/Ax.
Calculemos agora o nimero hiper-real Ay/Ax.
Logo: yo= Xo°
yo+ Ay = (xo+ Ax)’
Ay = (Xo+ Ax)3 -Xo'

Ay = (Xo+ Ax) - %0’ =x"+ 3x0°AX + 3X0(AX)2 + (Ax)3 - X0

Ax Ax Ax
= 3%0°Ax + 3xo(AX)* + (AX)’ = 3x¢” + 3X0AX + (Ax)*

Ax
Mostra-se que desde que Ax ¢ infinitesimal, 3xo> + 3xoAX + (AX)” também o é.
Portanto, o nimero hiper-real 3x¢> + 3x0Ax + (Ax)” é infinitamente proximo ao numero real

3x02, donde a conclusdo: a inclinagdo da curva no ponto (X, yo) = 3xo2 .
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A teoria dos hiper-reais se fundamenta em principios e teoremas. Trés principios sao
basicos: Principio da Transferéncia, Principio da Extensdo e o Principio da Parte
Padrao. Um principio, segundo nos parece, provem da intui¢do, apesar de ndo ser o suficiente
na elaboragdo de uma teoria porque pode nos levar a cometer enganos. Na verdade, na sua
sistematizagdo ja se faz necessario o uso da logica, ou seja, ndo se pode na elabora¢do de uma
ciéncia prescindir-se da légica. Sua importancia pode ser constatada pelo seu grau de
generalizagdo. E importante lembrar que os principios da Extensio e da Transferéncia sdo
essenciais no desenvolvimento das Ciéncias. No meu entendimento, parte do mérito da
criacdo de Robinson esta na consideragdo desses principios.

Principio da Extensdo — seu enunciado consiste em: i) Os numeros reais sao
subconjuntos dos numeros hiper-reais, e a relagdo de ordem x < y para os numeros reais ¢ um
subconjunto da relagdo de ordem para os nimeros hiper-reais. ii) H4 um numero hiper-real
que ¢ maior que zero, mas menor que todo nimero real positivo. iii) Para cada fun¢do real f
de uma ou mais variaveis, corresponde uma funcdo f* hiper-real de mesmo nimero de
variaveis. f* ¢ chamada de extensdo natural de f.

Aqui € necessario explicar. De (i) pode-se dizer que a linha real ¢ uma parte da linha
hiper-real. Ja em (ii) ¢ preciso definir que um numero hiper-real “b” ¢ positivo infinitesimal se
for positivo, mas menor que todo nimero real positivo; ¢ negativo infinitesimal se for
negativo, mas maior que todo numero real negativo e infinitesimal se for positivo
infinitesimal, negativo infinitesimal ou zero. Contudo, um infinitesimal positivo ¢ um niimero
hiper-real, mas ndo pode ser um numero real, o que assegura a existéncia de nimeros hiper-
reais que ndo sdo reais. E, (iil) nos permite aplicar fungdes reais a nimeros hiper-reais, como
também trabalhar com expressdes tais como cos(x) ou sen(x + cos(y)) que envolve uma ou
mais fungdes reais.

Principio da Transparéncia — qualquer coisa que possamos dizer que seja uma
propriedade verdadeira sobre os nimeros reais serd também uma proposicdo verdadeira sobre
os numeros hiper-reais.

Vejamos alguns exemplos para ilustrar esse principio.

1) Regra final da adigdo: para qualquer x e y, a soma x +y € definida.

2) Regrade ordem:se 0 <x<y,entdio 0<1/y<1/x.

3) Divisdo por zero nao ¢ permitida: x/0 ¢ indefinida.

4) Uma identidade algébrica: (x — y)* = x> — 2xy + y°.

5) Uma regra para logaritmos: se x > 0 e y > 0, entdo: log;o(xy) = logjox + log)oy.
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Deve-se observar que cada exemplo apresenta duas varidveis X € y € permanecem
sempre verdadeiros, sempre que x e y forem reais. Pode-se garantir pelo Principio da
Transferéncia que esses exemplos também sdo verdadeiros para x e y hiper-reais.

Principio da Parte Padrao — todo niimero finito hiper-real ¢ infinitamente proximo
a exatamente um nimero real.

E preciso, pois, buscar sua defini¢do: Seja “b” um niimero finito hiper-real. A parte
padrdo de “b” representada por st(b), ¢ o nimero real que ¢ infinitamente proéximo a “b”. Os
nimeros hiper-reais infinitos ndo tém partes padrao.

Até aqui, enunciamos os principios, mas ndo ¢ sé isso que fundamenta os
infinitésimos - temos os teoremas ¢ as defini¢des

Quanto a notacdo especifica dos infinitésimos vale lembrar que Robinson denominou
os numeros reais de “standard” e os infinitésimos e os nimeros infinitos de “nao-standard”.
Tal denominagdo deu origem a expressdo “standard part”, que é simbolizada por (st). Em
outros termos, standard sdo os elementos (relagdes, operagdes) da estrutura dada, como R;
nao-standard sdo os novos elementos da estrutura ampliada *R.

€6,

E oportuno entio, observar a definicio que afirma: Dois nimeros hiper-reais “x” e
“y” sdo considerados infinitamente proximos um do outro (x = Yy), se sua diferenca x —y for
infinitesimal. x / y significa que “x” ndo ¢ infinitamente proximo de “y”.

Conseqiiéncias:

1) Se & ¢ infinitesimal, entdo, X = x + &, porque a diferenga x — (x + §) = - € que ¢
infinitesimal.

i1) “x” ¢ infinitesimal se e somente se x =~ 0.

(Y} A 1 A 1

iii) Se “x” e “y” sdo reais, ¢ “x” ¢ infinitamente proximo de “y” , entdo “x” € igual a
(1) 4 b b b b p—
. - e) . - .
y” . x —y € real infinitesimal, ou seja, zero. Portanto, X =y
Chamemos atengdo para a relagdo = entre ntimeros hiper-reais. Ela se comporta
quase como a igualdade para os reais, mas nao ¢ o mesmo que a igualdade.
Portanto, sejam “a”, “b”, “c” numeros hiper-reais.
)a ~a
i1) Sea= b, entdo b ~ a.
i) Searbeb=c,entdoa~=c.
E entdo, ao assumir que a = b.

r

1) Se “a” ¢ infinitesimal, “b” também o €.

J4

i1) Se “a” ¢ finito, “b” também o é.
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1i1) Se “a” ¢ infinito, “b” também o é.

O teorema da Parte Standard consiste em: Se x for um hiper real finito, existird um
numero univocamente definido r, com x ~ r (Ié-se: x estd infinitamente proximo de r). Esse
unico r ¢ a Parte Standard de x; e escreve-se r = st(x).

Estamos, agora, em condigdes de apresentar um resultado bastante conhecido na
perspectiva do calculo ndo-standard. Antes, porém, consideremos um resultado ja conhecido
de Arquimedes: a area de um poligono regular com centro O, perimetro Q e apodtema
h=réS=1/72 r.Q.

Calculemos agora, empregando a definicdo (x ~ y) e o teorema da parte standard, a

area de um circulo.

Fig. 1.5

Circunscrevemos o circulo com um poligono de Q lados, Q infinito, cada um de
comprimento infinitesimal. Sabemos que:

(1) A (érea do circulo) = area do poligono.

(i))  C (comprimento da circunferéncia) = aQ.

De (i) e (i1) concluimos:

S=st(raQ) = st()st(@Q) =rC =r2xr =nr’

2 2 2 2

Importante, também, para os infinitésimos sdo os teoremas que tratam das regras para
a manipulagdo algébrica.

Sejam “a” e “b” numeros finitos hiper reais.

1) st(-a) = -st(a).

ii) st( a + b) = st(a) + st(b).

iii) st(a — b) = st(a) — st(b).
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1v) st(ab) = st(a).st(b).

v) Se st(b) #0, entdo st(a/b) = st(a)/st(b).
vi) st(a") = (st(a))".

vii) Se a > 0, entdo st(V a) = Vst(a) .

viii) Se a <b, entdo st(a) < st(b).

Outras regras para a manipulacao algébrica.

Sejam os seguintes hiper-reais “b” e “c” finitos (podem ser infinitesimais).

st(b +¢) =st(b) + st (¢) st(b - c)=st(b) - st (¢)

st(bc) = st(b)st(c) st(b/c) = st(b)/st(c) se st(c) # 0
st(Vb) = Vst(b) se b> 0, n > 0 st(b®) = st(b)™ @ se st(b) > 0

b =st(b) b ~ ¢ se e somente se st(b) = st(c)
b = st(b) se e somente se b ¢ real se b < c, entdo st(b) < st(c)

st(§) =0, st(H) ¢ indefinido. (H ¢ um ntimero hiper-real infinito positivo)

Essas regras seguem dos principios para os numeros hiper-reais e ao utilizé-las,
pode-se calcular a parte padrio (standard) de um infinitésimo finito, como também de
expressdes mais complicadas. Para ilustrar, provaremos a regra (iv) para st(b) e também

calcularemos a parte standard de um niimero hiper-real.

€. )
T S

Prova: Seja “r” a parte padrao de “a” e “s” a parte de “b”, de forma que:a=r+¢&,
b=s+9, onde § e d sdo infinitésimos.
Entdo:ab=(r+&)(s+9d)
=rs+1d+s§+ES~1S
Logo, st(ab) =rs =st(a) .st(b). cqd.
Calculemos a parte standard do numero infinitesimal 3xo> + 3x0Ax + (Ax)*, quando
Ax ¢ um infinitesimal e x ¢ real.
Vejamos: st(3Xo” + 3x0AX + (AX)?) =
= st(3x0 )* + st(3x0AX) + st(Ax)* =
=3x¢” + st(3X ).StAX + st(Ax)* =
= 3x¢” + 3%00 + (0)* = 3x¢
Outros exemplos:
1) Calcular a parte standard de 2 + & +3& %, & infinitesimal.
st(2+E +3E%)= st2 +stE +st(3E%) =
=2+ 0 +st3.st(E) 2=
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=2+0+3.0=2
Logo, st(2 + & +3&%)= 2.
2) Se ¢ ¢ infinitesimal mas ndo ¢ zero, encontrar a parte standard de
b= &/ (5-25+¢).
Observemos que tanto o numerador quanto o denominador sdo infinitésimos
diferentes de zero. Entdo, multipliquemos b por 5 + m
b= E.(5+\025+¢) =-5-\25+¢
(5-V25+E ). (5+V25+¢E )
Assim, st(b) =st (-5-V25+& )=st(-5)—st(V25+& )= -5-Vst(25+¢& )=
= 5-25 =-5-5=-10,
Logo, st(b) = -10.

3) Seja o nimero hiper-real infinito 3+ & , onde & € um infinitesimal ndo-zero.
4+

Observemos que tanto o numerador como o denominador tem parte standard, ou
seja: st( 3 + &) = 3; st(4E + &% ) = 0. Entretanto, deve-se lembrar que os niimeros hiper-reais
infinitos, ndo tem parte standard, ou seja, parte padrao.

Assim, o quociente 3 + £ , ndo tem parte standard, ou seja, st| 3 + & | ¢ indefinida.

4+ 4+

Espero, apesar da sintese, ter contribuido para mostrar o quanto ¢ interessante
conhecer o desenvolvimento do conceito de infinitésimos. Em suma, os infinitésimos sido
instrumentos da ciéncia Matematica que funcionavam na produgao de resultados corretos.
Com fundamentacgdo ndo rigorosa, apresentavam contradi¢cdes nas suas aplica¢des. Contudo,
o problema da fundamentagdo foi resolvido nos trabalhos de A . Robinson, constituindo-se
num vigoroso instrumento matematico, utilizado atualmente para compreensao e resolugdo de

problemas tanto dentro da Matematica, como em outras Ciéncias.
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CAPITULO I
ASPECTOS EPISTEMOLOGICOS, FILOSOFICOS E HISTORICOS DOS

CONCEITOS DO CALCULO NAO-STANDARD

Neste capitulo, pretende-se apresentar os conceitos do calculo nao-standard numa
perspectiva epistemologica, filosofica e historica. Buscar-se-a abordar aspectos significativos
que contribuiram para a constru¢do dos conceitos a comegar pela intuicdo, até sua
sistematizacdo/formalizagdo em linguagem matematica apresentadas nos cursos de calculo
atualmente. Portanto, estaremos lidando com aspectos fecundos da Ciéncia Matematica. O
desafio desta abordagem sera interpreta-los e explica-los com o objetivo de torné-los
metodologicamente e pedagogicamente inteligiveis.

A teoria da andlise ndo-standard da qual faz parte o cdlculo ndo-standard ¢
considerada um marco na evolugdo das idéias matemadticas por resolver satisfatoriamente o
problema da nog¢do intuitiva dos infinitésimos que perdurou por séculos. O tratamento
rigoroso que Robinson aplicou ao conceito de infinitésimos e a outros conceitos ligados a ele,
levou a resolucdo de um problema epistemologico levantado desde os gregos antigos: qual a
natureza das grandezas infinitamente pequenas? Como tratd-las?. Na verdade, os
matematicos a usavam confiantes na intui¢do — funcionavam e era isso que contava. Além
disso, como tornar claro discursivamente aquilo que surge na mais imediata intui¢do? A teoria
de Robinson responde a essa questao ao apresentar o intuitivo sobre “grandezas infinitamente
pequenas” como um numero hiper-real.

Os infinitésimos estdo na estrutura da formagdo dos conceitos basicos do calculo
nao-standard que sdo: continuidade, derivada e integral. Esses ocupam lugar de destaque no
desenvolvimento da Matematica. Podem ser considerados instrumentos fecundos, pois sua
rigorosa fundamentacdo teodrica revela uma importante contribui¢do para a epistemologia
Matematica: a ndo conservacdo da propriedade de Arquimedes no sistema numérico dos
hiper-reais.

O Calculo nao-standard apresenta uma estrutura baseada em principios (axiomas),
teoremas, defini¢cOes e formulas. Nela, existem regras das quais sdo deduzidas as férmulas.
Essas por sua vez podem ter significados (de acordo com as aplicacdes onde sdo usadas) ou
serem simplesmente uma cadeia de simbolos. Essa teoria ndo escapa dos formalismos

praticados pela maioria dos matematicos e 16gicos.

Em certa medida, ousaremos afirmar que a teoria de Robinson esta fundamentada no formalismo pela

estrutura que apresenta. O formalismo ¢ uma das correntes dos fundamentos da Matematica cuja base ¢ o método
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axiomatico e seu principal representante ¢ o analista alemao David Hilbert (1862 — 1943). A idéia de Hilbert era
formalizar os varios ramos da Matematica, e entdo demonstrar matematicamente que cada um deles esta isento
de contradigdes. Em outros termos, consideremos o que fala o eminente matematico francés Alain Connes (1947
- ) medalha Fields' em 1982, sobre a construgio hilbertiana.

Hilbert construiu uma linguagem artificial baseada num alfabeto finito, um
numero finito de regras gramaticais que permitem especificar sem
ambigiiidade quais as proposi¢oes coerentes e um numero finito de regras
de inferéncia logica e de proposi¢oes supostas verdadeiras ou axiomas. A
partir de um tal sistema ou linguagem formal, um algoritmo universal
permite decidir da validade de uma demonstracdo formulada nesta
linguagem. Podemos, assim, pelo menos teoricamente, estabelecer a lista de
todos os teoremas demonstraveis nessa linguagem formal. Hilbert esperava
poder reduzir os teoremas matemdticos dqueles que sdo demonstrdaveis
numa linguagem formal conveniente. O teorema de Godel mostra que isso é
impossivel (CONNES, 1991, p. 217-218)

Desejo observar que nessa notavel sintese de A. Connes sobre o formalismo de Hilbert, percebe-se o
seu interesse em comentar o alcance dos resultados apresentados por Godel. Estes resultados impuseram limites
a concepgao hilbertiana, mas ndo podemos deixar de reconhecer o quanto a Matematica avangou, ¢ avanga, ao
utilizar as idéias de Hilbert para compreender seus fundamentos - a exemplo dos infinitésimos.

Para Hilbert ndo se pode recorrer a intui¢do como critério geral para legitimar uma teoria; ela so
ajudaria enquanto ndo fossem introduzidos os elementos da formalizagdo. Entdo ¢ preciso saber o que ¢ uma
teoria formalizada. Para formalizar uma teoria ¢ preciso axiomatiza-la primeiro e restringi-la a légica de primeira
ordem. Nessas condigdes, como formalizar uma teoria axiomatizada? Formalizar uma teoria (T) significa
escolher uma linguagem apropriada de primeira ordem para T. O vocabulario de uma linguagem de primeira
ordem consiste em cinco itens, quatro dos quais sdo sempre os mesmo ¢ independente da teoria dada T.
Vejamos: i) Uma lista de uma quantidade enumeravel de variaveis. Quem consegue falar sobre matematica sem
usar varidveis?; ii) Simbolos para os conectivos da linguagem comum, por exemplo: (—) para “ndo”, (A) para
“e”, (v) para “ou” inclusivo, (—) para “se ... entdo” e («>) para “se e somente se”’. Quem consegue falar sobre
qualquer coisa sem usar conectivo?; iii) O sinal de igualdade (=). Ndo se pode falar sobre Matematica sem usar

este sinal: iv) Os dois quantificadores, o quantificador (V) “Para todo,

(1). A medalha Fields ¢ uma premiacdo que acontece a cada quatro anos desde 1936, concedida aos
matematicos com no maximo 40 anos de idade que tenham dado contribuicdes relevantes para o
desenvolvimento da Matematica. Para mais informagdes ver Revista do Professor de Matematica (RPM n° 10,
p-19 e RPM n° 40, p.15.)

qualquer que seja” e o quantificador existencial (3) para “existe”. O primeiro ¢ usado para afirmagdes do tipo
113 4 : A : e b ~ 113 : 4 : : LR}
todos os numeros primos tém dois divisores”, o segundo para afirma¢des como “existem niimeros irracionais”.
O item v depende da teoria T. v) Consiste em escolher um simbolo apropriado para cada termo ndo definido de
T. Por exemplo: entre os termos ndo definidos da geometria euclidiana plana, ocorrerem “ponto”, “reta”, e
“plano”, e para cada um deles devemos introduzir um simbolo apropriado no vocabulério da linguagem de

primeira ordem.
Mas ndo ¢ so isso. O formalismo se opde ao pensamento platénico que defende a tese de que os

matematicos s6 podem descobrir coisas ¢ ndo cria-las, isto porque, para os platonistas, os objetos matematicos

como: conjuntos infinitos, conjuntos infinitos enumeraveis, variedades de dimensdo infinita, curvas que encham

33



34

0 espaco, entre outros, sdo reais - sua existéncia ¢ um fato objetivo, independentemente de nosso conhecimento
sobre eles.

Esta oposi¢@o pode ser observada nos trabalhos de Kurt Godel e René Thom, defensores entusiastas do
platonismo, e do outro lado Abrahan Robinson.

Os teoremas de Godel evidenciam que o método axiomatico estd sujeito a grandes limitagdes. Para
mostrar tais limitagdes, comecemos por cita-los: i) Toda axiomdtica consistente da aritmética é incompleta, ou
seja, ¢ impossivel, dada uma teoria matematica constante de uns poucos axiomas simples, mostrar que ela nao
possui contradigdes, permanecendo dentro de seus limites. Exemplificando: para mostrar a consisténcia
(auséncia de contradicdo) de uma Geometria como a de Lobachevski, é necessario sair de seus limites,
construindo-se, por exemplo, um modelo euclidiano e, entdo, basta demonstrar que a Geometria de Euclides ndo
¢, contraditéria; porém para demonstrar a consisténcia da Geometria de Euclides, é necessario também, sair de
seus limites e recorrer, por exemplo, a Aritmética. Contudo, ndo é possivel demonstrar a consisténcia desta sem
sair de seus limites, e, assim, este jogo torna-se, no campo da logica, indefinidamente aberto. ii) A consisténcia
de qualquer axiomatica consistente da aritmética ndo pode ser demonstrada nessa axiomdtica, ou seja, dentro
de uma dada teoria axiomdtica, ha sempre questdes para as quais ndo temos respostas — questdes que sdao
denominadas de indecidiveis. Essas questdoes jamais poderdo ser mostradas, ou seja, sua verdade ou falsidade
ndo pode ser provada com os axiomas do sistema. Exemplo: A hipdtese do continuo - Entre o conjunto dos
naturais e o conjunto dos reais, ndo existe um terceiro conjunto “maior” do que os naturais e “menor” do que
os reais.. Para Godel essa hipdtese ndo pode ser demonstrada (1937) e para o matematico americano Cohen
(1963), ndo pode ser negada, ou seja, mostrou que a hipotese do continuo era uma proposi¢do indecidivel dentro
da axiomatica Z-F-S (Zermelo-Fraenkel-Skolen). Em 1966, no Congresso Internacional de Moscavo, Paul J.
Cohen (1934 -) recebeu a medalha Fields por esta descoberta.

Na verdade, esse segundo teorema de Godel também conhecido como o teorema da incompleteza
mostra que ndo podemos reduzir a matematica a uma linguagem formal. As indaga¢des de Gddel tornaram a
posicdo formalista menos “segura”. Mas, apesar da fecundidade dos teoremas de Godel, Connes (1991)
considera ndo ser pertinente utiliza-los, especialmente o da incompleteza, para limitar os nossos mecanismos de
compreensdo. Faz-se necessario compreender que havera escolhas a fazer, e que, “ndo devemos ter uma visdo
estatica segundo a qual deveria existir, para todo o sempre, um numero finito de axiomas que desse respostas a
tudo. A nossa compreensao é, pelo contrario, dinamica” (CONNES, 1991, p.217). Na realidade, os teoremas de
Godel assinalam as limitagdes de qualquer sistema axiomatico e prova que a Matematica ndo ¢ um assunto
acabado. De qualquer modo, ndo deixa de ser uma grande veleidade, a Matematica fundamentar-se dentro dela
mesma.

Retornemos a R.Thom (adepto do platonisno) com suas idéias geométricas. Em 1971 disse que:

Levando tudo em conta, os matematicos deveriam ter a coragem de suas
convicgdes mais profundas e afirmar assim que as formas matemdticas tém,
com efeito, uma existéncia que ¢ independente da mente que as contempla...
No entanto, a qualquer tempo, os matematicos tém somente uma Vvisdo
incompleta e fragmentaria deste mundo das idéias. (THOM, apud DAVIS;
HERSH, 1984, p.360).

I

Vejamos entdo, o que disse Robinson em 1969, a respeito: “Ndo consigo imaginar que voltarei jamais

ao credo do verdadeiro platonista, que percebe o mundo do infinito real estendido a seus pés, e que pode
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compreender o incompreensivel”’, (ROBINSON, apud DAVIS; HERSH, 1984, p.360). Ao falar que jamais
voltara ao credo platonista que defende ser o matematico um cientista empirico, que nao pode inventar nada, pois
tudo ja existe, Robinson, no meu entendimento, se declara um adepto do formalismo que considera o aporte
hilbertiano, apesar das limitagdes impostas pelos teoremas de Godel.

A teoria robinsoniana ¢ um bom exemplo de que ¢ possivel criar em Matemética. E um método novo
(embora ndo o seja inteiramente) e sob alguns aspectos revolucionario por obrigar a rever conceitos
fundamentais, crengas fortemente arraigadas, e consequentemente, alteragio do discurso vigente. E também um
ramo da Matemadtica formal que tira partido de resultados e constru¢des oriundos da Logica. Na realidade, a
teoria de Robinson apresenta caracteristicas que vao além das caracteristicas que fundamentam uma criagdo
formalista: a intui¢do. Foi justamente na dosagem certa entre intuicdo e rigor que Robinson resolveu uma
questdo epistemologica antiga: a confusdo entre grandezas que diferem por um infinitésimo, ou seja, passou-se
de uma confusa relag@o para uma bem definida relagdo de equivaléncia entre tais grandezas.

E certo que muitas e variadas sdo as limitagdes do formalismo, mas o que importa assinalar ¢ sua
permanéncia, ainda que implicita na pratica de muitos matematicos e l6gicos. Robinson ndo escapa a esta regra.
Aliés, nada pode impedir que o matematico formalista estude os seus sistemas simbdlicos, mas também nada nos
garante que ele ndo encontrard de vez em quando, contradigdes em sus transformagdes simbolicas. A idéia forte
que os formalistas perseguiram durante muito tempo foi a de que a Matematica pudesse fundamentar-se a si
mesma, inclusive com os recursos da logica. Essa proeza, se fosse conseguida, colocaria a Matematica numa
posi¢do invejavel, como a Unica ciéncia a fundamentar-se em si propria — Hilbert acreditava ser possivel tal feito.
Em sintese, o desejo dos formalistas era transformar o método axiomatico, de técnica que €, na esséncia da
Matematica.

Apesar da critica contundente de Godel ao método axiomatico, ele ndo serve apenas para sistematizar
teorias, economizar pensamentos, ele constitui-se num 6timo instrumento de trabalho e de pesquisa para a
Matematica. Vejamos entdo como devemos proceder, segundo o matematico, logico brasileiro Newton da Costa,
para se estudar uma teoria pelo método axiomatico:

Escolhe-se certo numero de nogoes e de proposi¢oes primitivas, suficientes
para sobre elas edificar a teoria, aceitando-se outras idéias ou outras proposi¢ées
s6 mediante, respectivamente, definicoes e demonstracoes, obtém-se dessa
maneira, uma axiomdtica material da teoria dada,; deixam-se de lado os
significados intuitivos dos conceitos primitivos, considerando-os como
termos caracterizados implicitamente pelas proposi¢oes primitivas.
Procuram-se, entdo, as conseqiiéncias do sistema obtido, sem preocupagdo
com a natureza ou com o significado inicial desses termos ou das relagoes
entre eles existentes. Estrutura-se, assim, o que se denomina uma
axiomatica abstrata.(COSTA, 1992, p. 49).

Muitos avangos em Algebra, Topologia, Analise e em outras areas da Matematica, alcangados
no séc. XX, encontram-se correlacionados com o método axiomatico. Também, para Robert
Blanché, autor do livro 4 Axiomatica, “o método axiomdtico propde, com efeito, excluir a
intui¢do para lhe substituir, ndo o raciocinio, mas um cdlculo, um manuseamento dirigido e
cego de simbolos. Na realidade, porém, o formalismo ndo pode funcionar sem se alimentar

da intui¢do.” (BLANCHE, 1978, p. 103). Embora a intui¢do ndo possa nos dar o rigor, nem
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mesmo a certeza, ¢ essencial no processo criativo dos matematicos e para Blanché (1978), o
primeiro alimento a ser considerado para o funcionamento do formalismo ¢ a intuicao
concreta (grifo nosso) em que se baseia, visto que, s6 nos livros ¢ que a axiomatica comeca

pelos axiomas.

Temos, pois, diferentes tipos de intuigdo. A intui¢do concreta € a que nos coloca diretamente em contato
com as “coisas intuidas”, por apelo aos sentidos e a imaginagdo. Essa espécie de intuigdo, também conhecida
como sensivel ou material, pelos filésofos; difere da intuicdo formal que serve para explicar o porqué de nds
intuirmos relag¢des e propriedades entre diversas entidades.

No formalismo entdo, pode-se afirmar que os aspectos intuitivos ndo estdo forcosamente fundados no
testemunho dos sentidos; isso restringiria o processo criativo, pois os sentidos logo se tornam impotentes frente a
generalizagdes. Alids, a grande vantagem do método axiomatico ndo ¢ excluir a intui¢do, mas delimitd-la ao
“terreno” no qual ¢ insubistituivel.

A intuicio® em Matematica nio so permite demonstrar, mas também inventar. E através dela que se
percebe com um breve olhar, por exemplo, o plano geral de um edificio 16gico, e isso ao que nos parece, sem a

interven¢do dos sentidos.

Mas embora em lados opostos (formalistas e platonistas) quanto ao problema da
existéncia dos conceitos matematicos, eles ndo discutiam sobre que tipos de raciocinio

deveriam ser admissiveis na pratica da Matematica.

O formalismo tornou-se a atitude filosofica predominante nas atividades dos matematicos que
investigaram problemas sobre os fundamentos nos meados do séc. XX, e, suas raizes filosoficas sdo reveladas
quando os formalistas definem o que compreendem por raciocinio finitario’. Pode-se afirmar que a compreensio
do que seja um raciocinio finitdrio é vital para perceber as raizes filoséficas do formalismo. E necessario
também, para percebé-las, refletir um pouco sobre a construcdo hilbertiana. Comecemos por considerar uma

teoria T axiomatizada ¢ formalizada em termos de uma linguagem de primeira ordem. Nesse caso,

(2) Agora, sempre que nos referirmos a intuigdo estara implicito que fazemos referéncia a intuigdo intelectual,
que segundo os filosofos se apresenta em dois tipos: intuigdo material e intui¢do formal. Poincaré chama de
intuicdo sensivel a que depende unicamente da imaginagao.

(3) Por raciocinio finitrio compreendemos um raciocinio que satisfaz as seguintes condig¢des: ndo consideramos
nele nunca nada além de um nimero finito dado de objetos e de fungdes; estas fungdes estdo bem definidas,
sendo que suas definigdes permitem o calculo de valores de maneira inequivoca; nunca afirmamos que um
objeto existe sem dar a maneira de construi-lo; nunca consideramos a totalidade de todos os objetos x de uma
colegdo infinita; e quando dizemos que um raciocinio (ou um teorema) é verdadeiro para todos estes X, queremos
dizer que para cada x isolado, é possivel repetir o raciocinio geral em questdo, que deveria ser considerado
somente como o prototipo destes raciocinios particulares. Segundo Ernst Snapper essa definigdo explicita sobre
raciocinio finitario foi dada pelo formalista francés Herbrand. Ver nota de rodapé da pagina 622 da obra de J.
van Heijenoort, From Frege to Gddel, Harvard Univ. Press, Cambrige, Estados Unidos.

temos que falar da linguagem L como um objeto, e, ao fazer isso, ndo estamos falando dentro
da propria linguagem L. Pelo contrario, estamos falando sobre L na linguagem comum, do dia
a dia. Assim, enquanto estivermos usando nossa linguagem natural e ndo a formal L, ha
naturalmente muito perigo de que possam ser introduzida as contradi¢cdes, ou mesmo, até

qualquer tipo de erro. Hilbert dizia que a maneira de evitar este risco ¢ ter a certeza absoluta
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de que, enquanto se estd falando em linguagem natural sobre L, estdo sendo usados
raciocinios que sao absolutamente seguros, acima de qualquer suspeita. Hilbert chamou esses

raciocinios de “raciocinios finitarios”.

Nesta época, consideravam a Matematica a ciéncia das demonstra¢des rigorosas, ou seja, do ponto de
vista formalista, ndo comecamos a fazer realmente matematica antes de enunciar algumas hipéteses e comegar
uma demonstragdo. Para um formalista estrito, “fazer matematica” é manipular os simbolos sem sentido, de uma
linguagem de primeira ordem, segundo regras sintaticas explicitas. A formalizagdo significava a escolha de um
vocabulario basico de termos, o enunciado de leis fundamentais usando estes termos e o desenvolvimento 16gico
de uma teoria, a partir das leis fundamentais.

Na verdade, os formalistas estritos ndo trabalham com entidades abstratas, como: séries infinitas,
nimeros cardinais, mas somente com seus nomes sem sentido que sdo as expressdes de uma linguagem de
primeira ordem. Neste sentido, o formalismo se aproxima do nominalismo. A palavra nominalismo em latin é
nomimalis que significa “pertencente a um nome”. Para a filosofia nominalista as entidades abstratas,
simplesmente, ndo tém nenhuma existéncia, nem fora da mente humana. Sdo simplesmente ou sons vocais ou
linhas escritas — simplesmente nomes. Portanto, quando os formalistas tentam demonstrar que uma certa teoria
axiomatizada T esta isenta de contradi¢des, ndo estudam as entidades abstratas que ocorrem em T, mas em vez
disso, estudam a linguagem L de primeira ordem que foi usada para formalizar T.

O estilo formalista penetrou gradualmente todos os niveis de ensino. Com a denominagdo de
“Matematica Moderna™ chegou até ao pré-escolar (educacdo infantil) com textos sobre a teoria dos conjuntos.
Sua importancia para a Matematica atual ¢ naturalmente bem conhecida, pois foi através dessa corrente que a
logica matematica com seus varios ramos, como a teoria dos modelos, das fungdes recursivas, etc., realmente

floresceu.

(4) O movimento denominado de Matematica Moderna, no Brasil, ocorreu nas décadas de 60 e 70, motivado
pelo justificado desejo de adaptar o ensino da Matematica aos padrdes utilizados pelos matematicos do século
XX, ou pelo menos para um grande nimero deles. Nesta época foi proposta uma reformulagio radical dos
curriculos de Matematica, com énfase nos métodos abstratos e gerais.

A teoria robinsoniana ¢ uma grande contribuicdo a evolugdo da Matematica. Possibilitou reavaliar o

papel dos infinitésimos na formalizagdo dos conceitos fundamentais da Analise e do Calculo, invertendo a
primazia da nogdo de limite’ e enriquecendo o idedrio matematico com novos conceitos e métodos
demonstrativos. De fato, através dessa teoria é possivel explicar com clareza a idéia do infinitamente pequeno
ou infinitesimal e do infinitamente grande, conservando o papel da intui¢do sem deixar de ser, absolutamente

rigoroso.

Mas no século XIX, alguns matematicos a exemplo de Weierstrass, trabalharam no
sentido de banir os infinitésimos dos fundamentos do calculo por falta de rigor. Nessa época,
as exigéncias de rigor tinham levado a que se excluisse a intui¢do sensivel, considerada
suspeita, e principalmente a representagdo de figuras no espago, confiando-se apenas na
evidéncia dos encadeamentos logicos.

Pois bem! Parece haver uma verdadeira batalha entre intuigdo e rigor. Entdo, existiria

uma definigdo rigorosa de RIGOR? No latim, ha o verbo classico RIGEO, - ES, - UI, -
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ERE, que significa SER FLEXIVEL, RIGIDO. Esse verbo apresenta uma forma derivada que
¢ o substantivo RIGOR, ORIS que significa “dureza, rigidez” e, de maneira figurativa,
“severidade, inflexibilidade”. Contudo, ser rigoroso ¢ ser inflexivel, orientado por um padrao,
inflexivelmente. O rigor ¢ também uma categoria historica, e o padrdo grego de Rigor era a
Loégica de Aristoteles. Euclides que seguiu fielmente esse padrdo pode ser considerado um
matematico rigoroso, apesar de também ser intuitivo.

Ora, para ilustrar a querela entre intui¢do e rigor lembremos que o calculo criado por
Newton e Leibniz no séc XVII, foi, durante muito tempo utilizado por muitos matematicos,
sem maiores preocupacgoes com o rigor. Parafraseando Borges (1984), isso nos sugere que na
criacdo cientifica o rigor tem pouco papel a desempenhar, que cabe a intuicdo e nao a logica,
o impulso verdadeiramente criador; que a fecundidade liga-se muito mais a necessidade e
muito menos a logica. Na verdade, “a ldgica e a intui¢do tém cada uma seu papel necessario.
Ambas sdo indispensaveis. A logica, a unica que pode dar a certeza, é o instrumento da
demonstracdo: a intui¢do é o instrumento da inven¢do”(POINCARE, 1995, p.22-23).

As idas e vindas dos infinitésimos até a sua sistematiza¢ao final, reforca a tese de
que na Matematica acontece periodos de paradas na investigacdo de certas idéias, mesmo
existindo a possibilidade delas renascerem. A idéia dos infinitésimos renasceu nos trabalhos

de Robinson revelando novas estruturas e métodos que enriqueceram a Matematica e

(5) Historicamente, o conceito de limite € posterior ao de derivada. Ele surge da necessidade de calcular limites
de razdes incrementais que definem derivadas. E esses limites sdo sempre do tipo 0/0.

resolveu o problema da ambigiiidade dos infinitésimos. Alids, com a criagdo de um novo
sistema numérico — denominado por hiper-reais e representado por *R, Robinson realizou um
sonho que Leibniz acalentou no séc XVII, que era a adogdo de um sistema numérico que
contivesse para além dos reais, elementos ideais infinitos e infinitesimais e que neste sistema
se verificasse as regras operatdrias usuais, o que era contraditério na época. Mas ha uma
diferenca decisiva entre a teoria dos infinitésimos de Leibniz e Robinson. Robinson inventou
uma teoria particular que constitui uma extensdo da analise real.

Robinson nos oferece, segundo o matematico, filosofo e epistemodlogo Lakatos
(1983), uma explicagdo racional e sem ambigiiidades da teoria dos infinitésimos que satisfaz
aos critérios do rigor matematico moderno, iniciado no séuclo XIX, com Bolzano, Cauchy e,
principalmente Weierstrass.

Temos, pois, com esses € outros matematicos um movimento de retorno aos
fundamentos, ou seja, um retorno ao ideal grego do raciocinio claro e rigoroso que parecia ter

sido abandonado, para clarificar certas no¢des nebulosas e assentar os diversos ramos da
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Matematica em bases so6lida. Das nog¢des nebulosas das quais se ocupavam os matematicos
desta €poca, a de infinitésimos estava nos fundamentos do calculo diferencial e integral e da
analise matematica.

Alguns matematicos em nome do rigor expurgaram a no¢ao de infinitésimo do
calculo. Porém, outros a usavam em aplicagcdes do calculo. Estava estabelecido o impasse
fundamentagao/aplicagdo, o que faltava fazer? Era preciso uma nova atitude frente ao desafio
proposto: procurar estabelecer novas relacdes. Faltava justamente trabalhar com a logica e a
intuicdo. Seria possivel aproxima-las o suficiente para trabalha-las conjuntamente?

Robinson que era ldgico, matematico e fisico percebeu que sim, € mostrou a
comunidade matematica esta possibilidade ao criar os hiper-reais, estrutura basica da teoria
ndo-standard. O valor da contribui¢do robinsoniana pode ser observado pelo alcance das suas
idéias ao conseguir uma sistematizacdo rigorosa dos infinitésimos diante das suas diversas
interpretagdes construidas ao longo dos séculos por eminentes matematicos. A aproximagao
na medida certa da loégica e da intuicdo resolveu definitivamente o problema da

fundamentacao dos infinitésimos.

A aproximagdo entre 16gica e intuigdo pode ser explicada a partir da percepgdo dos limites da logica.
Esses limites da logica foram demonstrados com muita énfase pelos teoremas de Godel, destronando assim, a
logica, em especial a classica, da condigio de guardii das certezas absolutas. E bastante claro que esses teoremas
referem-se a sistemas formalizados e, como a formalizag@o ¢ uma singularidade do conhecimento matematico (e
por que ndo dizer do conhecimento humano), devem ser considerados todas as vezes que fizermos uma opg¢ao
nesta direcdo de formalizacdo. Esses teoremas de Godel tém um grande valor epistemologico: sdo considerados
uma grande revelagdo conceitual de séc. XX; a meu ver, possibilitaram aos matematicos estabelecer relacdes

antes nao tentadas — pelo menos com sucesso.

A teoria robinsoniana ndo deixa, portanto, espaco para duvidas quanto ao rigor da
fundamentagdo dos infinitésimos. Formulada com principios, teoremas e defini¢des, pode-se
dizer, de forma plausivel, que sua criagdo representa o coroamento da aproximagao
intui¢do/logica e que os conceitos bdsicos do calculo ndo standard ganharam com o
reconhecimento da importancia da intui¢do, ou seja, os aspectos intuitivos fazem a diferenca
na compreensao e aplicacdo desses conceitos. Alids, ela tornou-se imprescindivel ao espirito
criativo, ndo s6 dos matematicos.

Um dos aspectos que chamam atencdo na estrutura dos hiper-reais (*R) de Robinson,

¢ a ndo conservagdo da propriedade arquimediana.

Constatamos que toda relagdo e toda operagdo em R se estende naturalmente a *R, por um lado, e que
todas as propriedades formais exprimiveis em linguagem elementar sdo conservadas. Exemplo: Vxy(x+y = y+x).
Mas por que a ndo conservagdo da propriedade de Arqumedes em *R se formulada em linguagem elementar?

Ora, se os hiper-reais sdo uma extensdo dos reais, a propriedade arquimediana sendo elementar e verdadeira em
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R, deveria transferir-se para *R como verdadeira. Mas ao contrario do que acontece com a propriedade da adi¢ao
Vxy(x+y = y+x), a propriedade arquimediana quando interpretada em *R, j4 ndo ¢ mais a propriedade de
Arquimdes, embora aparentemente lhe conserve a forma. O fato de *R ndo ser arquimediano significa que “para
todo x positivo em *R existe um elemento n de *N maior que x”, ou seja, dado x positivo em *R, um n em *N
tal que n > x. O nimero n que deveria ser um natural ordindrio, isto ¢, um elemento de N, podera ser um natural,
infinitamente grande, isto ¢, um elemento de *N (*N é a extensdo de N; N < *N — inclusdo propria®). O
problema ¢ que N ndo permanece o mesmo (ndo ¢ absoluto) quando se passa de R a extensdo *R pela operagdo
de “extensdo natural” , s6 os conjuntos finitos permanecem 0s mesmos.

Observemos que a interpretacdo dada ao niimero natural do qual fala a propriedade

(6) Lembremos que se diz que dois conjuntos sdo iguais se e somente se eles tém os mesmos elementos. De
forma mais pretensiosa: um conjunto ¢ determinado por sua extensdo. E importante entender que a extensdo nio
¢ s6 uma propriedade logicamente necessaria da igualdade, mas uma proposi¢do nao trivial sobre pertinéncia;
que a extensdo natural entre conjuntos infinitos € a inclusdo propria da teoria dos conjuntos. Se A e B sdo
conjuntos tais que Ac Be A #B.

arquimediana ¢é de carater epistemoldgico. Ocorre uma mudanga significativa no nimero n, que deixa de ser um

natural ordinario e podera ser um natural infinitamente grande pertencente a *N, extensdo natural de N. Alids, os
infinitesimais ndo podem existir como numeros ordinarios, eles pertencem a um sistema maior de nimeros — 0s
hiper-reais. De fato, esta interpretagdo possibilitou a Robinson que observou as extensdes nao-arquimediana de
R consideradas desde final do séc. XIX, para ndo falar dos pioneiros, definir os niimeros infinitamente pequenos
e infinitamente grandes. Cabe lembrar, que o novo sistema numérico criado por Robinson, ndo apresenta
nenhuma inconsisténcia, e que, portanto, tanto os infinitesimais como também os “novos” niimeros obedecem a

principios que permitem um desenvolvimento rigoroso do céalculo.

E possivel afirmar que as técnicas nao-standard ou infinitesimais podem ser usadas
para fornecer uma compreensdo mais clara de uma teoria existente, porque as provas e as
construcdes estdo mais proximas das idéias intuitivas subjacentes; para a descoberta de novos
resultados. Alias, a habilidade de qualquer nova teoria em dar tais contribui¢des ¢ o padrao
pelo qual lhe ¢ medida. Exemplificando, Robinson e Bernstein, em 1966, usaram as técnicas
ndo-standard para resolver o problema do sub-espago invariante para um operador
polinomialmente compacto em Espago de Hilbert Complexo. (OLIVEIRA, 1994).

O ressurgimento de idéias intuitivas na fundamentacdo do calculo, porém, com
sistematizacdo rigorosa, fez ou faz da criacdo robinsoniana uma grande contribui¢do
epistemologica, filosofica e historica ao desenvolvimento da Matemadtica, por mostrar que
algumas das intui¢des de Newton, Leibniz e outros ndo eram inteiramente sem sentido —
estapidas, embora fossem até certo ponto grosseiras. Os fisicos, com certeza, sentiram-se
aliviados com a teoria de Robinson, pois sempre fizeram uso dos infinitésimos, como por
exemplo, ao estabelecer equacdes diferenciais representando processos fisicos.

O fisico, na realidade, conhece de modo aproximado os niimeros que mede pela

experiéncia e pode supor que uma funcao ¢ continua ou descontinua, que uma fungao tem
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derivada ou que ndo tem, sem receio de ser desmentido — quer pela experiéncia atual, quer por
qualquer experiéncia futura. Compreendemos que essa liberdade que o fisico tem de poder
raciocinar sem estd preso a certos “principios” foi fundamental para Robinson na criacdo da

teoria ndo-standard.

CONTINUIDADE

E fato, temos em certa medida uma nogdo intuitiva da continuidade. Quando observamos o movimento
de um automével em uma estrada e o comparamos ao movimento de um canguru nesta mesma estrada; a
imagem mental que nos vem ¢ de uma linha reta, sem interrupgdes, no caso do automovel, e de marcas
separadas, pontos soltos, no caso do canguru. Esta oposi¢do caracteriza bem a idéia que o senso comum tem

sobre o continuo e o descontinuo.

Recordemos alguns fatos referentes a continuidade na Grécia Antiga. Um deles
€ 0 que trata da polémica entre os eleatas e os pitagoricos que levou a concepcio de um
mundo continuo e mével, onde 0 movimento é apenas uma opiniio e nio de verdade.
Neste caso, a continuidade seria incompativel com o devir. Tal polémica pode ser
ilustrada com os estudos desenvolvidos por Zenio de Eléia. Outro, é referente a crenca
racional dos gregos sobre o continuo das grandezas geométricas e a esséncia descontinua
dos numeros naturais.

Mas entdo podemos nos perguntar quais eram as idéias filosoficas dessa época que

deram suporte a polémica entre eleaticos e pitagoricos? Sabe-se que além dos pitagdricos que
defendiam a tese de fodas as coisas tém um numero e nada se pode compreender sem nimero,
duas outras correntes filosoficas persistiam na Grécia Antiga: uma em afirmar que a realidade
estd em perene movimento, nada se encontra parado, pois tudo é mudan¢a e outra em
postular que a realidade é a permanéncia, aquilo que ndo muda, porque o movimento é
contraditorio e jamais sera alcancado pela compreensdo. Como ja vimos, Zenao era
discipulo da ultima e o fil6sofo grego Heraclito de Efeso (576-480 a.C.) defensor da primeira.
Heréclito via na transformacgdo permanente, no devir, a esséncia das coisas. Vale relembrar
sua célebre frase: “Tu ndo podes banhar-te duas vezes no mesmo rio, visto que novas aguas
correm sobre ti”.

Na verdade, a concepgao eleatica sobre a compreensao do movimento se opde tanto a
concepgdo pitagorica quanto a heracliteana. Os eleatas mostraram através dos argumentos de
Zendo que 0 movimento é incompreensivel; ja os pitagoricos adeptos da teoria das monodas’,
consideravam o movimento como uma sucessdo de estados — de passagens de monodas a

monadas sucessivas e os heracliteanos segundo Caraga (1989, p. 67), consideravam “que é
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(7) Para os pitagéricos “a matéria era formada por corpusculos cosmicos, de extensdo ndo nula, embora
pequena, os quais, reunidos em certa quantidade e ordem, produziam os corpos; cada um de tais corpusculos —
monada — era assimilado a unidade numérica e, assim, os corpos se formavam por quantidade e arranjo de
monadas como os numeros por quantidade e arranjo de unidades.” (CARACA, 1989, p. 72-73).

impossivel, num dado instante, atingir a permanéncia, a estabilidade seja do que for, tudo
flui, tudo devém, a todo o momento, uma coisa nova.”

Entdo, quando admitimos a dicotomia do espaco - porque nao dizer, da reta (para
concretizar: basta tomarmos um barbante e cortd-lo ao meio, depois ao meio do pedago
remanescente € assim por sucessivamente) e também do tempo, podemos dizer que: quando
vemos uma andorinha em pleno v6o, vemos o movimento como um todo € ndo como uma
sucessao infinita de estados de repouso, como a reunido dialética entre o descontinuo e o
continuo no espago e¢ no tempo. E também, quando eu me movo, encontro-me num
determinado lugar e, simultaneamente, ndo me encontro nele; ¢ a interagdo entre descontinuo

e o continuo que torna possivel o movimento.

Ha filosoficamente uma importante diversidade entre continuo e descontinuo. Segundo Selvaggi,
professor emérito da Universidade Gregoriana de Roma, autor do livro Filosofia do Mundo: cosmologia
filosdfica,

O continuo é indiviso e, portanto, uno em si, um ente quanto, a unidade no
género da quantidade; o descontinuo é diviso, e portanto multiplo, muitos
entes quantos, muitos continuos. Sobre esta distingdo entre continuo e
descontinuo se fundam os conceitos de unidade e multiddo, que por sua vez
ddo origem ao conceito de numero. (SELVAGGI,1988. p. 175).

Na realidade, a importancia filosofica dessa distingdo entre continuo e descontinuo, ainda segundo Selvaggi
(1988, p. 175), “deriva do fato que a divisdo e indivisdo, unidade e multiplicidade sdo no¢ées que transcendem o
género da quantidade e podem ser aplicadas, de modo andlogo, ao ser em geral; sdo nogdes ndo so fisicas e

matematicas como também metafisicas.”

O que acabamos de dizer sobre continuidade nos mostra em parte a fecundidade
desse conceito. Porém, faz-se necessario observar de modo particular, o seu valor
epistemologico dentro da Matematica por ter provocado rupturas e conseqiientemente,

avangos.

Para alguns matematicos, o numero inteiro é o Gnico objeto natural de pensamento matematico®.
Defensor da concepcao intuicionista, Leopold Kronecker (1823-1891) foi um matematico que acreditava que
toda a Matematica deve se basear em métodos finitos, desenvolvidos a partir dos nimeros naturais. Especialista
em teoria das equagdes, fungdes elipticas e teoria dos numeros algébricos, disse: “Deus fez os numeros inteiros,

todo o resto é criagdo do homem”. Também criticou os trabalhos de Cantor cujo objeto de estudo foram os

(8). Os intuicionistas defendem a tese de que “a existéncia de um objefo matemdtico esta associada a um método
que permita a construgdo desse objeto”.
conjuntos infinitos’ com sua concepgio finitista e a controvérsia estabelecida entre os formalistas e intuicionistas

do séc. XX, ¢é essencialmente, uma continuagdo da controvérsia entre Cantor e Kronecker.
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Desse modo, o que dizer do continuo? Segundo Poincaré (1995, p. 95), “foi o mundo exterior que nos
impos o continuo; sem duvida o inventamos, mas esse mundo nos forgou a inventd-lo.” Mas nem por isso deixa
de ser um dos mais importantes objetos da Matematica. Alids, sem o continuo a Matematica se reduziria a
Aritmética e ndo haveria analise infinitesimal.

Sobre o objeto matematico vale ressaltar que alguns fildésofos da ciéncia rejeitam a concepgdo empirista
da matematica segundo a qual o objeto matematico ¢ uma simples abstragdo da experiéncia, apontando a imensa
abstracdo de alguns dos conceitos mais modernos dessa ciéncia. Realmente, nos ramos mais modernos da
matematica surgem conceitos altamente abstratos, aparentemente bem longe de qualquer intuicdo. Mas essa
concepgdo € enganosa, pois 0s conceitos matematicos, a exemplo do conceito de fung¢do, formam uma seqiiéncia
de sucessivas abstragdes e generalizacdes, “cada uma das quais repousa na combinagdo de experiéncias com
conceitos abstratos prévios”. Pode-se afirmar que é na vivéncia das experiéncias perceptivas sensoriais de onde
surgem as primeiras abstracdes da matematica. Por exemplo: da necessidade de contagem — aritmética (os
nimeros naturais); da necessidade de medir terras — a geometria. Construidas estas, surgem as chamadas
experiéncias mentais, com esses primeiros conceitos — a construgdo dos numeros reais a partir dos numeros
naturais. A natureza generalizadora da ciéncia na qual repousa a sua imensa fecundidade ¢ responsavel por novas
abstragdes, fruto das experiéncias mentais com as abstra¢des que lhe sdo anteriores.

Observemos que apesar de ser um intuicionista, Poincaré reconhece que a natureza ¢ bem mais rica que
a imaginacdo, e que, portanto, € necessario as vezes tomarmos caminhos até entdo negligenciados, pois esses
caminhos muitas vezes nos conduzira a criagdes importantes, como a do continuo. “Dedicamos quase todo o
nosso tempo e todas as nossas forgas ao estudo do continuo. Quem serd capaz de lamenta-lo, quem julgard que
esse tempo e essas for¢as foram perdidos?”(POINCARE, 1995, p.95).

Houve um movimento denominado aritmetiza¢io'® da Analise, comandado

(9)Para os matematicos um conjunto ¢ infinito sempre que for equivalente a um subconjunto proprio de si
mesmo. Caso contrario, o conjunto sera finito. E quando € que um conjunto é equivalente a um outro conjunto?
O conjunto A, dizem os matematicos, ¢ equivalente ao conjunto B, quando a cada elemento de A corresponder
um Unico elemento de B e a cada elemento de B corresponder um unico elemento de A.

(10) O termo aritmetizacdo significa construir os nimeros reais a partir dos nimeros naturais.

principalmente por Weierstrass, Dedeking e Cantor. Foi uma tentativa de fundamentagdo do continuo (nimeros
reais) em termos puramente algébricos ou analiticos, despidos da veste geométrica, mas (in)vestido de outra: a
intuicdo geométrica dd lugar a outra intuigdo, bem mais abstrata e poderosa, a dos conjuntos ou cole¢des
cantorianas. Mas, “a andlise nos abre perspectivas infinitas, que a aritmética ndo suspeita;, num breve olhar
mostra-nos um conjunto grandioso, cuja ordem é simples e simétrica; ao contrdrio, na teoria dos numeros, onde
reina o imprevisto, a visdo é, por assim dizer, tolhida a cada passo.”(POINCARE, 1995, p. 96).

Sem duvida, teremos necessidade de relembrar que é possivel encontrar aspectos intuitivos sobre os
numeros reais nos trabalhos do grande matematico Gauss'' (1777-1855), por apoiar-se na intui¢do geométrica.
Porém esses aspectos intuitivos foram, digamos, eliminados, quando a propriedade fundamental dos reais, a
continuidade, foi rigorosamente esclarecida através daquilo que hoje denominamos de Principio de
Continuidade e suas equivaléncias:

I) Principio de Dedekind: se o conjunto dos reais ¢ dividido em duas classes ndo vazias X e Y disjuntas,
de maneira que parax € X e y € Y arbitrarios se cumpra X <y, existe, entdo um tinico nimero a para o qual x

<a <y, quaisquer que sejamx € Xey e Y.

43



44

IT) Principio de Cantor: dado um sistema de intervalos encaixantes (isto ¢, um
sistema de intervalos com duas propriedades: a) cada qual estd contido em todos os seus
predecessores e b) suas amplitudes, 0,1, 0,01, 0,001, ... vao decrescendo e tendendo para

zero), existe um unico numero real que pertence a cada um dos intervalos.

IIT) Principio de Weierstrass: se uma sucessdo ndo decrescente de numeros reais esta cotada
superiormente, entdo ¢ convergente.

IV) Principio de Cauchy: toda sucessdo fundamental de niimeros reais converge.

O conceito de continuidade €, na verdade, a propriedade natural dos nlimeros reais. Ela impede que os
reais sejam enumeraveis. Diz-se enumeravel, qualquer, conjunto que possa ser colocado em correspondéncia
biunivoca com os numeros naturais; logo de mesma poténcia (cardinalidade) do conjunto dos naturais.
Enumerar, significar contar, isto é, colocar os objetos em correspondéncia um-a-um com o conjunto N dos
naturais ou com parte dele. Exemplos de conjuntos enumerdveis: o conjunto de todos os nimeros pares, 0
conjunto de todos os niimeros impares, o conjunto de todos os nimeros racionais € muitos outros.

De fato, um conjunto cujos elementos ndo podem ser enumerados ¢ o conjunto dos

—H-Aspreoeupacdes-de-Gauss com os fundamentos da Analise, e com o rigor na Matematica, revelam, de um
modo geral, uma sensibilidade bem apurada. Gauss s6 publicava trabalhos bem acabados.
numeros reais. Mas o que impede a correspondéncia biunivoca entre seus elementos e os numeros naturais? A

continuidade, propriedade inexistente tanto nos naturais como nos racionais.

Procuremos esclarecer melhor. Para tanto comparemos as propriedades dos nlimeros racionais com as
propriedades dos nimeros reais.

1) O conjunto dos pontos de uma reta ¢ infinito - o que ¢ o mesmo, em certo sentido, o conjunto dos
nimeros reais; o conjunto dos racionais também o é.

ii) Ambos os conjuntos sdo ordenados: dado um ponto P da reta e outro ponto A, este precede aquele se

estiver a sua esquerda; dados dois racionais X e y, x precede y quando x for menor que y.

ii1) Dados dois racionais distintos quaisquer entre eles ha uma infinidade de outros
racionais; o mesmo acontece com dois reais distintos quaisquer. Conjuntos com essa
propriedade sdo chamados de densos. Mais formalmente um conjunto C ¢ denso se nele existe
uma relacdo de ordem R com a seguinte caracteristica: sempre que x R z (supondo x # z),
existe um y tal que x R y e y R z, ou seja, dados dois elementos distintos, x ¢ z, de C, ha um
elemento y entre eles.

Apesar de ambos possuirem essas trés propriedades, seus elementos ndo podem ser
postos em correspondéncia biunivoca. O conjunto dos pontos da reta ou o conjunto dos reais,
ndo ¢ enumeravel. A poténcia dos reais ¢ de outro tipo. A cardinalidade dos reais (podemos
chama-la de c¢) ¢ maior que a cardinalidade dos naturais (). Demonstra-se que ¢ = 2N,

Porém pode-se estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta ¢ os

pontos de um segmento (Fig. 2.1). Seja AB um segmento e r uma reta qualquer paralela a AB.
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A D’ C FE B
p m
D C E T
Fig.2.1

Liguemos A e B ao ponto C, da reta r, de tal maneira que o angulo ACB seja reto. A projecao
C sobre AB ¢ C’. Seja D um ponto qualquer de r a esquerda de C e o liguemos ao ponto B.
Sobre o segmento AC, temos o ponto p, cuja projecdo sobre AB, serd D’. Do que foi dito,
conclui-se: a qualquer ponto D (a esquerda de C) corresponde outro ponto D’ a esquerda de
C’. De forma analoga, seja um ponto qualquer E em r a direita de C e o liguemos ao ponto A.
Sobre o segmento BC determinemos o ponto m cuja projecdo sobre AB ¢ E’. Logo: a
qualquer ponto (2 direita de C) corresponde o ponto E’ a direita de C’. Desse modo, o que
acabamos de fazer pode ser estendido para todos os pontos da reta r, ficando, desta forma,
estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta r € o segmento AB.

Mostramos que ha uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta r e um
certo segmento. Portanto, se o conjunto dos reais, em certo sentido, ¢ 0 mesmo que o conjunto
de pontos de uma reta, pode-se afirmar que de fato a correspondéncia ¢ biunivoca entre o
conjunto dos nimeros reais ¢ os pontos de uma reta, ou seja, a todo numero real corresponde
um ponto da reta; a todo ponto da reta corresponde um numero real (postulado basico da
Geometria Analitica).

Para Caraca (1989), a linha reta ¢ a imagem ideal da continuidade.

Concentremo-nos na imagem da reta quanto a continuidade. A riqueza da estrutura
da reta vai além “da simples variacdo por gradagées insensiveis” segundo Caraga (1989). E
preciso, portanto, para perceber a continuidade; ter clareza da no¢do da reta e procurar
estabelecer critérios distintivos e simples que permitam observar qualquer conjunto e verificar
se ele tem ou ndo a mesma estrutura da reta e, claro, se podemos atribuir-lhe ou ndo a
continuidade.

Um critério importante para verificar a continuidade de um dado conjunto ¢ o
conceito de corte que estd no principio da continuidade desenvolvido por Dedekind (1831-

1916):

45



46

Se uma reparti¢cdo de todos os pontos da reta em duas classes é de tal
natureza que todo o ponto de uma das classes esta a esquerda de todo o
ponto da outra, entdo existe um e um so ponto pelo qual é produzida esta
reparti¢do de todos os pontos em duas classes, ou esta decomposi¢do da
reta em duas partes. ( CARACA, 1989, p. 60).

Em outros termos: Verifica-se um corte num dado conjunto A nao-vazio, quando ele ¢
separado em dois outros B e C, tal que:

1) todo elemento b € B ¢ menor do que todo elemento ¢ € C.

i) A=BuUC.
EX1: \\ C
Neste caso, 1 é: 1) elemento separador do corte, e,
x<1 1 x>1 ii) elemento maximo da classe B.
Ex»: B <C Neste caso, 1 é elemento minimo de C.
1

Do que foi dito, conclui-se: 1) 1 é o supremo de B no exemplo 1.
i1) 1 € o infimo de C no exemplo 2.

Mas, além desses “cortes”, ha outros. Vejamos outro exemplo mostrando que no
conjunto dos numeros racionais hd cortes que ndo tem elementos de separagdo, para nao
pensarmos que para todo corte no conjunto dos racionais, existe um numero racional a separar
B e C. Antes, porém, consideremos a defini¢do:

Chamamos numero real ao elemento de separa¢do dos dois conjuntos dum
certo corte qualquer no conjunto dos numeros racionais, se existe um
numero racional a separar os dois conjuntos, o numero real coincidira com
esse numero racional, se ndao existe tal numero, o numero real dir-se-a
irracional. (CARACA, 1989, p. 62).

Exs : B C

b’ <2 ¢ >2  Neste caso, consideremos: i) B o conjunto formado por

2 todo racional b cujo quadrado seja menor que 2, isto €,
b* < 2; ii) C o conjunto formado por todo racional ¢
cujo quadrado seja maior que 2, isto &, ¢* > 2.
Nota-se que o critério de reparti¢do abrange todos os racionais, mas lhe escapa o nimero cujo
quadrado seja igual a 2. Entdo, qual seria o elemento de separacao dos conjuntos B e C? — ndo

existe! ele seria o nimero de quadrado igual a 2.
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O numero cujo quadrado ¢ igual a 2 é o numero real irracional ¥2 . Portanto, V2 ¢ 0
numero real irracional que separa o conjunto B dos racionais b, tais que b” < 2 do conjunto C
dos racionais, tais que ¢* > 2. Isso significa que todo corte tem elemento de separagdo,
estando este elemento no conjunto dos reais, como € o caso de 2 .

Pelo que vimos, podemos afirmar que:

1) todo corte ¢ produzido por um ponto da reta.

i1) todo ponto da reta pode produzir um corte.

Dessa afirmacdo, conclui-se que: todo racional produz um corte nos racionais,
porém, ndo se verifica a reciproca, isto €, pode existir um corte nos racionais positivos que
ndo seja produzido por um racional. Na verdade, encontramos a razao da nao correspondéncia

biunivoca entre os reais € 0s racionais.

O conceito de continuidade evoluiu gradualmente, assim como o conceito de fungdo'”. Inicialmente se
confundia a fungdo com sua correspondéncia analitica’ e a continuidade significava a permanéncia da mesma
formula que define a funcdo, ao passo que “descontinuidade” significava, ndo a ruptura do grafico da funcdo,
mas da expressdo analitica
ou lei que definisse a correspondéncia entre variavel dependente e a variavel independente (ou variaveis
independentes).

Somos portanto levados a enunciar, em linguagem, digamos, contemporanea, algumas definigoes.
Bolzano, em um trabalho publicado em 1817 escrevera: “uma fungdo f{x) varia segundo a lei da continuidade
para todos os valores de x situados num intervalo se a diferenga f(x + @) — f(x) pode tornar-se menor que
qualquer valor dado, se se pode sempre tomar ® tdo pequeno quanto se queira.” (AVILA, 2001, p.128). Essa
defini¢do ¢é praticamente a mesma defini¢do de continuidade de Cauchy:

A fungdo f(x) sera continua em x num intervalo de valores dessa variavel se,
para cada valor de x nesse intervalo, o valor numérico da diferenca
fix + @) — f(x) decresce indefinidamente com a. Em outras palavras, f(x) é
continua se um acréscimo infinitamente pequeno de x produz um acréscimo
infinitamente pequeno de f(x). (AVILA, 2001, p.128).
Essa defini¢ao apresentada por Cauchy estd muito préxima da que usamos hoje em dia, em termos de &
e O: uma fungdo dada por y = f(x), chama-se continua, se existe para cada & >0, um & > 0, de modo que para
todo x;, x> com [x;—x,/ <& vale [fx) —f(xs) | <&. Alids, essa simbologia também ¢é devida a Cauchy, que a
usa em varias demonstracdes, embora ela s6 tenha se universalizado devido as prelegdes de Weierstrass em
Berlim, por volta da década de 70 do séc XIX. Weierstrass também apresentou em notas dos cursos que
ministrava a defini¢cdo de continuidade em termos de desigualdade envolvendo & e d.
Na verdade, Weierstrass deu uma definicdo um tanto equivalente as defini¢des de Bolzano e Cauchy
para uma fun¢do continua, porém com maior clareza e precisdo. Para ele, dizer que f(x + AX) — f(x) é um

infinitésimo, ou que, torna-se € permanece menor que
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(12) Segundo Eves (1995, p. 660-661), “a palavra fung¢do parece ter sido introduzida por Leibniz em 1694,
inicialmente para expressar qualquer quantidade associada a uma curva, como , por exemplo, as coordenadas
de um ponto da curva, a inclina¢do de uma curva e o raio da curvatura de uma curva. Por volta de 1718,
Johann Bernoulli havia chegado a considerar uma fun¢do como uma expressdo qualquer formada de uma
variavel e algumas constantes; pouco tempo depois Euler considerou uma fun¢do como uma equagdo ou
formula qualquer envolvendo variaveis e constantes.” Hoje utilizamos uma defini¢do mais geral de fungdo, que
evoluiu principalmente nos trabalhos de Joseph Fourier (1768-1830) que foi levado a considerar, em suas
pesquisas sobre a propagacdo do calor, as chamadas séries trigonométricas e Lejeune Direchlet (1805-1859).
“Uma fung¢do f: D =Y é uma lei que associa elementos de um conjunto D, chamado o dominio da fun¢do, a
elementos de um outro conjunto Y, chamado o contradominio da fun¢do.” (AVILA, 2001, p. 100).

(13) A formula ou lei expressa em simbologia matematica que define a fungao.

qualquer quantidade dada, a medida que Ax se aproxima de zero traz & mente ou o infinitamente pequeno ou

nogdes vagas de mobilidade. Weierstrass definiu f(x) como continua, dentro de certos limites de x: se para
qualquer valor x, desse intervalo e para um numero positivo arbitrariamente pequeno & é possivel achar um
intervalo em torno de xy, tal que para todos os valores deste intervalo a diferenga f(x ) — f(xy) é, em valor
absoluto, menor que &.

Cauchy ¢ considerado comumente por muitos historiadores da matematica como a pessoa que pds o
calculo em terreno firme, apesar dos equivocos encontrados posteriormente na demonstragdo que apresentara
para o principio da convergéncia'®. Esses equivocos levaram muitos matematicos a procurar uma solugio para a
demonstragdo. A procura por uma solucdo satisfatéria aconteceu entre os contemporaneos de Cauchy, como

também por outros matematicos um pouco mais tarde.

Abrahan Robinson, por exemplo, considerava em certa medida, a definicdo dada por
Cauchy sobre continuidade, misteriosa e prop0s com sua teoria nao-standard uma nova

solugdo ao problema da continuidade.

Robinson observou que a histéria do calculo admitia duas teorias sobre o continuo: teoria leibniziana e
teoria weierstrassina. Essas teorias, na verdade, eram rivais. O continuo de que trata a teoria leibniziana vai de
Arquimedes até o continuo nao-arquimediano mediante a adi¢do dos infinitésimos e dos numeros infinitamente
grandes. Segundo Robinson, Cauchy era adepto da teoria leibniziana (LAKATOS, 1983). Ja para a teoria
weierstrassiana, o aspecto revoluciondrio era a possibilidade de explicar todo o célculo conhecido e também
desenvolvimentos posteriores que incluissem os nimeros reais.

E possivel mostrar, segundo Robinson que os argumentos de Cauchy nio devem ser interpretados como
welerstrassiano e sim como um genuino leibniziano.

Vejamos a interpretacdo apresentada por Robinson.

Seja lim s, (x) = s, (x) donde s,(x) sdo continuas. Entdo a fim da provar que s,(x) é continua em algum

x;, temos de mostrar que s(x; +a)—s(x;) ¢ infinitesimal para todo

(14) Lembremos que o objetivo de Cauchy era provar que: seja f uma fungdo continua num intervalo I = [a,b],
com f(a) #f(b). Entdo, dado qualquer numero d compreendido entre f(a) e f(b), existe c € (a,b) tal que
f(c) = d. Em outras palavras, f(x) assume os valores compreendidos entre f(a) e f(b), com x variando em
( a,b), por meios analiticos, sem recorrer a intui¢do geométrica. Desse objetivo € que surgiu o seu critério de
convergéncia, formulado aqui, para o caso de uma seqiiéncia de fungdes: “ Se uma seqiiéncia de grandezas
Fi(x), Fy(x),..., Fu(x),..., Fy + (x),... estd sujeita a condi¢do de que a diferenga entre seu n-ésimo F,(x) e cada
membro seguinte F, , .(x), ndo importa qudo distante do n-ésimo termo este ultimo possa estar, seja menor do
que qualquer quantidade dada, desde que n seja tomado bastante grande, entdo, existe uma e somente uma
determinada grandeza, da qual se aproximam mais e mais os membros da segqiiéncia, e da qual eles podem se
tornar tdo préximos quanto se deseje, desde que a seqiiéncia seja bastante longa.” (AVILA, 2001, p. 74).

infinitesimal o.
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Nessa formulacdo esta sendo empregado o conceito de continuidade de Cauchy, que sera equivalente ao
conceito de Weierstrass, somente se para qualquer proposicdo que seja verdadeira para todas as quantidades
infinitesimais também seja verdadeira para quantidades finitas suficientemente pequena e vice-versa.

Entdo: | s(x; + ) —s(x1) | = | Sn (X1 + o) — sp(Xy) + 1p(X) + ) — 15(X1) |

< |sn x; +a) — sn(x1)| + | r(x; + o) |+ | ra(X1) |d0nde I, SA0 0s restos.
Cauchy acreditava que a parte esquerda era infinitesimal para todo infinitesimal o, posto que |sn x; + o) —
Sn(X1) | ¢ infinitesimal para todo n, devido a sua defini¢do de continuidade; e | ry(x; + o) le | ra(X1) | seria por
sua vez infinitésimos para todos os n infinitamente grandes devido a defini¢do apresentada por Cauchy: a, — 0
se a, ¢ infinitesimal para n infinitamente grandes.

Para Robinson, este argumento implica que s,(x) deveria estd definida e ser continua, e convergir ndo s6
para os pontos standard weierstrassianos, mas para todos os pontos do continuo mais denso de Cauchy, e a
seqiiéncia s,(x) deveria estd definida para indices n infinitamente grandes e representar fungdes continuas de tais
indices.

Observa-se que a nogdo de convergéncia'® de Cauchy pode ser interpretada pela teoria robinsoniana da
seguinte maneira: Seja *R uma extensdo elementar dos nimeros reais R e *N a extens@o correspondente dos
numeros naturais N. A prova de Cauchy de seu teorema da continuidade exige a convergéncia de uma seqiiéncia
transfinita.

Simbolicamente: { s(n) /n € N}, donde s(n) €*R.

Assim, a seqiiéncia { s(n) / n € N}, donde s(n) €*R, converge (segundo Cauchy) para o limite t e*R se
existe uma fungdo M(n) em R tal que para todo m em N e para todo n em *N: n > M(n) —> | s(x) -t | <m™.

Segundo Robinson, com esta defini¢do, o teorema de Cauchy ¢ correto no sistema

(15) Para Cauchy, toda seqiiéncia monotona e limitada é convergente. Diz-se que uma seqiiéncia (a,) é limitada
inferiormente, se existe um namero A tal que A < a, para todo n; e limitada a direita, ou limitada
superiormente, se existe um numero B tal que a, < B para todo n. Quando a seqiiéncia ¢ limitada a esquerda e

a direita a0 mesmo tempo, dizemos simplesmente que ela € limitada e, mono6tona quando satisfaz a qualquer uma
dessas condigdes: crescente, decrescente, ndo decrescente e ndo crescente. “Diz-seque uma seqiiéncia (a,) é
crescente se a; < a; <.. < a, <.. e decrescente se a; > da, >... >a, > ... Diz-se que a seqiiéncia é ndo
decrescente se a; < a, <... na <...endo crescentese a;> d;=>.. = a,= ... (AVILA, 2001, p. 56-57).
Esse critério de convergéncia permite saber se uma dada seqiiéncia é convergente, sem conhecer seu limite de
antemdo se ela for mondtona. Em contrate a esse critério de convergéncia, veja outro de carater geral que se
aplica a qualquer seqiiéncia. “Uma condi¢do necessaria e suficiente para que uma seqiiéncia (a,) seja
convergente ¢ que, qualquer que seja & > 0, existe N tal que n, m >N = /a,, - a, /<§. “(AVILA, 2001, p. 67).
Em outros termos “dado & >0, existe um indice N tal que, para todo inteiro positivo p, n >N =
/a, - na+p /<& (AVILA, 2001, P. 67).

dos hiper-reais, mas ndo o ¢ para o sistema dos niimeros reais R. (LAKATOS, 1983).

Isso nos mostra que a teoria de Robinson proporciona explicagdes precisas sobre as nogdes de Cauchy,
como também se propde a explicar as idéias de Leibniz. Observa-se que ao dar muita énfase a idéia de
continuidade de Leibniz e Cauchy, o levou a uma falsa reconstrug¢do da prova de Cauchy de 1821. Segundo
Lakatos (1983), as definicdes dadas por Cauchy e Robinson sobre continuidade apresentam menos
similaridades do que as defini¢cdes dadas por Cauchy e Weierstrass.

Robinson tem razdo em sinalizar que Cauchy fazia um esfor¢o para escapar dos infinitésimos, cuja
debilidade logica havia sido mostrada por Berkeley. Porém, uma analise do termo variavel usado por Cauchy,

vai mostrar que no se trata s6 de uma maneira de falar, pelo contrario, suas variaveis reais recorriam aos

49



50

numeros reais weierstrassianos e infinitésimos. Os infinitésimos diferem dos niumeros weierstrassianos. Portanto,
qual seria a interpretacdo do continuo de Cauchy dada por Robinson? Que o continuo de Cauchy (talvez se
diferencie de Leibniz) ndo ¢ um conjunto de pontos atuais, mas um conjunto de pontos que se movem. Suas
variaveis ndo sdo variaveis weierstrassianas; estas ultimas podem ser eliminadas sem nenhuma perda, ja que a
teoria do movimento de Weierstrass explica o movimento e troca das variaveis em termos de uma algebra
infinitista de quantidades atuais.

Mas afinal, como Robinson define a continuidade no calculo ndo-standard?

Seja uma funcdo de valor real e variavel real x em R, definida no intervalo (a,b) com a e b standard, a <
b. Na passagem para *R, f(x) é estendida para a fun¢fo definida para todo nimero x em *R, coma < x < b.
Em outros termos: A fung@o f: R — R ¢ continua no ponto a € R, se e somente se * f(x) =f(a) paratodox ~ a .

Essa caracterizagdo da continuidade tem certas vantagens, inclusive pedagdgica. Em um nivel bem
elementar, notemos que a continuidade da fung¢@o composta “fog” de duas fungdes f e g é agora Obvia: se x = a,
entdo *g(x) ~ g(a) e, portanto, *f(*g(x)) ~ f(g(x))-

Intuitivamente, uma curva y = f(x) é continua se sua forma ¢é continua (seu grafico), isto ¢, quando x;
esta proximo de X,, f(x;) esta proximo de f(xy).

Gragas a essas defini¢des, saberemos reconhecer a idéia da continuidade em diferentes contextos. Resta
chamar a atencdo para o fato de que procuramos enfatizar mais a compreensdo dos conceitos, com o objetivo de
compreendé-la epistemologicamente e filosoficamente, sem deixar, contudo, de apresentd-la em linguagem
matematica. Porém, apesar da linguagem matematica ndo ser o ponto de partida para a compreensdo dos
conceitos — por isso ndo deve ser imposta desde o inicio no ensino, constitui-se num dos objetivos visados pelo
ensino. Portanto, é fundamental na comunicagio e argumentagdo sobre os resultados que aprofundam os
conceitos uma linguagem correta — sem excessos simbolicos, mas rigorosa com as idéias dos conceitos,

principalmente na educagdo basica, em especial, no ensino médio.
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DERIVADA

O conceito de derivada é uma das idéias fundamentais do céalculo e carecia, desde o inicio, de uma
fundamentag@o mais adequada. Os matematicos sabiam disso, mas nesta época, séc. XVII — para ndo falar desde
Arquimedes, ainda ndo havia muita motivacao para o trato de questdes de fundamentos. Os matematicos desse
século tinham muito mais do que se ocupar em termos de explorar as idéias do calculo, desenvolver novas
técnicas e usa-las na formulagdo e solugdo de problemas aplicados.

Na realidade, as ambigiiidades dos fundamentos do calculo dessa época, proporcionaram criticas aos
trabalhos dos matematicos. A mais contundente ¢ bem fundamentada dessas criticas partiu do conhecido bispo e
filosofo George Berkeley, numa publicagdo de 1934 ao método dos fluxdes de Newton. Nao menos contundente,
a de Bernard Neeuwentijt a Leibniz (STRUIK, 1989). Houve também respostas a essas criticas, bem como,
durante o século XVIII, tentativas de encontrar uma fundamentagdo adequada para o calculo, embora sem
maiores conseqiiéncias.

Observa-se que nessa época ndo havia uma separagdo nitida entre o calculo e suas aplicagdes; o que
diminuia, pelo menos em parte, a importancia do rigor na formulagdo dos métodos, pois muitas vezes os
resultados empiricos ja era um teste do valor desses métodos. Assim, por exemplo, um problema fisico que se
traduzia numa equagdo diferencial, como o movimento de um péndulo ou as vibragdes de uma corda esticada, ja
tinha garantido, por razdes fisicas, a existéncia e a unicidade da solugdo. No entanto, em meados do séc. XVIII
comegou a reaparecer a preocupacao pelo rigor, visto que, desde os gregos ele ja era buscado.

Lembremos que as idéias basicas do calculo ndo eram muito claras, nem pareciam bem fundamentadas
(nessa época), sendo recebidas com um certa desconfianca pela grande maioria dos matematicos. Newtom lidava
com as nogdes de fluentes e fluxdes; Leibniz chamava de infinitésimos as pequenas parcelas a serem somadas no
processo de integracdo, ao tempo que imaginava as curvas sendo constituidas de partes infinitesimais, como se
fossem pequenos segmentos da reta. Mas apesar da falta de coeréncia nas justificativas, essas nogdes
continuaram a ser utilizadas por mais de cem anos.

Newton aplicou seu método a numerosas curvas encontrando suas inclinagdes, seus pontos mais altos e
mais baixos (ponto de maximos e de minimo), suas curvaturas (a taxa pela qual a curva muda de diregdo) e seus
pontos de inflexdo (onde a curva muda de concava para convexa e vice-versa) — todas propriedades geométricas
relacionadas com a linha tangente. Devido a esta associacdo com a tangente, o processo de encontrar a fluxdo de
um determinado fluente era conhecido, na época de Newton, como problema da tangente. Hoje chamamos esse
processo de diferenciagdo e a fluxdo de uma fungdo chamamos de derivada. No obstante, a importancia da
invengdo de Newton é que ela forneceu um procedimento geral — algoritmo — para se encontrar a taxa de
mudanca de praticamente qualquer fun¢do. A maioria das regras da diferenciagdo, que agora sdo parte dos cursos
padrio de calculo, foram descobertas por Newton. Por exemplo, se y = x", entdo y"=nx " 'x* (onde n pode ter
qualquer valor, positivo ou negativo, inteiro ou fracionario e até mesmo irracional). A notagdo do ponto de
Newton também nao sobreviveu, e atualmente usamos a notagao diferencial muito mais eficaz de Leibniz. Se y =
x" (onde n pode ser qualquer numero), entdo dy/dx = nx "~ '. Observa-se que tal resultado ¢ idéntico ao que
Newton obteve usando o seu método de fluxdes.

A partir dos trabalhos de D’ Alembert e Cauchy, iniciou-se uma fundamentagao mais rigorosa.
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Weierstrass, prosseguiu na intengdo de tornar as no¢des do calculo cada vez mais rigorosa, fazendo uso
de £ e 5. Atribui-se a ele a tentativa de banir do calculo os fluxdes e os infinitésimos, com suas vaguezas ou
obscuridades. Esse fato ¢ de grande importancia epistemoldgica. Afinal, a substituicdo dos infinitésimos pela
nogdo de limite constitui uma ruptura. E, o rigor dos fundamentos ¢ estabelecido.

Na pratica, porém, matematicos continuavam a recorrer as nog¢des antigas. Isso levou a busca de
abordagens alternativas para as nog¢des do calculo ou a reabilitagdo das idéias originais, livrando-as de suas
inconsisténcias.

Robinson deu uma contribuicdo para a epistemologia da Matematica, ao mostrar que algumas
modificagdes nessas idéias, conduz a uma teoria consistente matematicamente (LAKATOS, 1983).

Mas do que trata o conceito de derivada?

No entender de Leibniz, um dos inventores da derivada, esta deveria ser vista como o quociente de
quantidades infinitesimais ou infinitamente pequenas, dy e dx; por isso, ele adotou para a derivada o simbolo
dy/dx. Considerava, corretamente, que Ay/Ax era um valor aproximado da derivada, tanto melhor quanto menor
fosse Ax. Para Ax suficientemente pequeno, ele denotava Ay e Ax por dy e dx, respectivamente, considerando
estas quantidades como infinitamente pequenas, os chamados infinitésimos (KEISLER, 1986). Ele concebia uma
curva como constituida de um aglomerado infinito de segmentos retilineos infinitamente pequenos. A tangente e
a curva coincidiam num desses segmentos (Fig. 2.2). Sem duvida, essas idéias sdo vagas e nebulosas, mas sdo
muito sugestivas e ligadas a visualizagdo geométrica; e, por isso mesmo, tém sido muito uteis, até os dias de

hoje.

dx

-

Sabe-se que houve uma ruptura no tratamento das nogoes pasicas ao calculo com a énfase no rigor. O
conceito de derivada passou a ser tratado como um caso particular do limite, “abdicando-se da possibilidade de

apreensdo direta de seu significado" (MACHADO, 1993, p. 152).

O conceito de derivada trata do problema de tragar a reta tangente a uma curva e da
idéia da taxa de variacdo. Também, pode-se afirmar que ¢ uma generalizagdo da nocdo de
velocidade, com a qual familiarizamo-nos desde muito cedo. Embora seja facil definir
velocidade de maneira geral e precisa, todos parecem capazes de entender e utilizar
intuitivamente informagdes envolvendo tal nocdo, pouco ou nada contribuindo para isso

afirmagdes que a caracterizam como “o limite de As/At quando At tende a zero”.
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Segundo Keisler (1986), autor do livro Elementary Calculus — An Infinitesimal Approach, a derivada
pode ser descrita na linguagem cotidiana em termos de uma viagem de automovel. A velocidade que o
velocimetro mostra indica o indice de mudancga ou a derivada da distancia, pois a velocidade ¢ encontrada pela
razdo entre uma certa distancia, tomando-se um certo intervalo de tempo.

E costume indicar a derivada de uma fungdo y = f(x) por y’ ou f(x). Mas se usarmos outras letras para
indicar as variaveis, a notacdo da derivada deve adaptar-se de acordo com essa notagao.

Em Mecénica, ¢ comum o uso do simbolo y* para indicar a derivada de uma fungédo y da variavel tempo
t. Outra notagdo freqiiente, devida a Leibniz, ¢ dy/dx ou df/dx. Assim, é

costume escrever expressées coOmo:

dx’=2x; d(x*-3x)=2x-3 oud (x*—3x)=2x-3
dx dx dx
Para entender a ldgica da notagdo de Leibniz, observe que o numero h = x’- x ¢ o

incremento dado a x para se obter x’= x + h. E costume indicar esse incremento com o
simbolo Ax (delta x, acréscimo, incremento ou variagao de x):

Ax =Xx’- X, donde x’= X + AX.

Se variarmos x de uma quantidade Ax, a variavel dependente y também sofrerd uma variacao:

observemos a Fig. 2.3.

fix+ Ax)|-

f(x)

W

Ay = AfGO = f (x X x+ Ax

Jx+AX) - f(x) = Af (x) = Ay
AX AX AX

Quando fazemos Ax — 0, a variacdo Af(x) = Ay também tende a zero, de maneira que a razéo
incremental se aproxima da derivada.

Consideremos, para melhor esclarecermos essa questdo, a definicdo dy = £*(x) Ax como a diferencial dy
da fun¢do y = f(x), no ponto x.

Assim, quando a fungdo ¢ f(x) = X, sua diferencial dx é simplesmente Ax, pois a derivada é 1.

dx=1. Ax =Ax

Portanto, dy = f’(x) Ax , donde f’(x) = dy/dx.

Diante do exposto, observemos que a derivada f’(x) € realmente o quociente dos diferenciais dy e dx.
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A derivada ¢ muito util para estudar a variacao das fungdes, achar os pontos onde
elas assumem valores maximos e minimos, etc. A derivada de uma fun¢do em um ponto P,

mede a inclinag¢do da reta tangente ao grafico da fungdo naquele ponto.

Para caracterizar a direcdo de uma reta no plano x, y, costuma-se dar sua inclina¢do, que € a tangente
trigonométrica do angulo o entre a direcdo do eixo dos x positivo e a reta. Pela inclinagdo de uma curva em um
ponto P exprimimos a inclinacdo da tangente a curva em P. Desde que aceitemos a tangente de uma curva como
um conceito matematico intuitivamente dado, permanece apenas o problema de encontrar um procedimento para
calcular a inclinagdo.

Vejamos entdo, a questdo da inclinagdo na perspectiva de Keisler (1986) usando o
instrumental de Robinson.

Considere uma funcdo f real e um nimero real @, pertencente ao dominio de f. Quando x tem valor a,
f(x) tem valor f(a). Suponhamos agora que o valor de x tenha mudado de a para o nimero hiper-real a + Ax que
¢ um infinitesimal préximo de a, mas ndo ¢ igual a a. Entdo o novo valor de f(x) sera f(a + Ax).Esse processo
mudou o valor de x para uma quantidade infinitesimal Ax diferente de zero, ao mesmo tempo, que o valor de
f(x) foi mudado de quantidade: f(a +Ax) - f(a).

A razdo para mudar o valor de f(x), para o valor de x é: f(a +AX) - f(a).
Ax

Essa razdo ¢ usada na defini¢do da inclinagdo de f. Vejamos:

S ¢é dito a inclinagdo de f paraase S=st f(a+Ax) f(a) paratodo infynitesimal

AX

Ax diferente de zero.

A inclinagdo entdo existe, a razdo ¢ infinitamente proxima ao mudar f(x) para uma infinitamente
pequena mudanga em x. Dada a curva y = f(x), a inclinaggo de f para a € também chamada a inclinagdo da curva
y = f(x) parax = a. A figura (2.4) demonstra que o infinitesimal Ax ¢ diferente de zero e a reta hiper real passa
através de dois pontos na curva, para @ e a +Ax. A quantidade : f(a +Ax) - f(a) ¢ a inclinagfo dessa reta, e a

parte standard
AX

¢ a inclinagao da curva.

hyperreal —_
straight line

i
flat+ Ax) - f(a)
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Fig. 2.4

A inclinagdo de f para a ndo existe sempre. Aqui estd uma lista de todas as possibilidades.

i) A inclinagdo de f para a existe se a razdo f(a +Ax) - f(a) ¢ finita e tem a mesma

Ax parte standard para
todo infinitesimal Ax # 0.
i) A inclinacdo de f para a poderia falhar em algum desses quatro casos:
a) f(a) é indefinida.
b) f(a +Ax) ¢ indefinida para algum infinitesimal Ax # 0.

¢) O termo f(a +Ax) - f(a) ¢ infinito para algum infinitesimal Ax # 0.

AX

d)Otermo f(a +AX) - f(a) tem diferentes partes standard para diferentes

Ax infinitesimais Ax # 0.

Nos podemos considerar a inclinagdo de f para qualquer ponto x, que dariamos a nova fungéo de x.

Vejamos outra defini¢do: Seja f a funcdo de uma variavel. A derivada de f ¢ a nova fung@o f’cujo valor
para x ¢ a inclinagdo de f para x. Em simbolos: f’(x) = st f(a +Ax) - f(a) quando g inclinagdo existir.
Ax

A derivada f’(x) € indefinida se a inclina¢do de f ndo existir para x.

Dado um ponto a, a inclinagdo de f para a e a derivada de f para a sdo a mesma coisa. NOs usamos
usualmente o termo “inclinagdo para a énfase geométrica e “derivada” para
enfatizar o fato de f’(x) ser uma funcio.

Também usamos variaveis dependentes e independentes no estudo da derivada.

Quando y = f(x), nos introduzimos uma nova variavel independente Ax e uma nova variavel dependente
Ay, com a equacdo: Ay = f(x +AX) - f(x)

Ay ¢é chamado o incremento de y. Geometricamente, o incremento Ay é a mudanga de y ao longo da
curva correspondente para uma mudanga Ax em x O simbolo y’ é somente utilizado para a derivada, y’= f’(x).
Assim, a equacdo hiper-real : fx = st f(a +AX) - f(

toma uma pequena forma agora. y’=st Ay Ax

Ax . N4 verdade, o infinitesimal Ax pode assumir oito variagd
positivo ou negativa, mas ndo pode ser zero.

Vejamos isso nos seguintes graficos abaixo (Fig. 2.5):

Ax

(x, ¥ Ay

i sig

Av=~0N Av<D0 AveDl Av=il
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/YAy Ax
Ax Ay (x, ¥)

/" S x /’ p— =

Ax>0, Ay>0 Ax <0, Ay <0

y ¥
Ax
(x,¥)
// N = — x
Ax>0, Ay =0 Ax <0, Ay =0

Nossa regra da parte standard poderia ser usada em muitos casos para encontrar a derivada de uma
funcdo. Ha dois problemas para encontrar a derivada f’ de uma funcgao f.
i) Encontrar o dominio de f°.
i) Encontrar o valor de f’(x) quando esta ¢ definida.
Para ilustrar, encontrar a derivada da fungio f(x) =x’ utilizando-se das idéias Robinson.
Nesse exemplo, nds vamos variar o nimero real x e o infinitesimal Ax diferente de zero. Vamos
introduzir uma nova variavel y na equagio y =x". Porém, nds encontraremos primeiro Ay/Ax.
y=x,
y+Ay=(x+Ax),
Ay =(x+Ax)’ -x*,

Ay =(x+Ax)* -x.
AX Ax
No proximo passo nds simplificaremos a expressdo para Ay/Ax.

Ay = (x’+3x°Ax + 3x(Ax)* + (Ax)’) - X
Ax Ax
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Ax
= 3x%+ 3xAx + (Ax)’.

Entdo tomemos a parte standard,

st Ay] = st (3x” + 3xAX + (Ax)*)

X
= st(3x%) + st (3xAx) +st( (Ax)?)
=3x2+0+0=3x".

3 ¢ a fungdo f(x) = 3x*, com todo o dominio real

Nos demonstramos que a derivada da fungdo f(x) = x

Vejamos os seus graficos (Fig. 2.6 e Fig. 2.7).

y' = 3xt

1° Caso: x = 0. Entdo 1/x ¢ indefinida de modo que f’(x) ¢ indefinida

2° Caso: x = 0.
y=1/x,
y+Ay = 1
X + Ax
Ay = 1 - 1
X + Ax X
Ay=1/(x+Ax) - 1/x
AX AX
Simplificando,
1/(x+Ax) -1/x = x-(x+Ax) = - Ax
Ax X (x + Ax) Ax X (x + Ax) Ax
= -1
xx+Ax)
Tomando a parte standard,
st Ay _=st -1 = -1
Ax X (x HAx) st (x (k + Ax))
= -1 = -1 = -1
2

st(x ) st(x + Ax) X.X

Assim, f’(x)=-1/x".
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A derivada da fungdo f(x) = 1/x ¢ a fung¢io f’(x) =- 1/x* cujo o dominio ¢ o conjunto de todo x # 0.

Vejamos seus graficos.

i =]

J"=—-r

= |=
=

Segu e para a

ciéncia social. Vejamos uma aplicacdo no contexto da “taxa de crescimento” de uma certa populacdo: a
populacao y (de pessoas, bactérias, moléculas, etc.) cresce segundo a equagdo y = f(t) onde t € o tempo. Entdo a
derivada y’= f’(t) € a “taxa de crescimento” da populag¢do y no tempo t.

Suponha a populagdo de uma cidade crescendo segundo a equagio y = 100t + . Encontrar a taxa de
crescimento para t = 100 anos.

Seja At # 0, infinitesimal.

y =100t +t

y+ Ay =100(t + At) + (t + At)?
Ay =[100(t + At) + ( t+ At)*]— [100t + £ ]
Ay =[100(t + At) + (t + At)*]—[100t + * ]

At At
= 100At + 2tAt + (At)?
At
=100+ 2t + At

st Ay 3st (100 +2t+ At)
t
= st(100) + st(2t) + st(At )
=100+2t+0 =100+ 2t
y’=100 + 2t

Para t = 100 anos, y’= 100 + 2.100 = 100 + 200 =300 pes/ano.

Contudo, ¢ interessante ver que apesar da necessidade do rigor para fundamentar a derivada, muitos
matematicos ndo desistiram de tratad-la de forma intuitiva e, conseqiientemente, reconhecé-la em atividades até
certo ponto triviais, do cotidiano. Com a devida reserva, pode-se dizer que a maioria dos fendmenos fisicos ao
nosso redor envolve quantidades que mudam com o tempo, tais como a velocidade de um carro em movimento

(ja citada), as leituras de temperatura de um termometro ou a corrente elétrica fluindo em um circuito, entre
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outros. Na realidade, o calculo diferencial trata de estudar as mudancgas ou, mais especificamente, das taxas de

mudancga de uma quantidade variavel.
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INTEGRAL

O conceito de integral ¢ uma nogdo fundamental do célculo, assim como o da derivada. Trata de
questdes que envolvem a interpretacdo de grandezas que variam continuamente como se variassem através de
pequenos patamares onde se manteriam constantes, conduzindo a somas com um nimero cada vez maior de
parcelas cada vez menores. Em outros termos, trata do problema de determinar a area de uma figura plana
qualquer.

O calculo de areas de figuras com contorno curvo através da aproximagdo pela soma de pequenas
parcelas correspondentes a regides de contorno reto t€ém origem em Arquimedes, a quem grande parte dos
historiadores atribui a antecipacdo dos métodos de integragdo. Os rudimentos do calculo diferencial sdo
atribuidos a Arquimedes, por esse ter achado a tangente a uma curva que ndo era um circulo — a curva € hoje
conhecida por espiral16 de Arquimedes. Nos séculos XVI e XVII, Kepler, Galileu ¢ Cavaliere, entre outros,
empregaram métodos semelhantes para calcular volumes. Problemas sobre curvas e tangentes foram estudados
no inicio do século XVII por Descartes, Fermat e outros. Os conceitos de integral e derivada, foram estudados
separadamente at¢ Newton e Leibniz. Nos trabalhos desses matematicos brilhantes, ficaram estabelecidas as

relagdes de interdependéncia entre esses dois conceitos.

v A

O conceito de integracao de Leibniz diferia do de Newton ndo somente na notagao.

Onde Newton via a integragdo como o inverso da diferenciacdo (conhecida uma fluxao,

(16) Para Boyer, “a espiral é definida como o lugar geométrico no plano de um ponto que se move, partindo da
extremidade de um raio ou semi-reta, uniformemente ao longo do raio enquanto esse por sua vez gira
uniformemente em torno de sua origem. Em coordenadas polares a equagdo é r = a6”, (1974, p. 93).

encontrar o fluente), Leibniz comegou com o problema da area: conhecida uma fungdo
y = f(x), encontre a area sob o grafico de f(x) a partir de algum valor fixo de x, digamos
X = a até uma valor varidvel x =t (Fig. 2. 10). Ele imaginou esta area como a soma de muitas
faixas estreitas, de largura dx e alturas y, que variam com X, de acordo com a equacdo y =
f(x). Somando as areas dessas tiras ele conseguia a area total sob o grafico: A = [ydy. Seu
simbolo para a integracdo lembra um S alongado (de “soma”), exatamente como seu simbolo

da diferenciacao (d), simboliza “diferenca”.
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Na verdade, Leibniz definiu a integral como uma soma de diferenciais, embora considerasse também
como a inversa da diferencial. Estes inversos dos fluxdes e da diferencial sdo equivalentes ao que chamamos
hoje de antiderivada, ou a primitiva, ou algumas vezes, simplesmente, a integral. Ja Euler usou o conceito de
soma para encontrar os valores aproximados de integrais definidas, mas rejeitava a visdo leibniziana de
integragdo como um processo de somagdo, em virtude da interpretacdo da diferencial como zero. Euler definiu a
integral como o inverso da diferencial seguindo a posi¢do adotada por John Bernoulli, no desenvolvimento
formal do Calculus Summatorius de Leibniz, quando desistiu da defini¢ao da integral como uma soma e chamou-
a definitivamente o inverso da diferencial.

A teoria da integracdo “moderna” comecgou com Cauchy, que no inicio do século XIX desenvolveu a
integral como um “limite”, para uma fungfo y = f(x), continua no intervalo [a,b].

Seja f uma fungdo continua e positiva num intervalo [a,b]. Sua integral entre os extremos a ¢ b —
chamados “limite inferior” e “limite superior” de integragdo, respectivamente — ¢ definida com sendo a area da

figura formada pelo grafico de f, pelo eixo Ox e pelas retas verticaisx =aex =b.

1
1
I
1
1
1

—>
o b

Intuitivamente, imaginamos essa area como a soma das areas de uma infinidade de retdngulos de base

infinitamente pequena dx e altura correspondente f(x).

Por causa dessa interpretagio geométrica, a integral costuma ser indicada assim: [2° f(x) dx,

LE%

onde o simbolo “[”é um letra “s” alongada, significando “soma” (conforme ja mencionamos); ¢ as letras a e b
colocadas nas extremidades desse “s” sdo chamadas limites de integragdo , ja que s@o os extremos do intervalo
no qual estamos integrando.

Essa interpretacdo da integral como soma de uma infinidade de areas infinitamente pequenas pode ser
formalizada como o limite de uma soma finita (A =1im =" f(x)Ax = ["f(x) dx), da

seguinte maneira: dividindo o intervalo [a,b] em um
i=1

certo nimero m de subintervalos de comprimentos iguais a Ax = (b — a) /n, pelos pontos Xo=a; X =Xo*t

AX; X =X; tAX; X3 =X, T AX; ... ;X,=b e formamos a soma infinita
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fX)AX + f(X)DAX + f(X)AX + f(X3)AX + ... + f(X,_1)AX.
O termo genérico dessa soma, f(x;)Ax (onde o indice i varia de zero até n - 1), representa a area de um

retangulo de base Ax e altura f(x;).

2 age mexo
Ao fazermos n — oo, essa soma tende a um limite, que ¢ a referida area que define a integral. Nesse processo de
passagem ao limite Ax vai-se tornando infinitamente pequeno, dai ser denotado, no limite, pelo simbolo “dx”.

Se f for uma fungdo negativa, a definicdo € a mesma, porém a area é tomada com o sinal negativo: e se
a fungdo tiver trechos em seu dominio onde ela ¢ positiva e trechos onde é negativa, sera a soma de areas ora

positiva ora negativa (Fig. 2. 14).

De fato, a palavra integral foi feita para indicar que o todo ou a area integral A é composta das partes
“infinitesimais” f(x).dx. De qualquer forma, passaram-se quase cem anos depois de Newton e Leibniz para que
ficasse claramente reconhecido que o conceito de limite é nada mais que a verdadeira base para a defini¢ao de
integral (COURANT; ROBBINS, 2000). Lembremos que Courant considerava os infinitésimos como “nefastas
quantidades”, responsaveis pelas ambigiliidades da fundamentacdo do calculo. Adepto do rigor desenvolvido
pelos matematicos do séc. XIX, disse: “permanecendo firmemente sobre esta base, podemos evitar o
obscurecimento, todas as dificuldades, e todos os absurdos que tanto perturbaram o inicio do desenvolvimento
do cadlculo”, (COURANT; ROBBINS, 2000, p. 488).

O limite ¢ um conceito importantissimo em Matematica, estd intimamente ligado a outro conceito
igualmente importante — o infinito. Imaginemos entdo um poligono com muitos lados inscritos numa
circunferéncia, e imaginemos que o nimero de lados do poligono aumenta sistematicamente — ¢ dai que veio a
idéia da quadratura do circulo. Considerando que este processo seja interminavel, torna-se 6bvio que o poligono
tende para uma circunferéncia, a qual sera seu limite. De modo semelhante, parece claro que o limite da sucessio
numérica 0,9, 0,99, 0,999, ..., € o nimero 1. Porém ¢ pertinente perguntar: 0,999... é igual a 1? Se lembrarmos
de Leibniz diria que “falta um infinitésimo”. Mas da perspectiva do calculo standard, quando dois nimeros sdo
iguais? Dois numeros sdo iguais quando a diferenca entre eles for tdo pequena quanto se queira. Vejamos:

Sejax = 0,999... (I). Multipliquemos (I) por 10.

10x = 9,999... (I)
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Fazendo (IT) — (I) temos: 9x =9, logo x = 1.
Ou, 0,999...=9/10+ 9/100 +9/1000 +...= 9/10 = 9/10 =1.
1-9/10 9/10

Os matematicos, ao longo dos tempos, desenvolveram processos para determinar o limite. Muitos destes
processos baseiam-se na capacidade de “somar” um numero infinito de parcelas, coisa que pode parecer
impossivel, mas com a qual os matematicos se familiarizaram nos ultimos séculos. Utilizando essa habilidade,
sabemos, por exemplo, que 1 mais 2 mais % mais 1/8 mais 1/16 mais 1/32 e assim por diante, ad infinitum, da
no limite o resultado 2. Pensar em somas infinitas da perspectiva do calculo nio-standard ¢ matematicamente
legitimo. Alias, pode-se afirmar que do ponto de vista matematico, tanto a teoria dos nimeros reais com os
conceitos de limites quanto a dos numeros hiper-reais, com os infinitésimos, sdo validas.

Para Baldino (1995), com a cria¢do dos niimeros hiper reais por Robinson, “pode-se formalizar o que se
entende por uma soma de infinitas parcelas, legitimando o modo pelo qual os alunos gostam de se referir as
séries”. (BALDINO, 1995, p.14).

Como sabemos, o tdo festejado rigor alcangado pelos matematicos através da idéia de limite para a
fundamentagao do célculo, também foi alcangado por Robinson através dos infinitésimos. A teoria robinsoniana
¢ extremamente rigorosa na sua fundamentagdo, mas resgata as idéias antigas do cdalculo tdo fecundas e

intuitivas.

De fato, o conceito de integral pode ser compreendido a partir da nogdo de area,
presente na escola bésica desde o ensino fundamental. E possivel traduzir o seu significado
utilizando-se apenas termos ndo-técnicos, da linguagem cotidiana, através de uma simples
contraposi¢do entre grandezas variaveis e constantes. Para Keisler (1986) o conceito de
integral pode ser descrito em termos de uma viagem de automovel. A distancia que o
hoddémetro mostra ¢ a integral da velocidade do tempo zero até o presente, ou seja, a distancia
encontrada adicionando-se a distancia percorrida desde o primeiro uso do carro até o presente.

Com a teoria de Robinson, a idéia de limite perde for¢a como a Unica capaz de
fundamentar dentro dos atuais padrdes do rigor, o conceito de integral. A mudanga ¢
significativa, epistemologicamente rica por mostrar aos matematicos que € possivel tratar esse
conceito de forma intuitiva e com rigor.

Na verdade, Robinson resolveu um importante problema filos6fico: mostrou que os
infinitésimos ndo sdo uma idéia bolorenta nos fundamentos da Matematica, como achava
Berkeley. E, embora tenha apresentado novas contribui¢des para a fundamentag¢ao do Calculo,
considerou inumeras idéias ja trabalhadas por outros matematicos na sua teoria, como por
exemplo, as idéias desenvolvidas por Cauchy ao tratar de defini¢do de integral.

Seja f(x) uma funcgdo standard que € continua no intervalo a <x <b, onde a e b sdo
standard e a <b. Com uma parti¢ao fina do intervalo (a,b) temos uma seqiiéncia { xyg, x; ...,

Xo ), onde ® € um numero natural de *N , tal que xp = a <x; <x2<..<x, =bexj—x,;_; éum
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infinitesimal para i = 1, 2, ... , ®. Ha particdes finas que sdo internas, por exemplo, a
seqiiéncia { xgp=a, x;, X2, ...<X, = b} que esta definida para x; = a + (j/w)(b-a) onde ®» é um

nimero natural infinito, ¢ uma seqiiéncia interna nos hiper reais (*R).

Sejamw={xp, x5, ..., Xp} uma parti¢do fina internae seja £ ={ &, &, ..., &, } uma
seqiiéncia interna semelhante tal que x ; <&+ ; <xj+;, j =0, I, ..., o— 1. Ha seqiiéncias
internas semelhantes, por exemplo, a seqiiéncia que ¢ dada por &;=x;_1,j=1,2, ... ,® e
também a seqiiéncia dada por £;=x;, j=1,2,..., o.

Segundo Robinson, defini-se: S (7, )=2" f (E)(x—x,;-1 ).
i=1

S (m, ) tem um significado dado no sentido funcional que ¢ a extensdo em *R da

soma X° f(&)(x;—x;_;) paraseqiéncias {xp,x;, ..., x,}e{ &, &, ..., & }satisfazendo
i=1

as condigdes apropriadas, isto €, xp <x;<...<x, € x,;< x+1,]J=0,1,...,n—1emR.

Para qualquer particdo fina do intervalo, e para qualquer & satisfazendo as condigdes
detalhadas apropriada, [,°f(x)dx= S (m, &).

Segundo Robinson, temos para mostrar essa [,°f(x) dx = S ( w, &), isto &, para
qualquer & > 0, ou seja | I fx)dx - S(m, &) | < E.

Mas a seguinte declaracdo ¢ conhecida e verdadeira em R.

“Para todo & >0, existe um 6 >0 tal que //abf(x) dx - Zj’f (E)xi—x;-1) / <&
=

para qualquer {xg, x;, ... ,Xu}, {&1, &8}, tal que xp = a <x;<..<x,=b, x; <&+ 1 <xj+ 1,
j=01,..,n-1, etal que /xj—x_,-,J /<5paraj =1,2,..,n".

Para Robinson, essa declaragdo poderia ser formulada no vocabuldrio de K e por
conseguinte, pertencer a K e também conter em *R. Mas as condigdes /x_,«— Xj_g /<68 j=1,
2, ..., o ¢ certamente satisfeita para qualquer particdo fina desde que nestes casos as

diferengas x;— x ;_; sejam realmente infinitesimal. Portanto
[12109 - 2 f (E)(x-x-1) | <&

Passemos a tratar o conceito de integral da perspectiva de Keisler que tdo bem
compreendeu as idéias de Robinson e as apresenta de forma consistente, porém com uma
linguagem mais clara e procedimentos mais acessiveis.

Pode-se dizer que ele comeca o estudo da integral como os demais matematicos, por
determinar a area da regido delimitada por uma curva y = f(x). Primeiro a regido delimitada
pela curva ¢ dividida infinitamente em faixas verticais de largura infinitesimal dx. Depois,

cada faixa vertical ¢ substituida por um retangulo vertical de altura f(x), base dx e area
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f(x).dx. O proximo passo € determinar a soma das areas de todos estes retangulos. Para isto,
faz uso das idéias sobre “somas infinitas” estudadas por George F. G. Reimann (1826-1866).

Vejamos de forma resumida as idéias sobre as somas de Reimann, segundo Robert T.
Seeley, professor de Matematica e autor de trabalhos a respeito de integrais singulares,
operadores pseudodiferenciais e equagodes diferenciais parciais.

. . . ~ . .. . )
Seja f definida em um intervalo [a,b]. Entdo, intuitivamente a integral [a'f
€ a area acima do eixo dos x e sob o grdfico de f, menos a area sob o eixo
mas acima do grafico de f. Pode ser aproximada por somas de Riemann.

S,= 2 f(£)Ax,

onde a = xy <x; <..< Xx, = b é uma particdo do intervalo [a,b] em n
subintervalos [x; — ; x; | e cada ponto de avaliagio & ; é escolhido no
subintervalo [x;_; x;]. A soma de Riemann S, é chamada uma soma superior

se f(&)=max. f, e é chamada uma  soma inferior se
[xjfl, x]]
f (&) = min. f. Cada soma superior é maior ou igual a /. If e cada soma
[xi-1.x]

inferior é menor do que ou igual a /7'f. (SEELEY, 1973, p. 236).

Para Keisler, a integral /.”f(x) é definida para a parte standard da soma de Riemann,
embora exista na soma dos retangulos um erro infinitesimal. Esse erro ¢ removido tomando a
parte standard da soma infinita de Riemann para a integral.

Consideremos agora a definicdo dada por Keisler para a integral.

Seja f uma fungdo continua no intervalo I e seja a < b dois pontos em I. Seja dx um
positivo infinitesimal. Entdo a integral definida de f de a até b, com relagdo a dx ¢ definida
para a parte standard da soma infinita de Reimann. Em simbolos com relagdo a dx

JIf) dx =st(2," f(x)dx)
Keisler, ainda define: /"f(x) dx = 0,
Jf 00 dx == /' f(x) dx

Nesta defini¢do, para cada positivo infinitesimal dx a integral definida /,"f(x) dx ¢é
uma funcdo real de duas variaveis definida para todos os pares (u, w) de elementos em 1. O
simbolo x ¢ um modelo varidvel visto que o valor de /,"f(x) dx ndo depende do x.

Na notagdo Zab f(x) dx para a soma de Reimann e /. ab f(x) dx para a integral usa-se
combinag¢do de simbolos para o infinitesimal dx e para o modelo da varidvel x. Assim quando
ha duas ou mais variaveis nos podemos dizer que uma ¢ o modelo variavel na integral. Por
exemplo, x’t poderia ser integrada de 0 até 1 tanto para x como para 7. Com relagdo a x,

2701 tdx=x"tde+x’tdx + ... +x’ tdx (ondedx=1/H), e posteriormente nos iremos
H-1

0 1

ver essa integral: /; x’tdx=st (X’ tdx +x’ tdx + ... +x° tdx) =1/3t.

65



66

0 1 H-1

Com relacao at, 201 Ctdt=xX"tdt + X tdt+ ... +x°¢t dt, e iremos ver posterior-
0 1 K-1

mente /; X't dt = 1/2x° .

Existem varios teoremas e defini¢cdes a respeito da integral, mas um ¢ considerado
como o Teorema Fundamental do Célculo. Este resultado foi identificado e explorado pela
primeira vez por Newton e Leibniz. Eles reconheceram que os processos de integragdo e
diferenciagdo estavam intimamente relacionados. Esta relagdo desencadeou uma tremenda
evolucdo no desenvolvimento do célculo. Vejamos:

Suponha f uma fung¢do continua no seu dominio que € o intervalo aberto L.

(1) Para cada ponto @ em I, a integral definida de f para a até x considerada como
uma funcao de x ¢ uma antiderivada de f. Essa €,

d( /31 di) = f(x)dx.

(i1) Se F ¢ qualquer antiderivada de f, entdo para qualquer dois pontos (a,b) em I a

integral definida para f de a até b ¢ igual a diferenca de F(b) — F(a),
J3f(®) dx =F(b) - F(a).

Segundo Keisler (1986), o Teorema Fundamental do Célculo ¢ importante por duas
razdes. Primeiro por mostrar a relagdo entre duas nogdes principais do calculo: a derivada que
corresponde a velocidade; e a integral que corresponde a area. Mostra também que os
processos de diferenciagdo e integracao sdo inversos. De fato, inversos um do outro, como as
operagoes de adi¢do e subtracao, ou de multiplicagao e divisao.

Exemplos: (1) Encontrar /" x dx. 1/2 x* é uma antiderivada de x. Assim

Sl xdx =120 - 12d° = %(b* — ad).
(2) Encontrar /.”x* dx. x’/3 é uma antiderivada de x’ porque

d1x3/32 =3x=x
dx 3
Portanto, /.” x* dx = 1/3b° — 1/34° = 1/3(b* - 2%).

Vejamos esta regido delimitada pela curva y = x” entre a e b.
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Fig. 2.15

Se uma particula se move ao longo do eixo x com velocidade continua v = f(t), a
posicdo y = F(t) é uma antiderivada da velocidade, porque v = dy/dt. O Teorema Fundamental
do Célculo mostra que o movimento dessa distancia (a mudanga em y) entre tempot=a e
t =b ¢ igual para a integral definida da velocidade.

Distancia percorrida = F(b) — F(a) = /.” f(1) dt.

Exemplo: uma particula move-se ao longo do eixo x com velocidade v = 8t cm/s.
Qual a distancia percorrida entre o tempo t = -1 ¢ t = 2 segundos? A funcio G(t) = 2t* ¢ uma
antiderivada da velocidade v = 8t>. Dessa maneira a integral definida é.

Distancia percorrida= /> 8¢ dt = 2.2 = 2.(-1)* = 30 cm.

O Teorema Fundamental do Célculo também mostra que toda fun¢do continua f tem
pelo menos uma antiderivada, isto é, F(x) = /,'f(?) dt. F(x) é a area embaixo da curva y = f{t)
de a para x. Realmente, f tem infinitamente muitas antiderivadas, mas qualquer duas
antiderivadas de f difere-se somente por uma constante. Esse ¢ um importante fato a cerca de
antiderivadas, o qual aparece no teorema seguinte.

Seja f uma funcao real cujo dominio ¢ aberto no intervalo I.

(1) Se F(x) ¢ uma antiderivada de f(x), entdo F(x) + C ¢ uma antiderivada de f(x)
para todo namero real C.

(i1) Se F(x) e G(x) s2o duas antiderivadas de F(x), entdo F(x) — G(x) é constante para
todo x em I. Isto ¢, G(X) = F(x) + C para algum numero real C.

Comentando.

(1) e (i1) juntas nos mostra que: se podemos achar uma antiderivada F(x) de f(x),
entdo a familia de fungdes F(x) + C, (sendo C um numero real) ddo todas as antiderivadas de
f(x).

Segundo Keisler (1986), podemos ver que o grafico de F(x) + C ¢ justamente o

grafico de F(x) e F(x) + C, e t€tm a mesma inclinacdo para todo ponto x. Por exemplo, seja

f(x) = 3x%
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Fig. 2.16

Entdo F(x) = X’ ¢ uma antiderivada de 3x” porque d(x’) /dx = 3x*. Mas x’+ C e x’ - V2 séio
também antiderivadas de 3x” para todo niimero real C.
Em suma, pode-se dizer que a prova de (i) ¢ dada pelo processo de diferenciagdo, ou

seja, d(F(x)+C) =d (F(x)) +dC=f (x) + 0= f(x).

dx dx dx

De (ii). Se a funcdo tem derivada zero em I, entdo a fungdo ¢ constante em I. A
diferenca F(x) — G(x) tem derivada f(x) - f(Xx) e € portanto constante.

Para calcular a integral de f, usualmente trabalha-se com a familia de todas
antiderivadas de f. O simbolo para a integral indefinida ¢é / f(x) dx. Se F(x) é uma
antiderivada de f, a integral indefinida é o conjunto de todas as fun¢des da forma F(x) + C,,
Cy constante. Simbolicamente:

Jf(x) dx =F(x) + C.
E uma equagdo entre duas familias de fungdes, até certo ponto, entre duas simples fungdes. C
¢ chamada a constante de integragdo. Para ilustrar, / 3 de=x"+C

A integral indefinida pode ser usada para resolver problemas do tipo. Dada uma
particula que se move ao longo do eixo x com velocidade v = f(t), e essa em um certo tempo
t =t, sua posicao € y = yo. Achar a posi¢do y como uma funcao de t.

Exemplo. A particula se move com velocidade v = 1/t%, t > 0. Em um tempo t = 2 sua
posicdo y = 1. Achar a posi¢do y como uma fun¢ao de t.

Calculando: /v dt = [1/f dt=- 1/t + C.

Visto que dy/dt = v, y € uma das fung¢des na familia —1/t + C. Podemos encontrar a Constante
C, fazendot=2ey=1.

y=-1t+C; 1=-12+C; C=3/2

Entdo a resposta é: y = -1/t + 3/2.

O que acabamos de dizer da integral ¢ na verdade uma sintese, pois deixamos de
apresentar alguns teoremas, defini¢cdes e regras. Enfatizamos os aspectos que julgamos mais
pertinentes & compreensdo do conceito de integral, tendo por base as idéias do calculo nao-
standard. Sabemos, porém, que apesar de termos limitado nossos olhares, fizemos um recorte

significativo. A intengdo ¢ suscitar discussdes que possibilite discutir tais conceitos no ensino
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do nivel médio, dai nossa escolha por ndo apresentar os aspectos mais relacionados com as
técnicas do calculo, a exemplos das diversas regras existentes.

Ainda sobre as nog¢des do célculo ¢ fundamental perceber que os conceitos de
derivada e integral tiveram sua origem nos conceitos de reta tangente e area e, que por muito
tempo foram fundamentados pela geometria, embora ocorressem idéias nebulosas. Pode-se
dizer que a geometria euclidiana ¢ o resultado das generalizacdes feitas pelo homem durante
alguns milhares de anos. Mas por uma curiosa coincidéncia, foi justamente quando a
geometria euclidiana comecou a revelar suas falhas de fundamentos, nas primeiras décadas
do século XIX, que comegaram os esfor¢os bem-sucedidos para fundamentar o Célculo fora
da Geometria. A negacdo do famoso quinto postulado da geometria de Euclides: “por um
ponto fora de uma reta m pode-se tracar uma unica paralela a essa reta” por exemplo, levou
a cria¢do de outras geometrias: as geometrias ndo-euclidianas, cujo maiores expoentes foram
Nicolai Lobachevsky (1793-1856) — aluno e professor da Universidade de Kazan, que
publicou seu primeiro artigo sobre geometria nao-euclidiana “On the Principles of Geometry”
em 1829 no Kasan Bulletin, tornando-se um dos primeiros matematicos a construir uma
geometria cuja base era uma hipotese em conflito direto com o quinto postulado euclidiano:
“por uma ponto C fora de uma reta m pode-se tra¢ar mais de uma reta do plano que ndo
encontra m”, ¢ Riemann que em 1854 mostrou que, ao descartar a infinitude da reta era
possivel criar outras geometrias também consistentes. Nas geometrias ndo-euclidianas hé
triangulos e tridngulos ..., isto €, ha tridngulos nos quais a soma de seus angulos internos pode
medir mais ou menos que 180° graus.

Na realidade, as geometrias nao-euclidianas provocaram rupturas epistemologicas
importantissimas. O conceito de verdade foi mudado — acabaram com verdades eternas
absolutas. Os matematicos comegaram a rever idéias que foram repetidas durante séculos, em
escolas do mundo inteiro, como uma verdade “evidente por si mesma”, a exemplo do famoso
postulado de Euclides, que estava acima de qualquer discussao: “O todo é maior que qualquer
uma de suas partes”. A preocupagdo nesta época era buscar novos fundamentos para os
conceitos matematicos e foi exatamente o que aconteceu com o calculo, abandonou-se o
enfoque geométrico em busca de uma fundamentacdo baseada nos numeros. Mas o que
Robinson constatou na sua teoria nao-standard foi a possibilidade concreta de tratar os
conceitos do célculo considerando tantos os aspectos geométricos (mais intuitivos) quanto os
numéricos — uma intui¢do mais elaborada. Desse modo, pode-se dizer que ¢ a interag@o entre
0 geométrico e o numérico que faz com que os conceitos do célculo ndo-standard possam de

fato, serem compreendidos, inclusive no ensino médio.
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CAPITULO III
A CIENCIA MATEMATICA NO ENSINO MEDIO

Em meio a tantas definigdes sobre ciéncia, diremos que a ciéncia possui dimensoes tais como: descobrir
e descrever através de uma linguagem rigorosa e apropriada os aspectos factuais do mundo empirico, as relacdes
do mundo das idéias e propor e testar explicagcdes sobre o por qué o mundo funciona e como funciona. O
compromisso maior da ciéncia ¢ com o conhecimento através da verdade. A verdade é a idéia nuclear do
conhecimento. Ha diferentes tipos de verdade (citaremos os mais conhecidos): coerencial, correspondencial e
consensual. Pode-se dizer que a verdade por consisténcia ou coerencial é caracteristica da ciéncia matematica; ja
a verdade por correspondéncia ¢ caracteristica da ciéncia fisica e a verdade consensual ou pragmatica ¢
caracteristica das ciéncias humanas. E importante ressaltar a necessidade da existéncia de um permanente
dialogo entre as diferentes verdades.

Sobre a Matematica, através de Keith Devlin, autor do interessante livro “O Gene da Matematica”,
diremos que a “matematica é a ciéncia da ordem, padrées, estruturas e suas relacoes logicas.”(DEVLIN, 2004,
p- 95-96). Essa defini¢do, embora expressa de forma sucinta tem um carater amplo. Alids, é justamente por ser
sucinta ¢ ampla que a consideramos pertinente ao nosso proposito de apresentar uma defini¢do da ciéncia
matematica para alunos do ensino médio.

Desde a Grécia Antiga, que a Matematica ¢ considerada uma ciéncia. O conhecimento matematico foi
um dos primeiros — se ndo o primeiro, a estruturar-se num corpo ordenado de conhecimentos, com seu objeto
bem definido e a sua metodologia propria. A geometria euclidiana ¢ um dos mais belos exemplos desta
estruturagdo, cuja metodologia foi instituida pelo matematico grego Euclides (séc. III a.C). De qualquer modo, o
conhecimento matematico ao desenvolver-se, tornou-se parte essencial da cultura contemporanea por fornecer
instrumentos (conceitos, analogias, modelos, etc.) para o estudo da natureza, além de inquietagdes filosoficas e
também estéticas. Portanto, sua presenca na educacdo basica e, conseqiientemente, no ensino médio é
indiscutivel.

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também
desempenha um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a
vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as
atividades humanas. (BRASIL:PCNEM, 1999, p.251).

”» < EL RT3

Voltemos a defini¢do acima. O que quer dizer “padrdes”, “ordem”, “relagdes”... ?

Faz-se necessario, algumas, explicagcdes. Usada numa acepg¢do ampla pelos matematicos, a palavra
“padrdo”, nessa definicdo nio se restringe a padrdes visuais, como os de papel de parede, os das pedras de uma
certa calgada, ou os de azulejos no chdo do banheiro; embora possam ser estudados matematicamente Segundo
W.W. Sawyer, apud Devlin (2004, p. 95), deve ser entendida como “cobrindo quase qualquer tipo de
regularidade que se pode imaginar na mente.” E,

Os padroes e relagdes estudadas pelos matematicos ocorrem por toda parte
na natureza: os padrdes simétricos das flores, os padrdes — muitas vezes
complicados — dos nos, das orbitas descritas pelos planetas a medida que se
deslocam nos céus, os padrdes da pelagem de um leopardo, o padrdo de
votagdo de uma populagdo, o padrio produzido pelos resultados aleatorios
num jogo de dados ou na roleta, a relagdo entre as palavras que formam uma
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frase, os padrdes de som que reconhecemos como musica. As vezes 0s
padrdes sdo numéricos e podem ser descritos usando-se a aritmética — os
padrdes de votagdo, por exemplo. Mas, com freqiiéncia, eles ndo sao
numéricos — por exemplo, os padrdes de nos e os padrdes simétricos das
flores pouco t€m a ver com numeros.(DEVLIN, 2004 p.96).

Para alguns matematicos, a Matematica pode ser definida sucintamente como “a ciéncia dos padroes”
(DEVLIN, 2004)'. Nesta mesma perspectiva, embora considere ser impossivel definir rigorosamente a
Matematica (até agora), Borges (2001) nos diz que ha uma defini¢do que poderia servir de guia ao professor de
Matematica: - “a matemdtica é a procura de padroes”(BORGES, 2001, p.3). Podemos dizer que, dessa
definigdo, surge a necessidade de desenvolver na educagdo basica o habito da observagdo, das semelhangas e das
diversidades para que o aluno seja colocado no caminho da procura de padrdes. Para Borges (2001), poucas
ciéncias se igualam a Matematica na apresenta¢do de situagdes nas quais esse exercicio possa ir as ultimas
conseqiiéncias. Mas adverte que ndo se deve transformar a Matematica em simples esquemas abstratos
logicamente manipulaveis e, muito menos, em simples receituario.

A Matematica, embora ciéncia formal, o que pode dar a idéia de algo estatico, ¢ uma ciéncia viva, ndo
apenas no cotidiano das pessoas, mas também nas universidades e centros de pesquisas, onde se verifica, hoje,
uma impressionante produg¢do de novos conhecimentos, que tém sido usado na solugdo de problemas cientificos
e tecnoldgicos da maior importdncia. Um exemplo interessante dessa producdo sdo as “algebras ndo
associativas” também conhecidas com ‘“algebras genéticas” — existem grupos formados por matematicos

e geneticistas

(1) Keith Devlin nos diz que a frase “matemdtica é a ciéncia dos padroes” nao é sua. Na verdade a viu pela
primeira vez impressa como titulo de um artigo na revista Science, feita pelo matematico Lynn Steen, em 1988.
Também nos diz que Steen admite ndo ser o autor dela e que a fonte escrita mais antiga que descobriu foi no
livro de 1955, Prelude to Mathematics, de W.W. Sawyer. (2004. p.94).

trabalhando com esse sistema matematico, cuja a operagdo da multiplicag@o é ndo associativa. Mas ndo € s isso,

além do carater pragmatico do conhecimento matematico, temos os aspectos especulativos (filosoficos) e

estéticos sem os quais o conhecimento matematico perde parte da sua natureza.

Pode-se afirmar que o conhecimento matemdtico, do ponto de vista do ensino,
apresenta caracteristicas peculiares: o cardter abstrato, a precisdo dos conteudos, o rigor do
raciocinio e a especificidade da linguagem. Essas peculiaridades sdo pontos que merecem a
atencdo tanto por parte de quem vai ensinar, como de quem vai aprender Matematica. A
fecundidade — talvez sem limites — da Matematica, reside no seu alto grau de abstrag¢do. Sao
construidas abstragdes sobre abstracdes num processo que ndo parece ter fim e, sabemos pelos

estudos dos especialistas, que quanto mais abstrato ¢ um conceito, maior a sua area de

aplicacdo. A Matematica parece a ciéncia ideal para fornecer modelos as outras ciéncias.
Podemos dizer que a Matematica € altamente abstrata, tanto em seus métodos como em seus objetos.

Dessa peculiaridade surge a necessidade de seu ensino receber um tratamento mais cuidadoso. Na verdade, ndo

se aprende partindo-se do geral para o particular, a ndo ser em niveis bem especializados. Portanto, a marcha é

do familiar para o abstrato, do particular para o geral, da intuigdo sensivel a intuicdo mais elaborada - intelectual.
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Mas, alguns livros e professores violam esse principio basico da aprendizagem. O resultado dessa pratica é o mal
estar causado nos alunos e, conseqiientemente, a falta de interesse que estes tém demonstrado.

Algo mais precisa ser dito, contudo, sobre 0 nome Matematica. Na verdade, qual a origem do nome
Matematica? Sabemos que sua origem esta na lingua grega. Porém, como nio temos conhecimento suficiente do
grego, optamos por transcrever um trecho do artigo O nome “Matematica” do renomado professor e pesquisador
da Matematica, Irineu Bicudo, que trata deste assunto, com algumas adaptagdes, publicado em 2003 no
“Folhetim de Educag¢do Matematica”, em nimero especial.

A lingua grega classica possui um verbo, MANTHANO, em polaridade com um outro, DIDASKO. Este
significa “ensinar, instruir”, aquele, “aprender”. A nuanga expressa nos textos antigos, em relagdo a manthano, é
“aprender praticamente, aprender por experiéncia, aprender a conhecer, aprender a fazer”, mas acaba por se
aproximar do sentido de “compreender”.

Dos substantivos de acdo derivados desse verbo, Bicudo destaca “MATHESIS”, “a¢do ou fato de
aprender” (chegando, por alargamento de sentido, até “conhecimento, instrugdo, ciéncia”), e o resultativo
“MATHEMA”, “aquilo que ¢ aprendido”(culminando, por extensdo, com “aprendizagem, conhecimento,
ciéncia”). O plural de “to mathema” ¢ “ta mathéma”, ja usado por Arquitas, Platdo e outros para designar “o
conhecimento matematico”.

O substantivo vernaculo ‘“matematica” (como muitos outros substantivos portugueses, “gramatica”,
“dialética”, “retorica”,...) era, na lingua grega, a forma feminina de um adjetivo, “MATHEMATIKE”. O
feminismo sendo exigido pela concorddncia com o substantivo feminino “TECHNE” (“o saber fazer de uma
profissdo; técnica, arte”), que acompanhava sempre o adjetivo: “he mathematikétéchne”, literalmente, “a arte
relativa aquilo que pode ser aprendido”. Com o tempo, o substantivo “téchne” deixou de ser mencionado, e o
adjetivo “mathematiké”, ganhou status de substantivo: “he mathematiké”, “a matematica”.

Mas como os antigos explicavam o nome Matematica?

Anatoélio, bispo de Laodicea (ca. 280 A.D.), citado por Heron (Definigdes), justifica do seguinte modo a
origem do nome “matematica” (traduzido do grego classico):

“E a partir de que foi chamada matematica?

Os peripatéticos, afirmando, por um lado, alguém haver de ser capaz, ndo tendo aprendido, de
familiarizar-se com a retérica, com a arte da poesia, e com a musica popular, como um todo, e, por outro lado,
relativamente as coisas que sdo, particularmente, chamadas mathémata, ninguém aprender o conhecimento, sem
antes ter passado pela instrucdo dessas coisas, pensavam ser chamada matematica a teoria dessas coisas, por
causa disso”.

Para Bicudo, desde que os gregos conceberam nossa ciéncia, como a entendemos hoje, esta expresso em
seu nome (“que, em certo sentido, ¢ a propria coisa’) que ela ndo €, como a retdrica, ou a poesia, ou a musica,
um presente dos deuses aos homens, gratuitas. Nao, a matematica, para ser conhecida, demanda estudo arduo,
persisténcia, animo forte, paixdo, pois, aqui, “os deuses vendem, quando dédo”.

Sem duvida, ja nos perguntaram muitas vezes para que serve a Matematica, ¢ se as idéias matematicas
apresentadas no ensino médio ndo sdo concebidas por nosso capricho enquanto professor.

Para responder a essas questdes, argumentaremos que ¢ fundamental mostrar ao aluno do ensino médio,
geralmente jovens entre 14 e 17 anos, que a ciéncia matematica trata da formagao das primeiras abstragdes a

partir da experiéncia. Exemplificando: a idéia de funcdo como abstracdo da causalidade (causa e efeito) sendo
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aquela representada pela varidvel independente e este pela variavel dependente. Outros exemplos (ja citados): o
conjunto dos naturais como abstracdo da contagem e o conjunto dos racionais como abstragcdo das medidas. Da
elaboragdo de novos conceitos matematicos a partir de conceitos anteriores — a criagdo dos nimeros complexos a
partir dos reais, fungdes de varias variaveis e sua organizagdo em teoria, ¢ da correspondéncia entre a verdade
coerencial e a verdade correspondencial — sdo as aplicacdes.

A Matematica tem inumeros aspectos a serem considerados em se tratando do seu desenvolvimento e
ensino. Para torna-la atraente no ensino médio, ¢ preciso considerar os aspectos mais pertinentes ao ensino dessa
ciéncia: historicos, filosoficos e conceituais. Segundo E. L. Lima (2001), € possivel tirar proveito das muitas
faces (aspectos) da Matematica na organizacdo do seu ensino. Vejamos suas consideracdes com as quais
concordamos.

* Ela é como uma arte, onde o enlace das proposigoes, as conexoes entre
suas diversas teorias, a elegancia e a limpidez dos seus raciocinios, a
singela elogiiéncia de seus enunciados e a surpresa de algumas de suas
conclusdes enlevam o espirito e comprazem nosso senso estético.

* Ela é tambem um eficaz instrumento, as vezes simples em suas aplicagoes
cotidianas, as vezes sutil e complexo quando empregado na solu¢do de
problemas tecnologicos ou na formulagdo de teorias cientificas, pois dispoe
de um inesgotavel repertorio de modelos abstratos que podem ser usados
nas mais diversas situagoes concretas.

* Fla ¢ uma linguagem precisa e geral, tdo bem sucedida que o fato de
poder exprimir principios cientificos por meio dela é uma prova do estado
avancado dessa ciéncia.

* A Matemdatica é ainda um grande desafio, tanto do ponto de vista ludico,
que a tornou popular desde tempos imemoriais com seus problemas
folcloricos, como na disputa eterna entre o matemdtico e a verdade oculta
sob varias formas. (LIMA, 2001, p.160).

Na realidade, as consideragoes de Lages soam como um desafio ao processo ensino-
aprendizagem da Matematica, em especial ao professor. A este, cabera mostrar ao aluno do
ensino médio que aprender Matematica contribuira para sua formagdo enquanto cidaddo
(um dos objetivos da educagdo bdsica) como também para conhecer como as verdades
cientificas constituiram-se ao longo dos séculos.

H4 muitos motivos respeitaveis pelos quais os alunos do ensino médio podem
empreender para aprender Matematica. O primeiro ¢ desenvolver a curiosidade intelectual — o
desejo de conhecer a verdade, as idéias, o saber por que as coisas sdo assim (crucial nesta
época de suas vidas). Depois, o orgulho, a ansia de ficar satisfeito com seu proprio
desempenho — mostra do que ¢é capaz. Por fim, o desejo de alcangar o reconhecimento familiar

e social (aprovacao em vestibulares e concursos) e at¢ mesmo poder e dinheiro.

A Matematica ¢ formada por diversos ramos. Um dos mais trabalhados na educagdo basica ¢ a
aritmética pela grande familiaridade e simplicidade de suas regras, o que a torna mais acessivel a pessoas com
menos instrugdo. “A aritmética é a base de toda a matemdtica, pura ou aplicada. E a mais til das ciéncias e
provavelmente ndo existe nenhum outro ramo do conhecimento humano tdo espalhado entre as

massas”,(DANTZIG, 1970, p.44).
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Serd que podemos dizer que a Matematica ¢ uma ciéncia popular? O grande matematico inglés G. H.
Hardy(1877-1947), na obra Em defesa de um matemadtico diz que

Existem poucas matérias mais “populares” que a Matemdatica. A maioria
das pessoas entendem um pouco de matemadtica, assim como a maioria das
pessoas consegue apreciar uma melodia agradavel; e provavelmente
existem mais pessoas interessadas em matemadtica do que em musica. As
aparéncias podem até dar a entender o contrario, mas é facil explicar isso.
A musica pode ser usada para estimular as emogoes das massas, ao passo
que a matemdtica ndo, e a incapacidade musical é tida (sem duvida com
razdo) como uma imperfeicdo leve, ao passo que a maioria das pessoas tem
tanto medo do nome da matemdtica que estd sempre pronta, sem falsa
modeéstia, a exagerar a sua propria burrice matematica. (HARDY, 2000,

p.82).

Desejamos refletir um pouco sobre o que disse Hardy na primeira metade do século XX. Para tanto,
basta observar com atengdo para notar que no ensino médio, a grande maioria dos alunos tem uma resisténcia
bastante acentuada em relacdo a ciéncia Matematica. Muitos alunos dizem abertamente que ndo sabem nada
sobre Matematica e pior, que ndo desejam aprender.Sera o exagero a burrice da qual fala Hardy, ou é a
popularidade da Matematica que esta em baixa?

Para o renomado matematico brasileiro e professor Omar Catunda (1906-1986), ¢ sabido, e facilmente
comprovado, que aos 2 ou 3 anos a crianga comeca a aprender a contar; pouco a pouco, vai ampliando o campo
dos numeros conhecidos e quando for capaz de escrever, aprendera também o sistema decimal de numeragdo.
Durante o curso primario — hoje da 1% a 4 série do ensino fundamental, ¢ possivel ensinar progressivamente, as
quatro operacdes, com muitas aplica¢des, bem como as principais figuras geométricas e suas medidas.

Um aspecto a observar, segundo Catunda (1993), é que muito cedo desponta na crianga uma nova
curiosidade, um rudimento de raciocinio de que é tipica a pergunta por que? , com a qual muitas criancas
azucrinam a paciéncia dos pais. E que o cérebro humano, desde a infincia, ndo se contenta em receber e arquivar
na memoria as informagdes fornecidas pelos sentidos; ele tem exigéncias dinamicas, precisa conhecer a razo
dos fatos que presencia, a concatenacdo dos fendomenos e das idéias. Essa exigéncia da mente humana é que
constitui a fung¢do essencial do ensino da matematica, ao longo da infincia e da adolescéncia. Esse treinamento
do raciocinio, essa formagao do ser racional, ¢ muitissimo mais importante do que o conhecimento de formulas e
regras decoradas para resolver problemas padronizados.

Catunda também nos diz que, como a formacdo da mentalidade se processa ao longo de varios anos, ¢
preciso que o ensino de cada topico seja adaptado ao estagio de desenvolvimento intelectual dos alunos. Por isso
o planejamento de um ensino formativo, com 0s sucessivos processos racionais — experimentaggo, justificacdo
intuitiva, comparag@o com resultados conhecidos, prova ¢ demonstrag@o, s6 pode resultar de uma colaboragdo de
matematicos e pedagogos especializados.

Diante desse contexto, ndo deixa de ser preocupante a incapacidade demonstrada por parte dos alunos
no ensino médio, visto que, ja estudaram Matematica no ensino fundamental. Era para realmente conhecerem um
pouco de Matematica — acha-la popular como afirma Hardy e apresentar uma certa curiosidade em relagdo a
Matematica pelo que nos diz Catunda. Mas como sabemos, ainda que mecanicamente — resultado do atual
ensino, a maioria dos alunos do ensino médio continuam sem conhecé-la, melhor, sem aprendé-la.

Portanto, para conseguir progressos frente a resisténcia dos alunos, acreditamos ser preciso reorganizar

o processo ensino-aprendizagem da ciéncia Matematica no ensino médio, pois ¢é fato que,
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Os movimentos de reorienta¢do curricular ocorridos no Brasil a partir dos
anos 20, ndo tiveram for¢a suficiente para mudar a prdtica docente dos
professores para eliminar o carater elitista desse ensino bem como melhorar
sua qualidade. Em nosso pais o ensino de Matemdtica ainda é marcado
pelos altos indices de retengdo, pela formalizagdo precoce de conceitos,
pela excessiva preocupagdo com o treino de habilidades e mecanizagdo de
processos sem compreensio.(BRASIL: PCN/MATEMATICA, 1998, p.19).
Podemos comecar por levar em conta, a fim de atender as exigéncias da sociedade tecnologica moderna, as
necessidades do mundo do trabalho, a penetragdo ¢ a importancia crescente das técnicas matematicas em
diversos ramos do conhecimento, por reconhecer que ela progride a medida que novas descobertas criam a
necessidade de alterar (pelo principio da extensdo) explica¢des anteriores e por enfatizar com bastante clareza,
que ndo ¢ possivel uma ciéncia feita s6 de aplicagdo.

Sabemos por experiéncia que o aspecto utilitarista da ciéncia matemadtica estd em voga na educacdo
basica. Dai pergunta-se: que sentido tem no ensino médio buscar uma ciéncia s6 de aplicagio? E evidente que tal
preferéncia prejudica outros aspectos igualmente importantes e, se o aluno do ensino médio estd na fase de saber
o por que das verdades cientificas, tal preferéncia néo se justifica, até porque, “as verdades so sdo fecundas se
forem ligadas umas as outras. Se nos prendemos somente aquelas das quais se espera um resultado imediato,
faltardo os elos intermedidrios, e ndo haverd mais cadeia”(POINCARE, 1995, p.89).

Observemos que a idéia que decorre das palavras de Poincaré é a busca por estabelecer relagdes entre os
diversos aspectos da Matematica e ndo particularizar, restringir, ..., ¢ preciso generalizar. A fecundidade da
Matematica se encontra na generalizacdo das propriedades essenciais dos objetos; ¢ uma necessidade
caracteristica do conhecimento matematico que se impde desde as idéias mais simples as mais complexas. Ja
definir, inferir e demonstrar sdo atos inerentes a aprendizagem matematica. Os conceitos de generalizacdo e
demonstragdo evidenciam o carater original da Matematica, (BORGES, 2002d).

Vejamos um exemplo de como generalizar. Comecemos com o caso da potenciacdo — operagdo bem
conhecida pelo aluno do ensino médio. Parte-se de observagdes empiricas para expoentes inteiros e positivos: 2°,
35, 7%° etc.. Apresentam um significado intuitivo e sugerem a defini¢do por recorréncia’: para todo niimero real
a positivo e para todo numero inteiro # € N, a poténcia enésima de a, ¢ definida por:

a=a

a""'=a".a

Dessa definigdo chega-se as regras da multiplicacdo e divisdo de poténcias inteiras positivas.

(an)m :anm;

a"/a’=a"""(n>p)

Em seguida outra generalizac¢do; procura-se a extensdo daquelas regras de célculo
quando os expoentes sdo inteiros relativos. Na terceira generalizacdo incluem-se os expoentes
racionais, em seguida os reais e finalmente os complexos. Veja como cada uma dessas
generalizagdes enriquece o saber matematico.

O saber matematico compreende o dominio do sistema de representa¢do e

também das regras que regem agoes abstratas. A leitura (compreensdo) de

75



76

escritas matematicas requer o conhecimento do sistema de notagdo. Sem
este conhecimento, torna-se dificil ligar as expressoes simbolicas com os
significados. Tais caracteristicas exigem do ensino medidas especificas para
que as informagades veiculadas nas aulas se transformem em conhecimento.
Para resolver uma equag¢do, o individuo precisa saber, pelo menos, o
significado dos simbolos utilizados, as relagdes implicitas e os passos ou os
procedimentos adequados a cada situagdo; se desconhecer isso, ou parte

disso, os resultados sdo prejudicados. (MICOTTI, 1999, p.163).

Esse aspecto de generalizacdo precisa ser melhor tratado em nossas salas de aula,

(2) A definigdo por recorréncia consiste em definir uma propriedade para o nimero 1 (ou 0). Em seguida, definir,
como a propriedade segue de n paran + 1. Exemplo: l.a=a; (n+ 1).a=n.a +a.Com estas equagdes juntas &,
por exemplo, definida a multiplicagio de um numero real a pelos naturais. (cf. DICIONARIO DE
MATEMATICA, 1980).

principalmente no ensino médio. Ele é fundamental na procura de analogias com fatos matematicos, como, com
fatos de outros ramos cientificos.

Diante dessas caracteristicas peculiares a Matematica, que atitude tomar quanto ao ato de ensina-la no
ensino médio? Ja falamos que o aspecto utilitarista tem sido fortalecido, mas esta longe de ser suficiente. Porém,
se compreendemos que ha varios aspectos a serem trabalhados no ensino, torna-se necessario enfatiza-los. De
qualquer modo, sera preciso estabelecer uma atitude ousada que faga interagir os diversos aspectos pertinentes
ao ensino, por isso, ndo hesito em dizer que a Matematica merece ser abordada em uma perspectiva mais
contextualizada no ensino médio.

E pertinente enfatizar o que queremos dizer quando utilizamos a palavra contextualizada. Queremos
dizer que nos referimos a um processo de ensino que busque a interacdo dos aspectos historicos, filosoficos,
conceituais e pedagogicos dos conceitos matematicos, como também dos conceitos matematicos com outros
ramos cientificos. A nossa preocupacio em chamar a atenc¢do se justifica porque a palavra “contextualizacdo”, na
maioria das vezes, ¢ utilizada como referéncia apenas ao aspecto utilitarista da Matematica.

Desde 1996, com a aprovacdo da Lei das Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional (LDB/9394) pelo
Congresso Nacional ¢ depois com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) instituidos pelo Conselho
Nacional de Educagdo (1998), que a “contextualizagdo” passou a ser uma das diretrizes para um ensino de
qualidade defendida nos documentos oficiais referentes a educagao basica, aqui no Brasil. E, cabe reconhecer
que, depois da divulgagdo dos PCNs para ensino o fundamental e dos Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (PCNEMs), pelo Ministério da Educagao (MEC), praticamente, todos os professores que atuam

na educacdo basica passaram a falar de “contextualizacdo”.
Vejamos alguns aspectos da “contextualizagdo” enfatizados nos PCNEMs:
Contextualizar o conteudo que se quer aprendido significa, em primeiro
lugar, assumir que todo conhecimento envolve uma relagdo entre sujeito e
objeto. [...] O tratamento contextualizado do conhecimento é o recurso que

a escola tem para retirar o aluno da condigdo de espectador passivo.[...] A
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contextualizagdo evoca por isso dareas, dmbitos ou dimensoes presentes na
vida pessoal, social e cultural, e mobiliza competéncias cognitivas ja

adquiridas.(BRASIL: PCNEM, 1999, p.91).

E ainda,

A contextualiza¢do do saber é uma das mais importantes nogoes
pedagogicas que deve ocupar um lugar de maior destaque na andlise da
didatica contempordnea. Trata-se de um conceito diddtico fundamental para
a expansdo do significado da educagdo escolar. O valor educacional de uma
disciplina expande na medida em que o aluno compreende os vinculos do
conteudo estudado com um contexto compreensivel por ele. (PAIS, 2001,

p.27).

Contudo, o tipo de contextualizacdo que tem sido evidenciada no ensino médio, atualmente,
ao tratar da ciéncia matematica ndo tem contribuido de forma significativa para a
aprendizagem matematica, embora saibamos que, a contextualizacdo do ensino da ciéncia
matematica ndo ¢ bem uma “novidade” pds PCNs; encontra-se inimeras referéncias a
contextualizacdo em Matematica anteriores aos PCNs (AVILA, 1994; BORGES, 1983;
CARVALHO, 1994; CATUNDA?, 1972; LIMA, 1991).

Percebe-se claramente que falta encontrar caminhos para mostrar que os avangos que fazemos na
compreensdo de uma certa ciéncia, no caso - a Matematica, vém de observagdes, de descobertas intelectuais e
das idéias inéditas que novas reflexdes trazem a nossa forma de organiza-la, pois da maneira como a
organizamos emerge o modo como a compreendemos. E preciso deixar claro no ensino médio que nossas
construgdes mentais baseiam-se em fatos - sdo eles que desejamos explicar, mas que as teorias cientificas vao
muito além dos fatos. Através delas € possivel explicar situagdes que aparentemente sdo consideradas
contraditdrias, que os olhos nao véem, mas que sdo identificadas pela 16gica da razdo.

Mas antes de ir mais adiante, vejamos o que diz os PCNEMs sobre o ensino médio, a ciéncia e o saber
matematico. Segundo os PCNEMs,

Um Ensino Médio concebido para a universaliza¢do da Educacdo Basica
precisa desenvolver o saber matematico, cientifico e tecnoldogico como
condi¢do de cidadania e ndo como prerrogativa de especialistas. [...] Para
uma educag¢do com o sentido que se deseje imprimir, s6 uma permanente
revisdo do que sera tratado nas disciplinas garantirda atualiza¢do com o
avango do conhecimento cientifico e, em parte, com sua Incorporagdo
tecnologica. [...] Nunca é demais insistir que ndo se trata de se incorporar
elementos da ciéncia contempordnea simplesmente por conta de sua
importdncia instrumental utilitaria. Trata-se, isso sim, de se prover os
alunos de condi¢oes para desenvolver uma visdo de mundo atualizada, o
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que inclui uma compreensdo minima das técnicas e dos principios
cientificos em que se baseiam. (BRASIL: PCNEM, 1999, p. 208-209).

Na realidade, ¢ preciso desenvolver um processo de ensino que articule os diversos

(3) Omar Catunda morou aqui na Bahia de 1963 até o seu falecimento em 1986. Como professor da UFBA,
liderou um grupo de professores, e no inicio da década de 70 publicou Matemadtica. 2° ciclo — ensino atualizado,
cole¢do em 3 volumes, destinada ao nivel de ensino que hoje corresponde ao ensino médio. Seus livros, embora
tenham como objetivo difundir a chamada “Matematica Moderna”, cuja idéia fundamental era a prevaléncia do
formal, do abstrato, do geral sobre os processos heuristicos, apresenta uma abordagem que enfatiza a relagdo
entre os conceitos matematicos. O volume 3, por exemplo, no cap. 1 trata de “Nogdes de Topologia,
Continuidade e Limite”. Na verdade, ao observar esses volumes, encontra-se bom exemplos do que estamos a
buscar no ensino de Matematica para o nivel médio - a interagdo entre os conceitos matematicos. Cabe procurar
livros mais “antigos”. Certamente, nos servirdo de parametros para estabelecermos um “ensino contextualizado”
em Matematica.

conceitos matematicos de forma a conduzir a um aprendizado signiﬁcativo4, até porque, por ser o ensino médio a
etapa final da universalizagdo da educagdo basica, o aluno encontra-se, geralmente, numa idade propicia a ter
uma maior ambi¢do formativa, a buscar o conhecimento independentemente da sua da sua opgdo profissional.
Neste contexto, trabalhar com os conceitos matematicos torna-se imprescindivel. Trata-se de uma excelente
oportunidade para “seduzir” o aluno do ensino médio pelo jeito matematico de pensar.

Segundo Borges (2000), existe dois modos de pensar: o pensar ndo matematico e o pensar matematico.
No modo matematico de pensar, primeiro, raciocina-se com fatos, em seguida, raciocina-se com hipoteses
pertencentes a idealidade (teorias matematicas), jA o pensar nao matematico que € o que a maioria das pessoas
fazem durante toda a vida baseia-se em raciocinar com fatos.

Observemos: pensar no ponto como um ente sem dimensio e na reta como um ente com uma dimensao
e pensar esses mesmos entes, 0 primeiro como a marca deixada no papel pela ponta de um lapis e o segundo
como a marca deixada pelo mesmo lapis apoiado numa régua e ligando dois pontos, sdo duas maneiras de
pensar: a primeira faz parte do modo matematico de pensar e a segunda € como a maioria das pessoas pensa.

No ensino de Matematica ¢ pertinente considerar os dois modos de pensamento.

O aluno educado matematicamente deve saber ir e vir de um pensamento ao

outro, conforme as suas conveniéncias, enquanto o educador deve
inicialmente, privilegiar aquilo que é comum a todo o mundo: o pensar ndo
matematico. Isolar o ensino de cada ciéncia de suas bases intuitivas é um
erro de danosas conseqiiéncias. ( BORGES, 2000, p.3).

As “bases intuitivas de cada ciéncia” sdo importantissimas no processo de aprendizagem por trazerem
os elementos formativos dos conceitos, porém, precisam ser adaptadas (algumas) em uma linguagem acessivel,
clara; com um grau de abstracao e generalidade adequados ao nivel de ensino, mas sem perder o rigor das idéias.
A necessidade de reduzi-las a principios simples nos faz lembrar de um comentario do grande cientista do século
XX - Albert Einstein, no Escritorio de Patentes em Berna onde trabalhou no inicio da sua vida adulta, quando
dissera ter descoberto que até as nog¢des mais complexas podiam em geral ser reduzidas a um conjunto de

principios fundamentais simples, a respeito da linguagem utilizada na representagdo das idéias.

I3

(4) Segundo Baraldi (1999, p. 38), a Aprendizagem significativa é o conceito mais importante na Teoria
Construcionista de David Ausubel, cuja idéia central ¢ a de que o mais importante ¢ aquilo que o aprendiz ja
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sabe. Para ele. A aprendizagem significativa ocorre quando o individuo estabelece significados entre as novas
idéias e as suas ja existentes.
A Matematica é, antes de tudo, uma maneira de pensar e seu estudo da ligdes de humildade (BORGES,

2001). Uma verdade matematica como “a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo vale 180°” —
s6 possui sentido se dentro de uma determinada teoria. Assim, a verdade acima s6 ¢ valida na geometria
euclidiana. “A4 ciéncia é baseada em verdades transitérias™. Ha outras geometrias nas quais a soma pode ser
inferior ou superior a 180°. Por isso, o seu estudo deve desenvolver a tolerancia e servir de antidoto a qualquer
espécie de dogmatismo. Na realidade, existem varios pontos de vista, sob os quais uma mesma questdo deve ser
tratada e ¢ dessa diversidade que a maioria dos professores de Matematica foge.

E preciso reconhecer que é drdua a tarefa para tornar o ensino da ciéncia matematica livre de dogmas,

LEINTS

pois ao longo dos tempos, incorporou-se convic¢des como: “a Matemdtica é exata”, “a Matematica é abstrata”,
“a Matematica é para poucos — inata”, “a Matemdtica se justifica pelas suas aplica¢ées praticas”, “a
Matematica desenvolve o raciocinio logico”, entre outras. Entendo que ha, realmente, vontade por parte dos
interessados (professores, alunos e escola) para melhorar a aprendizagem matematica no ensino médio, ao
examinar as razdes que levaram a construgdo desses “dogmas” e, conseqiientemente, desvanecé-los.

Ora, a possibilidade de desvanecé-los implica num ensino que apresente ao aluno do ensino médio o
conhecimento de novas informacdes e instrumentos necessarios para que seja possivel a ele estabelecer relagdes,

refletir, decidir, continuar aprendendo. Atualmente, saber aprender € a condigdo primeira/basica para prosseguir

aperfeigoando-se ao longo da vida.
Pois bem, ¢ precisamente essa condicdo que precisamos, enquanto professor,
desenvolver no ensino médio — com urgéncia. Para torna-la possivel, aceito que

A Matematica no Ensino Médio ndo possui apenas o carater formativo ou
instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com Suas
caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba
que as defini¢oes, demonstragoes e encadeamentos conceituais e logicos tém
a fungdo de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que
servem para validar intuigoes e dar sentido as técnicas aplicadas. (BRASIL:
PCNEM, 1999, p. 252).

Por experiéncia, sabemos que o ensino da ciéncia matematica no ensino médio tem deixado muito a
desejar. Observa-se que ainda ndo ha resultados significativos, mudangas visiveis se considerarmos as metas

descritas nos PCNEMs desde 1999. Na verdade, ainda

(5) Essa afirmagdo ¢ um fragmento do que disse a brasileira Ligia da Veiga Pereira, doutora em Genética e lider
de um dos mais importantes grupos de pesquisa em Genética do Brasil, ao defender o uso de embrides humanos
como caminho possivel para tratar doengas hoje incuraveis, em entrevista concedida a revista Isto E/1819 -
18/08/2004, p. 7-10-11. “A grande diferenca entre ciéncia e religido é que enquanto a religido se baseia em
verdades absolutas, a ciéncia é baseada em verdades transitorias.”

estamos a construir um ensino que priorize a interagdo dos diversos aspectos do conhecimento matematico ¢ ndo

o isolamento, como aconteceu ¢ ainda acontece. Sei muitissimo bem das dificuldades encontradas para
implementar mudangas — convicgdes arraigadas sobre o ensino de Matematica, professores mal preparados e
alunos com potencial negligenciado, entre outras.

Desejo, porém, apenas reforcar a necessidade de mudangas frente as condi¢des da realidade atual do
ensino de Matematica no ensino médio, e claro, contribuir para que as mudangas comecem acontecer.

Afirmamos, com Lima (2001, p. 190), que
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E desejavel, e certamente possivel, fazer com que, ao final dos seus trés anos, o
aluno egresso da Escola Média tenha adquirido, mesmo que seja mediante o estudo
de temas elementares, uma idéia bastante clara do que é a Matematica, dos seus
métodos, seu alcance, sua utilidade, sua relevancia social e sua beleza.

Ressaltemos ainda, que os PCNEMs recomendam explicitamente considerar a
Matematica como uma ciéncia autbnoma, com uma linguagem propria e métodos de
investigacao especificos. Além disso, ndo se deve esquecer do seu aspecto instrumental, com
importante funcdo integradora junto as demais ciéncias humanas e da natureza. Por isso, os
conteudos matematicos podem ser desenvolvidos de modo a permitir que os alunos do ensino
médio usufruam tanto do valor intrinseco da Matematica quanto de seu aspecto formativo,

instrumental e tecnologico.

A FORMACAO DE CONCEITOS CIENTiFICOS (INCLUSIVE OS MATEMATICOS) NO ENSINO
MEDIO

A aprendizagem matematica atualmente passa por um momento crucial. Nosso
ensino ¢ criticado principalmente pelo baixo desempenho dos nossos alunos (E o
desempenho dos professores?). Para isso contribuem varios aspectos inerentes a
aprendizagem que foram e ainda continuam sendo negligenciados no processo ensino-
aprendizagem de Matematica. Um deles € a formacdo de conceitos cientificos, discutido
em diversas teorias socio-cognitivas. A nossa pretensio, neste trabalho, é a de investigar
os principios que o fundamentam (em algumas teorias) e, apresenta-los de forma
sucinta. Visamos também a apresentar algumas reflexdes a fim de contribuir para a
compreensiao desse importante aspecto do ato de aprender. Aprender vem do latim

apprehendere, que significa apanhar, apreender, apropriar-se e compreender.

80



81

Pois bem! Comecemos por dizer que o processo de formacdo de conceitos ndo decorre de uma
perspectiva restrita apenas aos fatos relacionados a capacidade mental do aluno, mas da interacdo dos diversos
aspectos que os geram e os determinam. N3o ¢ um processo Obvio, nem simples, mas complexo. O
desenvolvimento conceitual implica uma continua reorganizacdo da estrutura cognitiva, na qual os conceitos
existentes sdo modificados a medida que interagem com novas percepgoes. Isso se torna possivel a medida que
se desenvolve, gradativamente, a capacidade cognitiva de realizar abstragdes. Para Vygoststy (1998b) e Luria
(1987), a capacidade de isolar e abstrair sdo de fundamental importancia no processo de aprendizagens
conceituais.

De qualquer modo, vejamos outras concepgdes sobre como o conhecimento acontece e evolui. Para o
estudioso suigo Jean Piaget (1896-1980), o conhecimento s6 € possivel através de transformagdes ativas, ou seja:

Para conhecer objetos, o individuo deve agir sobre eles e, portanto,
transformad- los;, deve deslocd-los, liga-los, combind-los, separad-los,
desmonta-los e voltar a montd-los. Desde as mais elementares acgoes
sensorio-motoras (como puxar e empurrar) até as mais refinadas operagoes
intelectuais, que sdo agoes internalizadas e executadas mentalmente (por
exemplo, reunir, conjugar, ordenar, colocar em correspondéncia um a um),
o conhecimento esta constantemente ligado a agdes ou operagoes, isto é, a
transformacoes. (PIAGET, apud BODEN, 1983, p. 22).

Ja os bidlogos chilenos Maturana e Varela® (2001, p. 33), consideram que “ndo hd divida de que ele se

manifesta em todas as agoes da vida social humana [...]. Ndo ha descontinuidade

(6) Humberto Maturana Romesin e Franscisco J. Varela Garcia sdo autores de varios livros e professores que
entre o social, o humano e suas raizes biologicas. O fenémeno do conhecer é um todo integrado e esta

fundamentado da mesma forma em todos os seus dmbitos.”
E para Borges (1984),

O conhecimento esta ligado, desde a sua origem, ao problema da
sobrevivéncia. Trata-se pois de uma relacdo dialética entre o ser vivo e o
seu contorno, visando a sobrevivéncia daquele. Como essa relagdo é
dialética, existe uma agdo do contorno para o ser vivo e outra agdo deste
para aquele. E natural concluir portanto: o conhecimento estd ligado a vida.
Mais ainda: é através dele que o ser vivo sobrevive, isto é, adapta-se ao seu
contorno. Por conseguinte: o conhecimento é vida e é poder, este, para
transformar o mundo e, nessa transformagdo, transformar a vida com a
aquisi¢do, pela consciéncia, de novos estados de percebimento. Ora, sendo
a Matematica uma parte do conhecimento, ela é vida e é poder, no sentido
acima indicado.

Ao que nos parece, o ato de aprender ou conhecer ocorre de maneiras muito
diferentes em funcio de interesses e possibilidades dos individuos, como também das
situacoes em que se encontram. Talvez possamos dizer que o processo de formacao e
desenvolvimento do conhecimento origina-se de uma necessidade tanto biolégica quanto
social — questdes de sobrevivéncia, de uma indagacio, ou de uma dificuldade, a qual

pode ser imediata ou a médio e longo prazos. Nesse contexto, o individuo precisa gerar
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um conhecimento novo para dar conta da situacio e resolver as situacées que sejam
problematicas. Embora convenha assinalar que nem todo conhecimento provém de
demandas exteriores e que também ocorrem reorganizacoes internas de conhecimento
anteriores que diao lugar a outros novos, pois um individuo pode armazenar um
conhecimento de alguma maneira e utiliza-lo muito tempo depois em uma situacio que
lhe pareca apropriada para isso, modificando-o ao coloca-lo em contato com outros
conhecimentos que também possui.

Sabemos que o conhecimento matematico tem a caracteristica da
cumulatividade, isto é, o estudo de cada conceito ou teoria exige o conhecimento das
nocoes e teorias que lhe servem de base, e que a psicologia do desenvolvimento
reconhece a importancia das experiéncias do aluno e de suas interagdes com o mundo
para o desenvolvimento do conhecimento matematico. A compreensio de que o nimero
de objetos em um conjunto nio se altera se for mudada sua disposiciao espacial, que duas
coisas iguais a uma terceira sio iguais entre si, que se um objeto A é menor do que um
objeto B e B é menor do que um objeto C, entdo, A é necessariamente menor do que

C; que coisas que coincidem uma com a outra

sustentam que “o comhecimento ndo se limita ao processo de informagdes oriundas de um mundo anterior a
experiéncia do observador, o qual se apropria dele para fragmenta-lo e explora-lo. [...] que os seres vivos sdo
autéonomos, isto ¢, autoprodutores ao interagir com o meio. vivem no conhecimento e conhecem no
viver.”(MARIOTTI, 2001, p. 14).

sao iguais, ou de que quantidades iguais adicionadas ou subtraidas a quantidades iguais
permanecem iguais, sio conceitos matematicos basicos adquiridos por meio de
observacdes, acoes e reflexdes sobre objetos e situacdoes do mundo em que vivemos. Esses
conceitos servirio de base para a formacido de outros conceitos. E caracteristico da

Matematica a formacao de novos conceitos a partir de conceitos anteriores.

A relevancia do conhecimento anterior no desenvolvimento de novos conhecimentos é enfatizada em
diferentes teorias sobre o desenvolvimento cognitivo. Para Piaget, por exemplo, o desenvolvimento de conceitos
logico-matematicos ocorre quando a crianga enfrenta situagdes problematicas e tenta, para resolvé-las, utilizar o
conhecimento anterior de que dispde. Da perspectiva piagetiana, a crianga tenta assimilar a nova situagdo
usando as respostas de que ja dispdoe. Quando isso falha, elas tentam novas respostas, desenvolvendo novas
estratégias que levam em consideracdo as caracteristicas da nova situagdo. Nesse processo, para que uma
situacdo seja considerada um problema, ela deve ser de um nivel de complexidade que permita a crianca
relaciona-la com o conhecimento de que ja dispde.

A teoria piagetiana sustenta que a crianga constrdi suas estruturas 16gico-hipotéticas através da interagéo
com o meio, atravessando quatro (4) estagios distintos até sua maturidade plena: o sensorio-motor, o preé-

operacional, o das operagées concretas e o das operagoes formais.
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Na obra 4 Construgdo do Real na Criancga, Piaget diz que a crianga se organiza organizando o mundo:
“a inteligéncia ndo comega, pois, nem pelo conhecimento do eu nem pelo das coisas enquanto tais, mas pelo
conhecimento de sua intera¢do, e é ao orientar-se simultaneamente para os dois polos dessa interagdo que ela
organiza o mundo, organizando-se a si mesma’”, (PIAGET, 2003, p. 361). Para a crianga, o0 mundo ¢, a0 mesmo
tempo, definido e limitado pelos seus esquemas. Seus esquemas, isto €, suas a¢des, constituem o seu mundo, sua
realidade.

Assim, as acdes da crianga constituem, cada vez mais, uma rede de classes e relagdes, inicialmente
prética, e, posteriormente, cada vez mais simbolica. Cada idéia que ¢ assimilada’ nessa rede passa a fazer parte
de uma totalidade organizada, totalidade que se reorganiza em funcéo da nova idéia a ela assimilada. Conhecer
uma idéia ¢ situd-la num emaranhado de classes e relagdes. Conhecer mais significa desenvolver, qualitativa e

quantitativamente esse emaranhado.

(7) A assimilagdo ¢ um conceito importante da teoria piagetiana — significa a incorporagdo de uma nova idéia ou
objeto ao que ja € conhecido, ou seja, a0 esquema que a crianga ja possui.
As construgdes da crianga, durante o sensdrio-motor, passam por uma profunda transformagdo.

Tornam-se simbélicas®. E o advento da fungdo simbédlica ou semidtica: a fungio que torna possivel a linguagem.
Isso significa que um novo aspecto organizador foi construido e que tanto o espaco quanto o tempo passam a ter
outra importancia nas construgdes das criangas — acontece uma revolug¢do na percepgdo do espago e do tempo.
As coisas, as pessoas, os acontecimentos poderdo, de agora em diante, ser lembrados/evocados. Podemos dizer
que eles ndo se reduzem mais ao imediatamente percebido, que desaparecem e reaparecem na dependéncia
estrita do quadro perceptivo. O que aconteceu, ontem a tarde, passa a ser evocado, hoje de manhd. O
acontecimento de ontem a noite é evocado hoje a tarde. A seqiiéncia: noite/escuriddo, dia/claridade, comeca a
fazer sentido. Ontem, anteontem, depois de amanha, semana que vem, més que vem, ano que vem. Aniversario,
dia das maes, festa de Sao Jodo, dia dos pais, dia da crianga, natal, férias. Mas esse alargamento do tempo
demora algum tempo (anos) para ser construido; porém, sua condi¢cdo de possibilidade ja foi construida,
possibilitando assim, constituir-se em um novo e monumental instrumento do pensamento: a linguagem —
entendida, por Piaget, como fala, distinguindo-a de outras fungdes semidticas (imitagdo, jogo simbdlico,
desenho, imagem mental, etc).

Para Piaget, a linguagem encontra sua condi¢do de possibilidade na fungdo simbolica ou fungdo
semiotica. Essa funcdo representa o ponto de chegada, uma verdadeira sintese de todas as construgdes ou
coordenagdes de agdes do sensorio-motor. Essa funcio ¢ que torna possivel todas as formas de representagdo —
imitacdo diferida, brinquedo ou jogo simbodlico, desenho e a linguagem, entendida, aqui, como fala — que
caracterizardo o pensamento daqui para diante. E tornam possivel a representacdo das coordenacdes das acdes e
ndo, apenas, das aquisicdes perceptivas. Alids, a organizagdo das aquisi¢des perceptivas ¢ fungdo estrita da
coordenagdo das acdes, segundo Piaget.

A funcio semiodtica emerge das coordenacoes do periodo sensorio-motor, mas é
caracteristica do periodo pré-operatorio - é a condicao prévia, de toda a socializacdo. Na
verdade, o periodo pré-operativo nao se limita a criar novos sistemas de representacio,
mas ¢ a fase em que um sistema de representacio socialmente estabelecido - a

linguagem social, é reconhecido e apreendido como uma forma possivel de
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representacio do mundo. Pode-se dizer que a0 mesmo tempo em que a linguagem é um
fator importante para o desenvolvimento mental da crianca, exercendo uma funcio
organizadora e planejadora do seu pensamento, ela tem também uma funcio social

e comunicativa. A comunica¢io implica

(8) O que Piaget chamou de funcdo “simbolica” ou “semidtica” € o surgimento, na crianga, das primeiras
representagdes de objetos e acdes.
essencialmente em uma linguagem quer seja esta uma inscricio em pedras, troncos, um

dialeto falado, um sinal de codigo Morse, gestos e sinais da linguagem dos surdos-mudos
e outras. Por meio da linguagem, o individuo é exposto ao conhecimento humano e
adquire conceitos sobre o mundo que o rodeia, apropriando-se do conhecimento
proveniente da experiéncia acumulada pelas geracées anteriores e nao tem que partir do

Zero.

Convém enfatizar que a linguagem nao € o unico aspecto a constituir a fungdo simbolica, embora seja o
instrumento mais adequado para representar a atividade simbdlica dos processos mentais superiores: abstragdo,
generalizacdo, analogias, etc. Por isso uma fungdo simbdlica precaria, isto é, fundada em precarias nog¢des de
espaco, tempo, objeto e relacdo causal, possibilitard, na melhor das hipdteses, uma socializagdo precaria, um
exercicio precario da linguagem e uma precaria construcdo das condi¢des prévias da aprendizagem da
matematica propriamente dita.

A fungdo simbodlica apresenta outros aspectos que influenciam na formagdo de conhecimento, além da
linguagem. Sera possivel ensinar verbalmente uma pessoa a andar de bicicleta e esperar que ela aprenda apenas
com esta informag@o? Segundo Sam Glucksberg (1971), autor do livro Psicologia dos Processos Simbdlicos,
ndo € possivel descrever, somente com palavras, todas as atividades que compdem o andar de bicicleta, e ainda
que fosse possivel, grande parte do comportamento necessario ndo ¢ passivel de controle verbal. Assim, mesmo
que o aprendiz seja devidamente informado, ndo tera capacidade para realizar a tarefa. Da mesma forma, ao falar
com um aprendiz de piano sobre como mover os dedos ndo trara qualquer contribui¢do na sua transformagéo
num pianista competente. A aprendizagem acontece de forma gradual. Para Glucksberg (1971), os movimentos
muito complexos nao sdo passiveis de controle simbolico direto.

No periodo das operacdes concretas a crianga consegue passar efetivamente da a¢do a operagdo, pois €
nessa fase que ela procura integrar os esquemas de classificagdo, de seriacdo e de correspondéncia, de identidade
e negacdo. Caracteristico para essa fase é o desenvolvimento do conceito de conservagdo. Neste periodo a
crianga percebe e explica adequadamente os problemas referentes a conservacdo do comprimento e de areas.
Nesta fase, o pensamento conserva, porém, seus vinculos com o mundo real. As solugdes dadas aos problemas
sdo empiricas, baseadas na experiéncia de agdes concretas. As transformagdes do real sdo concebidas a partir da
experiéncia ¢ manipulagdo do mundo real. A construgdo do real pela crianga ¢ vital e em grande parte coincide
com a construcdo do edificio matematico, especificamente com o que da sustentacdo a esse edificio: seus
fundamentos. Os conceitos associados aos numeros racionais, por exemplo, estido entre os mais importantes e

também complexos que a crianga trata no ensino fundamental. O seu desenvolvimento aumenta a capacidade da
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crianca de compreender e manipular uma série de situagdes e problemas tanto na escola quanto fora dela, como

também, servem de base para fundamentar as operagdes algébricas elementares.

Mas com o aparecimento do pensamento formal, este periodo se altera. O
pensamento formal amplia significativamente as capacidades da crianca, ja que ela nao
€ capaz somente de raciocinar sobre o real, sobre o que conhece ou sobre o que esta
presente, mas pode fazé-lo também sobre o possivel. O possivel é construido
fundamentalmente servindo-se da linguagem. Também podemos dizer que o real é o
possivel atualizado. Na verdade, o pensamento passa a dispensar as bases empiricas e a
desenvolver-se meramente no mundo do possivel. Trata-se de um pensamento baseado
em hipoteses verbalmente concebidas, em verdades possiveis, que se liberaram das
limitacées impostas pelo mundo real. £ pertinente observar que antes dessa etapa, a
ciéncia s6 pode ser abordada de forma preparatoria. De fato, sio todas essas
capacidades que permitirio que o adolescente entenda o pensamento cientifico e
raciocine sobre problemas complexos. O adolescente domina as categorias do
pensamento abstrato e formal, desenvolvendo espontaneamente a combinatéria’, a
correlacdo, as formas de reversibilidade (inversdo e reciprocidade). Tudo isso tém
grande importincia do ponto de vista da aprendizagem escolar, dai a importancia do
pensamento formal e abstrato para a formacao dos conceitos cientificos, em especial, os
matematicos.

As mudancas intelectuais no periodo formal sdo de tipos diversos e afetam todas
as areas da conduta. Por isso, podemos dizer que continuamos incrementando a nossa
capacidade cognitiva e os nossos conhecimentos ao longo de toda a vida, pelo menos no
caso de algumas pessoas, embora necessariamente nio tenha de ser assim, mas que
chegamos ao topo na forma de abordar os problemas na fase final da adolescéncia. O
adolescente, por exemplo, ¢ muito capaz de interpretar a experiéncia do que uma
crianc¢a e, principalmente, de manipula-la, de criar condi¢des para poder observar um
fendomeno, ou seja, isolar as variaveis que produzem um fenémeno. Também sio capazes

de formular hipoteses e de contrasta-las, de examinar se sdo verdadeiras ou se sdo falsas.

Essa evolucdo interna do pensamento em esquemas e estruturas ldgicas cada vez

(9) Podemos dizer que controlar variaveis, formular hipoteses e examinar as suas
conseqiiéncias, ou seja, manejar o possivel pressupoe a utiliza¢do implicita ou explicita de
uma combinatoria. Lembremos que Piaget e um dos seus colaboradores — Inhelder,
estudaram um problema cuja resolu¢do requer a utilizacdo da combinatoria. Consistia em
cinco liquidos contidos em diferentes recipientes, a mistura de trés deles produzia uma certa
coloragdo, um quarto recipiente continha agua que ndo alterava a cor e outro continha um
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produto que descoloria o liquido deixando-o transparente. Todos os liquidos apresentavam o

mesmo aspecto, eram transparentes.
mais complexas, desde as formas mais elementares da adaptagdo do organismo ao meio, culmina na estrutura'

INCR, que se compde de quatro tipos de transformacdes: I —identidade; N — inversa (negagdo); C —
correlatividade; R — reciprocidade. Essas transformagdes formam uma estrutura na acepgdo piagetiana, pois estdo
logicamente inter-relacionadas de modo a construir um sistema completo, fechado e reversivel; sucessivas
transformagdes podem levar-nos de qualquer ponto, no interior da estrutura, para qualquer outro ponto, e voltar
ao principio. Para Piaget, isso significa que elas — as transformagdes, estio em equilibrio'".

A obra de Piaget, proporciona, em niveis de observagdo e teoria, um estimulo incomparavel para a
compreensio do desenvolvimento do conhecimento. Porém, isso ndo significa isengdo de criticas'?. Piaget ainda
atrai discipulos devotos e criticos severos. Mas ndo ha duvida de que foi um dos grandes mestres da ciéncia no
século XX. Seus estudos focalizam o raciocinio em seus aspectos logicos, analisam as representacdes que a
crianga tem do mundo que a cerca, investigam as razdes da cognigdo ¢ buscam verificar a influéncia de fatores
externos como, por exemplo, o meio social ¢ a linguagem. Esses estudos tém por objetivo evidenciar e
identificar os passos ou etapas que conduzam ao conhecimento cientifico:

O conhecimento cientifico ndo ¢ uma categoria nova, fundamentalmente
diferente ¢ heterogénea com relagdo as normas de pensamento pré-
cientifico e aos mecanismos inerentes as condutas instrumentais proprias da
inteligéncia pratica. As normas cientificas situam-se no prolongamento das
normas de pensamento e de praticas anteriores, mas incorporam-lhes duas
exigéncias novas: a coeréncia interna (do sistema total) e a verificagao
experimental (para as ciéncias nao dedutivas). (PIAGET; GARCIA, 1987,

p.37).

Por essa razdo, Piaget focaliza que em seu estado mais evoluido, as operagdes cognitivas sao

(10) Idéia fundamental da teoria piagetina, fundamentada em trés noc¢des basicas: totalidade,
transformagdo e auto-regulagdo. Assim, uma estrutura ¢ um todo unificado cujas partes sé
podem ser identificadas em relagdo mutua e no lugar que ocupam na estrutura global. E, para
Piaget, as estruturas sdo dindmicas, tanto em seu desenvolvimento quanto em sua
automanutengdo. E as alteragdes estruturais ndo sdo mudangas simples, mas transformagdes
ordenadas, onde uma forma ou conjunto de relagdes estruturais ou sucede uma outra forma ou
outro conjunto.

(11) O conceito de equilibrio em Piaget (2004) com relago as estruturas cognitivas deve ser concebido como
uma compensacdo das perturbagdes exteriores por meio das atividades do sujeito, que sdo as respostas a essas
perturbagdes. Mas no caso das formas inferiores de equilibrio, sem estabilidade (formas senso-motoras e
perceptivas), as perturba¢des consistem em modificagdes reais e atuais do meio, as quais as atividades
compensatorias do sujeito respondem, entdo, como podem. E no caso das estruturas superiores ou operatorias,
por outro lado, as perturbagdes, as quais o sujeito responde, podem consistir em modificagdes virtuais, isto é,
nos casos optimum podem ser imaginadas e antecipadas pelo sujeito com forma de operagdes diretas de um
sistema; neste caso, as atividades compensatorias consistirdo, igualmente, em imaginar e antecipar as
transformagdes, mas no sentido inverso.

(12) Uma critica contundente ao trabalho de Piaget foi feita por Hans Freudenthal, um importante matematico

abstratas, aplicam-se a todo tipo de objeto e independem de conteudos especificos. O
conhecimento que delas deriva ¢ de natureza formal e ndo ¢ possivel comprovar
empiricamente a verdade de tal conhecimento — a Matematica, em certa medida, prescinde da

realidade para estabelecer seus critérios de verdade; busca-se a verdade coerencial. Isto posto,
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podemos dizer que € possivel estabelecer relagdes rigorosas e formalizaveis com os conceitos
intelectuais (conhecimento abstrato), como também, estabelecer correspondéncia entre
modelos abstratos e realidade (mundo fisico) — as propriedades dos objetos no mundo fisico,
correspondem as outro constantes e varidaveis do modelo abstrato; enquanto que, com o
conhecimento da realidade fisica material é possivel garantir a relagdo com o real

experimental.

Para Piaget, o sujeito amplia sua subjetividade na medida em que toma posse de si mesmo, de suas
acdes: isto ¢, na medida em que foma consciéncia das coordenagdes gerais de suas acdes. Isso, porém, so é
possivel através de muitas mediagdes: das coisas fisicas, do meio social, da linguagem dos outros sujeitos. Na
verdade, a fomada de consciéncia, segundo Piaget, inverte a ordem da formagao do conhecimento, ou seja, a
conceituacdo passa decididamente a determinar as a¢des; antes, a agdo determinava a conceituagao.

Para Vygotsky (1998a), o desenvolvimento de conceitos cientificos pressupde conceitos anteriores, ou
seja, conceitos cientificos somente podem nascer na mente da crianca a partir de generalizagdes prévias e
inferiores.

Da perspectiva vygotskiana, as tarefas de compreender ¢ comunicar-se sdo essencialmente as mesmas
para o adulto e para a crianga. A crianga — num estagio inicial de seu desenvolvimento, é capaz de compreender
um problema e visualizar o objetivo colocado por esse problema, como também desenvolver conceitos'.

Entretanto, as formas de

holandés que se tornou membro da ICMI (International Comission on Mathematics Instruction) ¢ a presidiu por

4 anos. No periodo em que foi presidente da ICMI organizou o 1° ICME (Congresso Internacional sobre a
Educagdo Matematica) em Lion (Franga) em 1968. Seu interesse pela educagdo matematica o levou a escrever
varios livros e artigos. Os livros mais conhecidos sdo: “Mathematics as an educational task” (Matematica como
tarefa educacional — 1973); “Weeding and Sowing. Preface to a Science of Mathematical Education” (Capinar e
Semear. Prefacio a uma ciéncia de educacdo matematica — 1978) e “Didactical Phenomenology of Mathematical
Structures” (Fenomenologia didatica de estruturas matematicas — 1983). Em seus artigos afirmara que Piaget ndo
entendia muitos conceitos matematicos como espago (topoldgico, projetivo e euclidiano), numero cardinal e
ordinal, etc., e que muitos dos seus experimentos testam o dominio lingiiistico em vez do matematico.
Freudenthal participou de inumeros congressos — um deles foi o 1° Congresso Internacional de Educagao
Piagetiana, organizado por Lauro de Oliveira Lima que aconteceu no Rio de Janeiro, em julho de 1984. Nesse
Congresso, Freudenthal criticou Piaget, como ja fizera antes. Os organizadores do Congresso ndo gostaram da

critica. Alids, nos anais do Congresso a presenca de Freudenthal foi simplesmente ignorada. (NEELEMAN,
1991). Outra critica ndo menos contundente foi feita por René Ton, um importante matematico francés, que
responsabilizou Piaget pelo formalismo no ensino de Matematica. Piaget, € claro, se defendeu dizendo que nao
era responsavel pelo entendimento que outros estudiosas davam a sua teoria.

(13) Em Matematica, numa idade ainda precoce, a crianga desenvolve varios conceitos fundamentais a formagao
de outros conceitos.

pensamento que a crianga utiliza ao lidar com essas tarefas diferem profundamente das do adulto, em sua
composicdo, estruturacdo e modo de operagdo. Assim, a questfo principal quanto ao processo de formacdo de
conceitos segundo Vygotsky (1998a) é a questdo dos meios pelos quais essa operagdo ¢é realizada. Considera que
ndo ¢ suficiente a explicagdo de que o processo ¢ induzido pelas necessidades humanas, mas que devemos

considerar o uso de instrumentos ¢ a mobilizagdo dos meios apropriados sem 0s quais 0 processo nao se realiza.
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Um conceito é mais do que a soma de certas conexdes associativas
formadas pela meméria. E mais do que um simples habito mental; é um ato
real e complexo de pensamento que ndo pode ser ensinado por meio de
treinamento, so podendo ser realizado quando o proprio desenvolvimento
mental da crianca ja tiver atingido o nivel necessario. (VIGOTSKY, 1998,
p-104).

Segundo Vigotsky (1998a), a concepgdo de que a formagdo de conceitos se baseia
em conexdes associativas foi contestada pelas investigacdes N. Ach e Rimat'*. Na verdade, a
existéncia de associagdes entre simbolos verbais (palavras) e os objetos, embora sélidas e
numerosas, ndo ¢ por si sO suficiente para a formagdo de conceitos. Antes de Ach, a
psicologia considerava duas tendéncias basicas que regiam o fluxo das idéias sobre a
formacgdo de conceitos: a reprodugdo por meio de associa¢do e a perseverangals. Essas
tendéncias falharam nas investigacdes de Ach; assim, ele introduziu a fendéncia determinante,
estabelecida pela imagem do objetivo e mostrou que nenhum conceito novo se formava sem o
efeito regulador da tendéncia determinante criada pela tarefa experimental. Afirmou também
que a memorizagdo de palavras e a sua associagdo com 0s objetos ndo levam a formacao de
conceitos € que o surgimento de um problema ¢ necessario para que se formem novos
conceitos.

Podemos dizer que a contribuicdo de Ach foi o desenvolvimento da tese de que a
formagdo de conceitos € um processo criativo, € ndo um processo mecanico € passivo; que um
conceito surge e se configura no curso de uma operagdo complexa, voltada para a solucdo de
algum problema; e que s6 a presenga de condigdes externas favordveis a uma ligacdo
mecanica entre a palavra e o objeto ndo ¢é suficiente para a criagdo de um conceito.

Ach criou um método para estudar o processo de formagdao dos conceitos

(14) Rimat, segundo Vigotsky (1998a), fez um estudo cuidadosamente planejado sobre a formagdo de conceitos
em adolescentes. “Estabelecemos, definitivamente, que so ao término do décimo segundo ano manifesta-se um
nitido aumento na capacidade da crianca de formar, sem ajuda, conceitos objetivos generalizados... O
pensamento por conceitos, emancipado da percepgdo, faz exigéncias que excedem suas possibilidades mentais
antes dos doze anos de idade.”(RIMAT, apud VIGOTSKY, 1998a, p. 67).

(15) A reprodugdo por meio de associagdo traz de volta aquelas imagens que, em experiéncia passadas,
estiveram ligadas a imagem que, no momento, nos ocupa a mente. A perseveranca ¢ a tendéncia de cada imagem

a voltar e a penetrar novamente o fluxo de imagens.

inicialmente chamado de “método da busca”. Esse método foi modificado por Sakharov e
Vygotsky para estudar as varias fases evolutivas do processo de formagdo de conceitos
(Sakharov foi um dos colaboradores de Vigotsky). O método modificado foi denominado de

“método da dupla estimulagdo”. Nesse, dois conjuntos de estimulos sdo apresentados ao
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sujeito observado; um como objetos da sua atividade, e outro como signos que podem servir
para organizar essa atividade. H4, porém, diferencas significativas entre os métodos. Ach, por
exemplo, comecava seu experimento, dando ao sujeito um periodo de aprendizado ou pratica;
era permitido, também, manusear os objetos e ler as palavras sem sentido que estavam
escritas em cada um, antes de saber qual era a tarefa a desempenhar; enquanto que para
Sakharov e Vygotsky, era necessario apresentar um problema ao sujeito que permanece o
mesmo até o final, mas as chaves para a solu¢do sdo introduzidas passo a passo, cada vez que
um bloco ¢ virado. Na verdade, esses experimentos consistem na distribui¢do de objetos.
Esses objetos tém cores, formas e dimensdes diferentes e ficam dispostos em um tabuleiro em
frente ao sujeito. Vygotsky, nessas pesquisas, analisava a seqiliéncia de objetos escolhidos

pelos sujeitos da pesquisa.

Nas investigagdes iniciadas por Sakharov sobre o processo de formagao de conceitos, e completadas por
Vygotsky, foram estudadas cerca de 300 pessoas, entre criangas, adolescentes e adultos. As principais teses
resultantes dessas investigacdes sdo a de que o desenvolvimento dos processos que resultam na formagao dos
conceitos comeca na fase mais precoce da infincia, mas as fungdes intelectuais que, numa combinagdo
especifica, formam a base psicologica do processo de formacdo de conceitos, amadurecem, se configuram e se
desenvolvem somente na puberdade. (VIGOTSKY, 1998a).

Esse método desenvolvido por Vygotsky, durante as suas investigagdes, talvez possa ser aplicado no
ensino médio na tentativa de alterar a crise pela qual vem passando o ensino de Matematica. Neste nivel de
ensino, a grande maioria dos sujeitos, aqui no Brasil, estdo na faixa etaria dos 14 aos 17 anos.

Nas investigagdes desenvolvidas por Vygotsky e colaboradores foi também observado que aquilo que
uma crianc¢a ndo ¢ capaz de fazer sozinha, podera ser feito com a ajuda de alguém mais “preparado” que ela.
Destas observagdes, decorreu o desenvolvimento de um conceito muito importante na teoria vygotskiana: zona
de desenvolvimento proximal. Esse conceito, na verdade, ajudard a explicitar melhor a importancia das
interagdes sociais no desenvolvimento cognitivo. Vigotsky (1998b) o cria, como sendo a distancia entre aquilo
que a crianca é capaz de fazer sozinha (nivel de desenvolvimento real) e aquilo que ela consegue realizar sob a
orientagdo de um adulto ou em colaboragdo com outras criangas (nivel de desenvolvimento potencial). A zona
de desenvolvimento proximal constitui-se por aquelas fun¢des que ainda ndo estdo maduras, mas sim em
processo de maturagdo, quer dizer, que ainda se encontram em um estagio embrionario.

Com base em seus estudos sobre a zona de desenvolvimento proximal, propde mudangas no que se
refere a aprendizagem, justamente porque o conceito de zona de desenvolvimento proximal permite verificar ndo
somente os ciclos ja completados pela crianga, como também aqueles que estdo em formacgao. Para Vygotsky
(1998b), o unico bom ensino é aquele que se adianta ao desenvolvimento, ou seja, que se dirige as fungdes
psicologicas que estdo em vias de se completarem.

Segundo Vygotsky (2001), o aprendizado de modo geral e o aprendizado escolar em particular, ndo
apenas possibilitam, como orientam, e¢ estimulam processos de desenvolvimento. A escola, por oferecer
contetudos e desenvolver atividades especificas, tem um papel fundamental e insubstituivel no desenvolvimento

das funcdes psicoldgicas superiores'. Ainda sobre isso, Leontiév (2001) diz que o processo de educagio escolar
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¢ qualitativamente diferente do processo de educagdo em geral, pois, na escola, a crianca estd diante de uma
tarefa particular: entender as bases dos estudos cientificos, ou seja, um sistema de concepgdes cientificas.

Nessa perspectiva, a formagao de conceitos é o resultado de uma atividade complexa, em que todas as
fungdes intelectuais basicas tomam parte. Dai, o processo ndo pode ser reduzido & associagdo, a atengdo, a
formagio de imagens, a inferéncia ou as tendéncias determinantes'’. Todas sdo indispensaveis, porém
insuficientes sem o uso do signo, ou palavra, como o meio pelo qual conduzimos as nossas operagdes mentais,
controlamos seu curso e as canalizamos em direcdo a solu¢do do problema que enfrentamos. (VIGOTSKY,
1998a).

Contudo, ¢é preciso reconhecer que apesar de necessario na formagdo de conceitos, a presenga de um
problema por si sd, ndo pode ser considerada a causa do processo, embora sejam as tarefas com que os jovens se
defrontam ao ingressarem no mundo cultural, profissional e civico dos adultos, um fator importante para o
surgimento do pensamento conceitual. Alids, se o meio ambiente ndo apresentar nenhuma dessas tarefas ao

jovem (aluno

(16) Na concepgdo vygotskiana, todas as funcdes psicoldgicas superiores aparecem duas vezes no curso do
desenvolvimento do ser humano: primeiro, no nivel social e depois, no nivel individual; primeiro, entre pessoas
(interpsicologico) e depois, no interior do ser humano (intrapsicologico). Para Vigotsky, isso é valido para a
linguagem, a ateng@o voluntaria, a memoria logica, a formagio de conceitos e o desenvolvimento da vontade.

(17) Vigotsky vai além da tendéncia determinante que Ach julgou ser o fator decisivo para a formagdo de

conceitos.
do ensino médio), ndo lhe fizer novas exigéncias e ndo estimular o seu intelecto, para proporcionar-lhe uma série
de novos conceitos, o seu raciocinio ndo conseguira atingir os estagios mais elevados, ou so6 os alcancard com

grande atraso.

Segundo Vygotsky (1998a), a tarefa cultural por si s, ndo explica os mecanismos
de desenvolvimento em si, que resultam na formagdo de conceitos. Assim, considera que
caberd ao pesquisador ter como objetivo a compreensdo das relagdes intrinsecas entre as
tarefas externas e a dinamica do desenvolvimento, e considerar a formagao de conceitos como
uma fun¢do do crescimento social e cultural global do adolescente/jovem, que afeta nao
apenas o contetido, mas também o método de seu raciocinio. Nessa idade, ndo aparece
nenhuma funcdo elementar nova essencialmente diferente daquelas ja presentes, mas todas as
fungdes existentes sdo incorporadas a uma nova estrutura, formam uma nova sintese, tornam-
se partes de um novo todo complexo; as leis que regem esse todo também determinam o
destino de cada uma das partes. Desse modo, aprender a direcionar os proprios processos
mentais com a ajuda de palavras ou signos ¢ uma parte integrante do processo de formagao de

conceitos.
Com base nas suas investigacdes, Vygotsky (1998a, p. 99) observa que

O adolescente formara e utilizara um conceito com muita propriedade numa
situagdo concreta, mas achara estranhamente dificil expressar esse conceito
em palavras, e a defini¢do verbal serd, na maioria dos casos, muito mais
limitada do que seria de esperar a partir do modo como utilizou o conceito.
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[...] O adolescente depara-se com um outro obstaculo quando tenta aplicar
um conceito que formou numa situa¢do especifica a um novo conjunto de
objetos ou circunstdncias, em que os atributos sintetizados no conceito
aparecem em configuragoes diferentes da original.

Em uma pesquisa realizada em 2002 por MARTOS, com alunos entre 13 ¢ 16 anos,
sobre os conceitos da Geometria Esférica, em uma escola publica da rede estadual de Rio
Claro/SP, foi observada a dificuldade da qual fala Vygotsky. Segundo Martos, em varios
momentos da aula, quando eram solicitados para que relatassem a maneira pela qual haviam
chegado a determinada conclusdo, os alunos apresentavam uma certa dificuldade em
verbalizar idéias.

Um aspecto a observar ¢ que o conceito que o aluno formou nem sempre ¢ possivel
de ser aplicado da mesma forma que foi obtido. Por exemplo, memorizar o teorema de
Pitdgoras pode ndo ser suficiente para resolver o problema de minimizar o trajeto que um
individuo faz para ir de sua casa até a padaria. A aplicagdo dos conceitos exige que estes
sejam interpretados e processados, o que implica a atribuicdo de significados, de modo que o

conceito passa a ter sentido para aquele individuo que aprende.

Nao obstante, o processo de formagdo de conceitos integra e sintetiza as principais idéias de Vygotsky a
respeito do desenvolvimento humano: as relagdes entre pensamento e linguagem, o papel mediador da cultura na
constituicdo do modo de funcionamento psicologico do individuo e o processo de internalizagdo de
conhecimentos e significados socialmente elaborados. Assim, de acordo com a perspectiva vygotskiana, os
conceitos sdo construgdes culturais internalizadas pelos individuos ao longo de seu processo de desenvolvimento

dentro dos diversos grupos culturais.

Na questao da formagao dos conceitos, Vygotsky (1998a) propde a distingdo entre os
conceitos espontaneos € 0s conceitos cientificos. Considera os conceitos espontaneos como
sendo aqueles conhecimentos construidos na experiéncia pessoal, concreta e cotidiana das
criangas, ou seja, que a crianca aprende em seu dia-a-dia, no contato com os objetos, fatos,
fenomenos, etc., dos quais ela pode ndo ter sequer consciéncia. Ja os conceitos cientificos sao
aqueles elaborados na sala de aula, adquiridos através do ensino sistematico, ou seja,
sistematizados e tratados intencionalmente, em geral, segundo uma metodologia especifica.
“Sdo por exceléncia, os conceitos que se aprendem na situacdo escolar.”(MOYSES, 1997,
p.35). “Sao produto do aprendizado escolar.”(VYGOTSKY, 1998a, p.145).

Além disso, e com base nas idéias vygotskianas, podemos dizer que, por tras de
qualquer conceito cientifico existe sempre um sistema hierarquizado do qual ele faz parte.
Neste contexto entdo, a principal tarefa do professor ao transmitir ou ajudar o aluno a
construir esse tipo de conceito ¢ a de leva-lo a estabelecer um(a) enlace/ligagao indireto(a)

com o objeto por meio das abstragdes em torno das suas propriedades e da compreensao das
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relagdes que ele mantém com um conhecimento mais amplo. Ao contrario do espontaneo, o
conceito cientifico so se elabora intencionalmente, isto €, pressupde uma relagcdo consciente €
consentida entre o sujeito e o objeto do conhecimento.

Através de suas investigacdes cientificas, Vygotsky chegou a conclusdo de que o
dominio de um nivel mais elevado na esfera dos conceitos cientificos eleva, por sua vez, o
nivel dos conceitos espontaneos. Ocorre um movimento no qual os conceitos cientificos
descem na diregdo da realidade concreta e os conceitos espontaneos sobem buscando a
sistematizagdo, a abstracdo e a generalizagdo mais ampla. Para Vygotsky, tornou-se evidente
que o atingimento e o controle dos conceitos cientificos implicam a reconstrucao, seguindo os

mesmos moldes, dos conceitos espontaneos.

Para Luria (1979), um dos mais importantes colaboradores de Vygotsky, ha uma diferenca na
ocorréncia dos conceitos cientificos e espontaneos (esse ultimo o chama de conhecimento comum). Os conceitos
espontaneos como cadeira, mesa, lavatorio, pdo, arvore, cdo, sdo assimilados pela crianca no processo da
experiéncia pratica; a crianga tem uma nog¢do prdtica de cada um desses conceitos e os emprega corretamente
nas diversas situacdes de sua vida, e a palavra correspondente evoca nela a imagem da situagdo pratica em que
ela esteve em contato com o objeto. Ja os conceitos cientificos sdo adquiridos pela crianga no processo de
aprendizagem escolar. Conceitos como estado, ilha, verbo, mamifero, etc. se incorporam a consciéncia da
crianga como resultado da aprendizagem escolar. Inicialmente, sdo formulados pelos professores e s6 depois,
completados com um contetido concreto. Desse modo, a aluno pode, desde o inicio, formular verbalmente esses
conceitos e sO posteriormente, terd condi¢des de tratd-los com um conteudo valido, significativo.

Quanto a formacao dos conceitos cientificos e espontaneos, Luria (1979) nos diz que € natural que seja,
distintos, os processos psicologicos que participam da formagdo desses dois tipo de conceitos, visto que, esses
conceitos ocupam posi¢do variada na vida intelectual do homem e refletem diferentes formas de sua experiéncia.
Nos conceitos cientificos predominam as relagdes logicas abstratas, ou seja, eles se formam com a participago
determinante das operagdes 16gico-verbais; enquanto que, nos conceitos espontaneos predominam as relagdes

circunstanciais concretas, ou seja, se formam com a participagdo das atividades praticas e da experiéncia.

A forma metodica e intencional como os conceitos cientificos sdo — ou deveriam ser,
trabalhados na escola abre caminho para a revisdo e a melhor compreensdo dos conceitos
espontaneos que cada aluno traz dentro de si. Esse processo de relacionar o conceito
espontaneo que o aluno traz com o conceito cientifico que se quer que ele aprenda exige de
quem ensina uma compreensio dos diferentes sentidos'™ que os conceitos — tanto os
espontdneos quanto os cientificos — tém para o aluno'. Exige, também, que o professor
perceba quais sio os seus contextos, quais sdo os sentidos™ mnos quais eles estdo sendo
empregados. Na verdade, implica em uma reconstru¢do do saber mediante estratégias

adequadas, nas quais o professor atue como mediador entre o aluno e o objeto de
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conhecimento. E nesse sentido que vemos o ensino dos conceitos cientificos no ensino médio,

como uma atividade intencional, com mediacao sistematizada e organizada pelo professor.

Na perspectiva vygotskiana, os conceitos cientificos ndo sdo aprendidos por meio do

(18) A compreensao dos diferentes sentidos de um conceito, por parte do docente - € o que estamos chamando de
ensino contextualizado no ensino médio.

(19) E fonte de dificuldade permanente para qualquer professor conhecer o alcance dos significados e sentidos
atribuidos pelos alunos as suas palavras.

(20) Para Luria (1979), o sentido de um conceito ¢ a sua subjetividade, enquanto que o significado é o que esta
escrito no dicionario.

treino, do exercicio e da repeti¢do, nem tampouco por mera transmissdo pelo professor ao aluno. Um bom
exemplo para essa constatagdo de Vygotsky quanto a aprendizagem dos conceitos ¢ o que tem acontecido em
Matematica com o conceito de /imite — na maioria das vezes o aluno chega a resolver dezenas de exercicios
sobre limite, mas ndo o compreende. Alids, conceitos como proporcionalidade e fun¢do no ensino médio
também tém percorrido esse mesmo caminho descrito por Vygotsky. Para aprender um conceito é necessario,

além das informagdes recebidas do exterior, uma intensa atividade mental.
De fato, dirigida pelo uso da palavra,
Na crianga pequena a palavra suscita, acima de tudo, reagoes emocionais e
imagens diretas; na criang¢a em idade escolar primaria, a palavra implica
antes de tudo um sistema de recordagdo direta e por isto ela pensa
recordando; no aluno do curso superior e na pessoa com alto nivel de
desenvolvimento intelectual, a palavra evoca antes de tudo um sistema de

operagoes logicas, dai ele a memorizar pensando.” (LURIA, 1979, p. 38).

a formacao do conceito cientifico ¢ uma operacdo mental que exige que se centre ativamente a
atencdo sobre o assunto, dele abstraindo os aspectos fundamentais e inibindo os secundarios, e
que se chegue a generalizagdes mais amplas mediante uma sintese. Para Vygotsky (1998a, p.
104), “em qualquer idade, um conceito expresso por uma palavra representa um ato de
generalizacdo.” A idéa de que o significado da palavra evolui’' é uma das teses da
psicologia. Mas, a0 mesmo tempo em que acontece o processo de andlise e sintese, de
abstracdo e inibi¢ao de certos tragos e caracteristicas na formacao dos conceitos cientificos, o
aluno também pode caminhar do particular para o geral e desse para o particular. Aprende-se

a partir do concreto-familiar, do particular, em direcio ao geral. E a partir de exemplos

familiares que se cria a motivagdo a qual, naturalmente, deve preceder a compreensdo.

Para Vygotsky (1998a), quando se examina o processo de formagdo dos conceitos em toda a sua

complexidade, este surge como um movimento do pensamento, dentro de um sistema de conceitos,
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constantemente oscilando entre duas dire¢des, do particular para o geral e do geral para o particular. Na
realidade, ao longo do processo de desenvolvimento e formacdo dos conceitos, o individuo vai deixando de
necessitar das informagdes recebidas do exterior e vai passando a utilizar signos® internos — representagdes
mentais que substituem os objetos do mundo real. Dessa forma, os conceitos cientificos desenvolvem-se

através de

(21) Concebemos que o sentido de uma palavra depende da forma com que esta sendo
empregada, isto é, do contexto em que ela surge. O seu significado, no entanto, permanece
relativamente estavel. E formado por relagées que foram sendo associadas a palavra ao
longo do tempo, o que faz com que se considere o significado um sistema estavel de
generalizacoes, compartilhado por diferentes pessoas, embora com niveis de profundidade e

amplitude diferentes.
(22) Consideremos que os signos sdo os elementos que representam objetos, eventos, situagdes, etc.

um movimento no qual o individuo procura significar um conceito, relacionando-o com outros signos adquiridos
anteriormente, por meio de generalizacdes e de elaboracdes sempre mediadas por novos conceitos a serem
adquiridos.

Na concepgdo vygotskiana o significado das palavras ¢ colocado como um aspecto importante na
formagdo dos conceitos. Vigotsky diz que ele se transforma, tornando-se cada vez mais proximo dos conceitos
culturalmente estabelecidos, e faz a distingdo entre dois componentes do significado da palavra: o significado
propriamente dito que se refere ao sistema de relagdes objetivas que se forma no processo de desenvolvimento
da palavra, um nucleo relativamente estavel dela, compartilhado por todos que a utilizam; ¢ o sentido que se
refere ao significado da palavra para cada individuo, que tem a ver com as relagdes, no que diz respeito ao
contexto de seu uso e as vivencias afetivas do sujeito. Segundo Vygotsky, o sentido ¢ a soma dos eventos
psicolégicos que a palavra evoca na consciéncia. E um todo fluido e dindmico, com zonas de estabilidade
variavel, uma das quais ¢ o significado.

A propésito, a palavra roupa, por exemplo, podera ser utilizada em diferentes sentidos. A jovem de
classe média quando reclama que “ndo tem roupa para ir a festa” quer dizer algo muito diferente do pobre que
diz que “ndo tem roupa para vestir”’; a lavadeira que diz que “ainda ndo entregou a roupa da semana” esta
pensando em algo muito diferente da madame que afirma: “vi logo que era gente fina pela roupa”. Entretanto, o
significado da palavra roupa continua inalterado.

Convém registrar que a pratica pedagdgica tem demonstrado que o ensino direfo de conceitos ¢é
impraticavel e infrutifero — vide o conceito de limite. Um professor que tenta fazer isso geralmente ndo obtém
qualquer resultado, exceto o verbalismo vazio, uma repeticdo de palavras por parte do aluno, semelhante a um
papagaio, que simula um conhecimento dos conceitos, mas que na realidade oculta um vacuo — ¢é a falta de
entendimento/compreensdo dos sentidos dos conceitos.

Isto posto, voltemos ao processo ensino-aprendizagem do conceito de limite. Se, na maioria das
vezes, o estudo do calculo tem comecado pela nogdo de limite, e ndo pelas nogdes de infinitésimos, derivada e
integral — essas sdo as noc¢des das quais surgiram o calculo ainda na Grécia antiga, ¢ por op¢do que contempla a
formalizagdo das idéias matematicas em detrimento do seu desenvolvimento historico, filosofico e
epistemologico. Mas, pode-se dizer — o conceito de limite é rigoroso, representa o calculo bem fundamentado;

devemos adoté-lo e ensina-lo. Mas com que direito prioriza-se no ensino desse conceito a memorizagdo, a
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repeticdo de teoremas, definicdes, a resolucdo de inimeros exercicios, sem porém, preocupar-se com a
compreensdo de seu sentido e significado pelos alunos? E complicado dar para isso uma boa razdo. Entretanto,
ao reconhecer que o aprendizado desse conceito tem proporcionado variadas discussdes (CABRAL;
CATAPANI, 2003; MELLO; SANTOS, 2002; ZUIN, 2001), justamente por ndo estd acontecendo o seu
aprendizado (LACHINI, 2001), é que observamos que embora seja fato que uma maioria dos alunos do ensino
médio tém chegado a universidade sem o devido conhecimento matematico, ha espago, ja no ensino médio, para
introduzir as primeiras no¢des do céalculo nao-standard, sem necessariamente fazer uso do conceito de limite. O
calculo ndo-standard do qual ja falamos antes, ¢ uma teoria bastante rigorosa nos seus fundamentos, mas que
possibilita estudar os seus conceitos a partir do resgate dos aspectos intuitivos e praticos que tanto contribuiram
para o desenvolvimento do calculo. Alias, foram os aspectos intuitivos do calculo ndo-standard que muito nos
influenciaram na escolha dessa teoria, para aborda-la no ensino médio.

Portanto, interessa-nos fortalecer a tese de que o jovem do ensino médio, que cognitivamente esta no
periodo do pensamento formal, é capaz de apropriar-se dos conceitos cientificos - como os do calculo nao-
standard, com seus sentidos e significados ao processar as informagdes que obtém na interagdo como o mundo
dos objetos e das pessoas. Mas, embora um individuo possa aprender muito ao interagir com os objetos e com as
pessoas, a complexidade do mundo acaba demandando que ele procure ajuda para formalizar aquilo que faz
intuitivamente. A escola tem essa fungdo: contribuir para uma formalizacdo significativa dos conceitos
cientificos.

Entdo, quando dizemos, que o desenvolvimento dos conceitos ou dos significados e sentidos das
palavras, ndo acontecem por mera repeticdo de alunos e professores, mas com o desenvolvimento de muitas
fungdes intelectuais: aten¢do, memoria logica, abstragdo, capacidade para comparar, diferenciar, sintetizar,
enfim, o que queremos dizer? Queremos dizer simplesmente que € necessario criar condi¢des para o aluno do
ensino médio desenvolver a habilidade de aprender a aprender — crucial nos tempos atuais, de modo que ele seja
capaz de continuar aprendendo conceitos mesmo depois de deixar a escola. Na realidade, o aluno ndo aprende
somente nas escolas.

E inegavel que a aprendizagem escolar precisa melhorar — em particular, a aprendizagem matematica.
Do ponto de vista cognitivo, ¢ preciso mostrar a importancia da interagdo da aprendizagem escolar com as
vivéncias do aluno em seu meio, visto que, o desenvolvimento e formagao de conceitos consistem, na reunido
desses fatores, sem que tenha sentido saber qual deles ¢ mais importante, ou em que propor¢do contribui para o
aprendizado do aluno, ja que, se um deles falta, enormes alteragdes sdo produzidas no desenvolvimento e
formacao dos conceitos, ou inclusive, os conceitos ndo se formam. A importincia de considerar essa interacao
reside ndo apenas na aprendizagem académica (cientifica), mas também na aprendizagem de atitudes e valores
para a convivéncia humana e nas relacdes interpessoais em geral. Na verdade, o ato de aprender, como ndo
poderia deixar de ser, ¢ uma conquista coletiva (professor, aluno, escola, sociedade), travada passo a passo, dia a

dia.

95



96

0OS CONCEITOS DE MOVIMENTO, DERIVADA E INTEGRAL NO ENSINO MEDIO,
NA PERSPECTIVA DO CALCULO NAO-STANDARD: ALGUMAS CONSIDERACOES
SOBRE APRENDIZAGEM, ESTRATEGIAS E APLICACOES

PARA A SUA FORMACAO

Como sabemos, o ato de aprender esta presente em todos os momentos das nossas vidas de forma
marcante. Nascemos para aprender e aprendemos até morrer. Hoje, estamos vivendo em uma sociedade que
valoriza cada vez mais a aprendizagem. Precisamos aprender como estudar mais, como trabalhar, como crescer
profissionalmente, como (con)viver melhor — inclusive com os outros, como nos divertir, em fim, precisamos
aprender para nos desenvolver. Nao obstante, isso nos mostra que a sociedade tornou-se cada vez mais
dependente do conhecimento, por isso, faz-se necessario perceber que o conhecimento ndo esta restrito ao
periodo escolar, mas pode ocorrer da infancia a idade adulta, melhor — até a morte do individuo.

Para fazer uma analise do que acontece na educagdo de hoje referente a aprendizagem, podemos usar
alguns resultados dos inumeros estudos desenvolvidos sobre aprendizagem, por renomados estudiosos. Ja

falamos um pouco sobre os estudos de Piaget, mas ndo custa reforgar que seu trabalho mostrou que as pessoas
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tém uma capacidade de aprender em todo momento, desde os primeiros minutos de vida. Aprendemos a andar, a
falar, a ser profissional, a manter uma familia, etc. Quando criangas e/ou adolescentes, aprendemos muitos
conceitos cientificos e construimos nossas proprias teorias sobre como as coisas funcionam e como as pessoas
pensam — inclusive o modo matematico de pensar. Aprendemos tudo isso vivendo, fazendo coisas e interagindo
com as pessoas, nao somente sendo ensinadas por meio de aulas formais.

Juan Delval (2001), autor do livro Aprender na vida e aprender na escola, ¢ um estudioso da psicologia
do desenvolvimento e discipulo de Piaget. Para Delval, as pessoas tém a capacidade de ensinar, transmitindo
cultura e valores que a sociedade tem acumulado. Observa-se que tal fato acontece desde a primeira interagio
mae-filho. Portanto, ndo s6 adquirimos informagdes como também somos capazes de transmiti-las a partir dos
primeiros dias de vida; fazemos isto constantemente. Aprendemos e ensinamos porque precisamos resolver
problemas reais e interagir com as pessoas. Calculando o volume de um cilindro, saberemos quanta madeira ha
em uma arvore; qual a quantidade de petréleo que um oleoduto podera distribuir ou de que tamanho deverdo ser

os tanques de combustivel de um foguete.

Além disso, Vygotsky defende a tese de que a aprendizagem ¢ uma atividade social —
uma atividade de produ¢do e reproducdo de conhecimento mediante a qual o individuo
assimila os modos sociais da atividade ¢ da interacdo, e mais tarde na escola, os fundamentos
dos conceitos cientificos. O aprendizado escolar induz o tipo de percepcdo generalizante,
desempenhando assim um papel decisivo na conscientizagdo do individuo dos seus proprios
processos mentais. Nesta perspectiva, os conceitos cientificos se formam na escola, em um
processo orientado, organizado e sistematico, onde a assimilacdo do conceito comega pela
conscientizacao de suas caracteristicas essenciais, expressadas inicialmente na sua defini¢do.

Na concepc¢ao vygotskiana, a formagdo e aprendizagem de um determinado conceito cientifico dar-se-
do, pela sua definicdo verbal, pelos esclarecimentos de seus atributos essenciais e com sua aplicag@o alcanga a
variedade dos objetos da realidade que representa, possibilitando ao aluno ter clara consciéncia do conceito
mediante sua aplicagdo.

Mas ndo ¢é s6 isso que podemos observar sobre a aprendizagem. Ao examinar de perto como o ser
humano aprende, constata-se que ndo é possivel separar sua historia das agdes bioldgicas e sociais. Nesse
contexto, o “ato de aprender” acontece no dialogo do ser humano com seu entorno. E essencial dar-nos conta de
que ha uma inseparabilidade entre o que fazemos, aprendemos ¢ nosso mundo experiencial.

Mas frente a valorizag@o da aprendizagem, qual o papel da escola?

A escola brasileira que tem como meta buscar a melhoria da qualidade de aprendizagem tanto na
educacdo basica, quanto na educagdo superior, objetiva que nossos jovens possam aprender melhor, indo além
do ensino fundamental. H4 investimentos do Estado no sentido de “universalizar” o ensino médio; mas, a
medida que cresce o numero de matriculas neste nivel de ensino, cresce também o desafio de melhorar a
qualidade do que ¢ ensinado aos alunos.

Chamemos atengdo para uma certa concepgio que costuma emergir da idéia de universalizagdo. E a de
que todos os alunos devem ser tratados igualmente e que, portanto, assimilam informac¢des nas mesmas
condigdes e do mesmo modo. Na verdade, nenhum professor acredita que isso seja verdade, principalmente, ao

considerar a aprendizagem como uma jun¢do de fatores cognitivos, sociais e emocionais, frutos da experiéncia
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de vida de cada individuo. O quanto cada aluno difere um do outro em termos de capacidade de aprender ou em
termos de assimila¢do de informagdes fica evidente no computo das tarefas realizadas - por meio das notas das
provas ou tarefas. Mas, tais diferencas sdo muito mais complexas e apresentam implicagdes mais profundas,
além do que revelam as notas das provas ou das tarefas.

Provavelmente, possamos dizer que, uma das implica¢cdes é o novo papel que tanto professor quanto
aluno terd que desempenhar no processo ensino-aprendizagem dos conceitos cientificos matematicos. Em geral,
quando o professor prepara uma aula, decide o modo como as informagdes serdo apresentadas e como um
determinado conceito/tema sera organizado e encaminhado durante a aula; ele (o professor) procede com base
em suas proprias preferéncias, que certamente ndo coincidirdo com as de todos os seus alunos. Para formar e
conseqiientemente aprender os conceitos cientificos, o aluno aplica seus conhecimentos anteriores ¢ modos de
pensar ao conceito/objeto em estudo; age, observa, seleciona os aspectos que mais chamam a sua atencéo,
estabelece relagdes entre os varios aspectos deste conceito/objeto e atribui significados a ele, chegando a uma
interpretacdo propria. Porém, este processo ¢ complicado e a interpretagdo feita pode ndo ser a esperada pelo
professor; mas como os “equivocos”, “erros”, fazem parte da construgdo do conhecimento, os mesmos sdo
acolhidos como naturais (possivelmente). Por isso, ¢ importante que o professor conheca bem os processos de
ensino-aprendizagem que usa, para poder criar uma melhor adequagdo entre o que irda propor em aula e a
capacidade de aprender de cada aluno.

Nao estamos, com isso, querendo afirmar que seja necessario que o professor conheca previamente as
estratégicas de cada aluno. Consideramos que “estratégias” sdo agdes que exigem do aluno pensar e refletir —
podem ou ndo ser aprendidas significativamente; elas ndo se limitam a uma seqiiéncia de habilidades isoladas,
descontextualizadas. Mas como o professor pode conhecer as preferéncias (estratégias) de seus alunos?
Acreditamos que uma das possibilidades seja a de trocar idéias com os alunos sobre as suas preferéncias, e isso
significa conhecer como cada aluno registra e evoca informagdes, como se comunica verbalmente e por escrito,
como se posiciona em atividades em grupo e como se organiza em um trabalho individual. Com isso, o professor
passa a conhecer seu aluno e podera ajuda-lo a tornar-se consciente das suas preferéncias de aprendizagem. Na
verdade, essas preferéncias de aprendizagem podem ir mudando; a medida que professor ¢ aluno adquirem
habilidades e desenvolvem estratégias™ para lidarem com diferentes situagdes de aprendizagem na escola e na
vida. Entretanto, quanto maior for o numero de estratégias desenvolvidas por aluno e professor, maiores as
chances para lidar com as informagdes e para adequa-las as atividades que realizam.

Na realidade, ao dialogar com nossos alunos do ensino médio, é possivel que nos deparemos com a
sinceridade de alguns alunos em afirmar que jamais pararam para refletir sobre como estudam, como

aprendem um determinado conceito cientifico ou ndo, como

(23) Podemos dizer também que as estratégias de aprendizagem podem ser pensadas como habilidades
coordenadas por alunos e professores, decorrentes de metas pretendidas, crengas ¢ concepgdes de aprendizagem
proprias de cada um (aluno e professor), com vistas a se atingir um objetivo.

resolvem problemas, enfim, sobre seus processos de aprendizagem. De modo geral, ndo vivenciaram qualquer

experiéncia de aprender um pouco sobre como aprendem.
De qualquer modo, ¢ fundamental que cada individuo tenha conhecimento sobre o que ¢ aprendizagem,

sobre seu estilo pessoal de aprender e sobre quando pode adquirir conhecimento usando a estratégia de buscar e
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interpretar a informacdo ou participar de atividades especialmente planejadas para aprender um determinado
conceito/assunto.

No atual contexto da aprendizagem escolar, convém observar, que a valorizagdo da aprendizagem de
conceitos ndo ¢ uma pratica facilmente encontrada na educagéo escolar, em especial, no ensino médio. Ha uma
tendéncia, digamos, tradicional, na pratica de ensino de Matematica que valoriza, em excesso, a fungdo da
memoriza¢do de formulas, regras, definigdes, teoremas ¢ demonstragdes. Como conseqiiéncia, os problemas
propostos sdo, nesse caso, mais voltados para a reproducdo de modelos do que para a compreensdo conceitual.
Entretanto, essa concepc¢ao de educagdo — ainda preponderante no ensino médio, estd longe das exigéncias da
sociedade atual — cada vez mais tecnologica, tornando-se urgente a sua superagdo e esse € um dos argumentos
que justifica a importancia do estudo da formag@o de conceitos no ensino médio e nos demais niveis de ensino.
Porém, ndo podemos ter a ilusdo de que os conceitos matematicos, embora cientificos, possam ter de inicio, para
o aluno do ensino médio, o significado abstrato, geral e universal que lhe remete ao saber cientifico.
Acreditamos que, para o aluno do ensino médio, o sentido de um conceito esta fortemente associado a atividade
de resolugdo de problemas. E, mesmo admitindo a intengdo de alcangar um nivel mais elevado de abstragdo, os
problemas se constituem no passo inicial para langar as bases do conhecimento. Por certo, essa ¢ uma visdo
pragmatica, mas creio, ndo seja nenhum demérito recorrer a essa visdo para justificar o sentido inicial dos
conceitos aprendidos pelos alunos, isto porque, ao considerar os aspectos historicos da Matematica, observa-se
que a formagdo de conceitos tem sua ancora (base) na utilidade. A funcionalidade ¢ a simplicidade precedem o
rigor (BORGES, 2002c¢), e sdo imprescindiveis ao desenvolvimento dos conceitos. Por outro lado, os problemas
ndo podem estar restritos aos aspectos empiricos; é necessario aproxima-los de questdes tedricas adequadas ao
nivel cognitivo do aluno. E razoavel comecar estudar os conceitos cientificos com exemplos simples ou

idealizados.

Os conceitos de movimento, derivada e integral sdo conceitos cientificos
imprescindiveis ao desenvolvimento da ciéncia Matematica. Portanto, nada mais pertinente
que estuda-los no ensino médio. O estudo de alguns aspectos epistemologicos, historicos e
filosoficos desses conceitos faz sentido pedagogicamente, por possibilitar ao aluno do ensino
médio a obtengdo de uma boa nog¢do sobre as origens da ciéncia, ndo so de Matemadtica, visto
que, compreender as origens é importante para compreender e julgar o presente; como
também encoraja-los a investigar os fatores que proporcionam mudangas significativas na
ciéncia.

O conceito de movimento por exemplo - responsavel por mudancgas significativas que ocorreram na
ciéncia, foi estudado por Galileu**(1564-1642) que desenvolveu importantes estudos sobre o movimento
pendular — podemos visualizar uma revolugdo cientifica (no sentido kuhniano) no campo da mecéanica nos
estudos de Galileu, a qual foi aperfeigoada por Newton. Na realidade, Galileu introduziu a aplicagdo de métodos
matematicos e de experiéncias mentais nos seus estudos. Essas contribuigdes de Galileu foram usadas e
aperfeigoadas por outros matematicos ao longo dos tempos, inclusive Newton.

O processo de formagdo dos conceitos, baseado nas teorias sdcio-cognitivista que apresentamos, aponta

alguns caminhos, entre as muitas maneiras de encaminhar uma aula, que podem vir a contribuir na melhoria da

qualidade de aprendizagem matematica dos alunos do ensino médio. Um desses caminhos, ¢ o desenvolvimento
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da capacidade de representar simbolicamente um conceito, ou uma situagcdo que apresente esse mesmo conceito,
como também transformar essa representacdo quando for necessario. Segundo Glucksberg (1971), existem
questdes cuja solugdo depende, essencialmente, da forma como sua representacdo simbolica ¢ feita. Para ilustrar
o que dissera, recorre a um exemplo que trata do conceito de movimento — lembremos: movimento enquanto

correspondéncia entre posi¢do e tempo.
Vejamos o exemplo:
Duas estacées ferrovidrias estdo a 50 km uma da outra. As 14 horas de
sabado, dois trens partem, um em dire¢do ao outro, um de cada estagdo. No
momento em que os trens deixam as estagoes, um pdassaro come¢a a voar d
partir do primeiro trem em dire¢do ao outro e vice-versa, descrevendo este
movimento até o momento em que os trens se encontram. Se ambos os trens
viajam 25 km por hora e o passaro voa a 100 km por hora, quantos km o

passaro tera voado até o momento em que os  trens se cruzam?

(GLUCKSBERG, 1971, p. 54).

Entdo, como proceder para encontrar a solu¢do de problemas como esse — que
estratégias utilizar? Sera que as informagoes “assimiladas” sobre o conceito de movimento
dardo conta para elaborar uma solu¢do? Para esse problema, uma das solugoes
apresentadas por Glucksberg consiste em tentar imaginar, a distancia que o passaro voa em
cada viagem entre os dois trens, considerando as diferentes distancias em que os trens se

encontram em

(24) Alguns estudiosos de sua época o consideravam um grande matematico, mas ndo um grande fisico.

cada momento. Esse método mental funciona, embora seja cansativo. Dai, ao tentar resolver
esse problema utilizando essa estratégia, o individuo, segundo Glucksberb (1971),
dificilmente conseguira guardar os resultados de todos os calculos necessarios.

Outra possibilidade apresentada por Glucksberb é a de transformar a representagdo
simbolica da pergunta: “quantos quilometros o pdssaro voara?” para: “ha quanto tempo o
passaro estava voando?”. Essa transformagdo torna o problema banal — as transformagoes
que precisam ser feitas nas representa¢oes simbolicas das situagoes inicial e final do
pdssaro, tanto em termos de tempo no ar quanto de distancia percorrida, tornam-se

intuitivamente claras.
Algumas transformagoes possiveis de serem feitas:
1. Os trens distam 50 km um do outro.
2. Como viajam na mesma velocidade, ambos devem percorrer 25 km antes do encontro.
3. Como viajam a 25 km/h, encontram-se apds uma hora.
4

O péssaro voa a 100 km/h.
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5. Como os trens encontraram-se uma hora apo6s a partida, o passaro voou 100 km.

Observa-se que a transformagdo de uma parte desse problema conduziu a uma resposta intuitivamente
clara. Mas convém ressaltar a necessidade do individuo representar simbolicamente alguns aspectos do problema
— nessas representagdes simbolicas ocorrem dois tipos de transformagao. A primeira transformagéo diz respeito a
propria formulagdo da pergunta. Assim, ao receber uma formulagdo mais adequada, o segundo tipo de
transformagdo passa a comportar operagdes aritméticas muito simples.

Segundo Glucksberg (1971), a chave para a solugdo de problemas como esse estd no primeiro tipo de
transformag¢do — na reformulagdo da pergunta, embora seja necessario pergunta-se: (1) que fatores sdo os
responsaveis pelo desvio do individuo da solugdo do problema?; (2) quais sdo os fatores que facilitam e
dificultam as transformagdes simboélicas necessarias a solu¢do do problema? De qualquer modo, sera necessario
desenvolver, como também ampliar as representagdes possiveis dos conceitos; isso, através de registros que
possam simbolizar o modelo mental que o aluno constroi durante a solugdo do problema. O aluno estara
ampliando sintaticamente (simbolos) e semanticamente (sentidos) a sua linguagem matematica. E, no atual
contexto da aprendizagem matematica, essas perguntas sdo pertinentes e atuais. Portanto, no nosso
entendimento, respondé-las satisfatoriamente, ¢ tarefa crucial na busca de melhoria da aprendizagem matematica
no ensino médio.

Em sala de aula, costuma acontecer situagdes, onde determinado problema que trata de conceitos ja
aprendidos, serem compreendidos ou ndo, pelos alunos. Existem alunos que aplicam as estratégias conhecidas
“cegamente”, sem perceber que ndo sdo mais adequadas; que é preciso transforma-las, embora tenham obtido
éxito na solucdo de outros problemas — é por isso que ndo basta apenas memorizar certas estratégias apresentadas
em sala; ¢ preciso ir além disso: buscar compreendé-las, manipula-las; para adequa-las a situagdes novas.
Entretanto, existem alunos que revelam compreensdo e aplicam com sucesso as estratégias aprendidas. O
adolescente mais atento, que em certa medida, domine os conceitos algébricos, por exemplo, encontra-se numa
situacdo favoravel, a partir da qual vé€ os conceitos aritméticos sob uma perspectiva mais ampla.

Nazo ha duvida que a capacidade de transferéncia® de aprendizado de algo conhecido para algo novo —
por parte dos alunos, configura-se num aspecto importante do que podemos chamar aprendizado da Matematica.
Existe uma relagdo entre a maneira pela qual um aluno se comporta diante de situagdes novas e a maneira pela
qual se comporta diante de situacdes ja conhecidas, anteriores. Na verdade, a semelhancga entre a situagdo nova e
a anterior ¢ suficiente para fazer com que o aluno, diante da situagdo nova, emita inadequadamente o

comportamento que vinha emitindo na situagdo anterior. Ocorre, portanto,

a aplica¢do de um comportamento inadequado pelo aluno, justamente por ndo ter percebido
que precisaria utilizar um comportamento, digamos, mais sofisticado. Vejamos: os conceitos
algébricos representam abstragoes e generalizacoes de certos aspectos dos numeros e ndao
dos objetos, indicando um nivel mais elevado do desenvolvimento mental do aluno, visto que,

em

um nivel de desenvolvimento anterior, certos aspetos dos objetos haviam sido abstraidos ¢ generalizados em

idéias de nimeros.
Devemos observar ainda que a formagao de um conceito ndo acontece através de um

unico caminho — estratégia. Entretanto, seja qual for o caminho adotado, o desafio consiste em
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destacar os aspectos essenciais do conceito (invariantes) que conduz a aprendizagem no
momento considerado, articulando-os com outros conceitos ja aprendidos pelo aluno. Nesse
sentido, o aluno ¢ desafiado — de posse dos conceitos ja formados, a compreender outras
situagdes, onde aparecem novos conceitos € novos invariantes conceituais. A aprendizagem
ndo acontece num contexto isolado, mas através de estratégias (situacdes pedagogicas)

suficientemente diversificadas, a fim de propiciar a formagdo dos conceitos. Portanto, ¢

(25) A lei de transferéncia ¢ um exemplo da teoria genética amplamente difundida, segundo a qual certos
conceitos, acontecimentos ou modelos — observados, nas primeiras etapas do seu desenvolvimento se repetirdo
em etapas mais avangadas. Convém ressaltar que os tragos/aspectos que realmente se repetem muitas vezes
cegam o individuo para as diferencas significativas originadas do fato de os processos posteriores ocorrerem
num nivel superior do desenvolvimento mental.

apropriado planejar e utilizar estratégias que favorecam a expansdo dos signiﬁcados26 do conceito para o aluno,

pois, em cada dominio cientifico e em cada classe de situagdes, os conceitos mostram-se através de

particularidades, estabelecendo as condigdes para o processo de aprendizagem.

Referente a aprendizagem matematica, podemos dizer que ndo se realiza de forma
seqiiencial — inclusive a aprendizagem dos conceitos, como aparece na redagdo textual da
Matematica, exposta nos livros. Alids, at¢é mesmo o matematico profissional somente
consegue uma clara “linearidade” ao apresentar uma demonstragao, como resultado de uma
longa e complexa trajetéria de raciocinio e ndo como o ponto inicial de uma aprendizagem.

Para discutir o movimento de um determinado objeto, faz-se necessario, primeiro,
observar sua velocidade e aceleragdo. Podemos dizer, de modo ndo rigoroso (como ja
enfatizamos antes), que a velocidade de um objeto ¢ uma medida da taxa de variacao da
distancia percorrida em relagdo ao tempo, e a aceleracdo ¢ uma medida da taxa de variagdo da
velocidade. Mas para obtermos uma compreensdo mais precisa das nogdes de velocidade e
aceleragdo, necessitamos utilizar um dos conceitos fundamentais do calculo — a derivada.
Alias, uma das razdes da versatilidade do conceito de derivada ¢ o fato de que se aplica ao
estudo de taxas de variagdo em geral, e ndo s6 do movimento. Vejamos: um quimico pode
utiliza-lo para prever o resultado de diversas reacdes quimicas; um bidlogo, na pesquisa da
taxa de crescimento de bactérias numa cultura; j& os economistas, podem aplica-lo a
problemas de lucros e perdas. Segundo Avila (1994), é possivel estudar intuitivamente, de
maneira simples inteligivel, o conceito de derivada no ensino médio, sem necessidade da
teoria de limites.

Entretanto, embora compartilhemos da opiniio de Avila sobre o ensino da derivada
no ensino médio, € essencial dizer que ele se refere ao “conceito de derivada” na perspectiva

do cdlculo tradiciona127, enquanto que nos, em nossos estudos, defendemos o estudo do
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“conceito de derivada” na perspectiva do célculo ndo-standard. A diferenga basica entre o
calculo nao-standard e o calculo tradicional estd no enfoque dado a teoria dos limites. No
calculo tradicional, primeiro, ¢ estudado a nocdo de limites para depois os conceitos de
derivada e integral (normalmente); ja no calculo ndo-standard, a prioridade sdo os aspectos

intuitivos dos infinitésimos e dos conceitos de derivada e integral. Outro aspecto importante

(26) Consideremos “significados” correspondente a “sentidos”, pois, reconhecer que o sentido das palavras e
conceitos dependem do contexto intelectual em que eles ocorrem, mudando no decorrer do tempo, pode ser uma
das contribui¢des da historia da ciéncia para a formagdo de conceitos cientificos na escola.

(27) O que chamamos de “calculo tradicional” é todo o calculo diferencial e integral, que se desenvolveu em

torno dos conceitos de fungédo e limite.

na énfase aos conceitos de derivada e integral na perspectiva do célculo ndo-standard, sdo as
manipulagdes algébricas: sdo mais simples (envolve os conceitos algébricos do ensino
fundamental) e acessiveis ao ensino médio.

Na verdade, a diferenciacdo ¢ um processo para se determinar a rapidez segundo a
qual uma determinada quantidade varia (ou muda). Quando diferenciamos uma fungdo,
estamos obtendo a sua taxa de varia¢do (ou sua taxa de mudangas). Exemplificando: uma bola
¢ arremessada para cima com velocidade inicial b em m/s e apds t segundos atinge uma altura
y = bt — 16t>. Encontrar a velocidade para o tempo t.

Seja t real e At # 0, infinitesimal.

y + Ay = b(t + At) — 16(t + At)*,

Ay = [b(t + At) — 16(t + At)* ] — [bt — 16t°],

Ay = [b(t+ At) — 16(t + At)* ] — [bt — 16t°],
At At
= bAt — 32tAt — 16(At)?
At
=b—32t— 16At.

Calculemos a parte standard
stf Ay | = st(b—32t— 16At)
At
= st (b—32t) — st(16At)
= b-32t— 0=b-32t.
Para t segundos, v =y’=b —32t m/s.

Vejamos a representacao grafica de ambas fungdes.
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y=bt — 161 v=>b—32

Fig. 3.1
A generalidade e a significancia da diferenciacdo podem ser vistas examinando uma
grande variedade de aplicagdes, mas nenhuma aplicagdo isolada conta toda a histéria do

conceito. Dai a necessidade de inumeras aplicacdes, inclusive, para melhorar a compreensao

intuitiva das derivadas.
Vejamos outros exemplos onde se aplica o conceito de derivada.
(1) Encontrar a inclinagdo da curva f(x) = V-1 para o ponto x = 5.
Seja Ax # 0, infinitesimal.

Comecemos por calcular Ay/Ax.

y+Ay=Vx -1 +Ax
Ay=Vx—1 +Ax - Vx—1
Ay=\/x—1 +Ax - Vx—1

AX AX

Ay = (Vx—1 +Ax -Vx-1)(Vx—=1 +Ax +Vx—1)

Ax AX(VX=T TAX +Vx—1)
Ay = ]
Ax Vx—1 +Ax +Vx -1

Calculando a parte standard.

st|Ay| = st ( 1 w
X L\/x—l + AX +\/x—d

= 1

st [\/X—l + Ax +\/x—1J
= 1

st (=T ¥ax J+st[vx-1]
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Vx—1 + Vx-1
= 1
2V -1
f’(x)=st(Ax 1= 1
by | 2T

A inclinagdo da curva ¢ a derivada de f(x). f(x) = 1

Para x = 5, a inclinacgdo da curva ¢ de Ya. 2Nx -1

(2) A particula se move de acordo com a equagio y = t* . Encontrar a velocidade da
funcdo em t.

Para encontrar a velocidade desta particula, basta proceder de modo analogo ao
exemplo anterior, utilizando as idéias do célculo ndo-standard. A velocidade em fungdo de t
serd a derivada de y, ou seja, y’= 4t .

Muitos problemas que envolvem maximos € minimos podem ser tratados com o
auxilio da derivada. Vejamos: a que angulo de elevagdo deve ser langcado um projétil a fim de
que seu alcance seja maximo? Se uma lata deve ter capacidade de um litro, quais as
dimensdes que consomem menor quantidade de material? Como pode um fabricante
minimizar o custo de producdo de determinado artigo? Sdo inumeras as suas aplicacdes.
Como ja enfatizamos, os conceitos fundamentais do célculo tém servido de alavanca para
desenvolver diversos segmentos das ciéncias e principalmente a tecnologia. Podemos dizer
que das importantes criagdes matematicas — o céalculo, foi a que resultou como a mais frutifera
para o desenvolvimento atual das ciéncias. Esse ¢ mais um argumento a reforcar a
necessidade do aluno do ensino médio comegar a conhecer este ramo extremamente poderoso
da Matematica. Defendemos essa iniciagdo pelos conceitos do calculo ndo-standard por
assegurar uma abordagem mais intuitiva do que formal.

Além da derivada, outro conceito fundamental ¢ o conceito de integral. Com o
conceito de integral, segundo Swokowski (1983), ¢ possivel determinar o trabalho necessario
para distender ou comprimir uma mola, calcular o centro de massa ou momento de inércia de
um so6lido, calcular o fluxo de sangue numa artéria, estimar a depreciacdo do equipamento
numa fabrica, investigar conceitos como areas de superficies, volumes de s6lidos geométricos
e comprimentos de curvas, ... .

No célculo ndo-standard, a integral, praticamente, apresenta os “mesmos” teoremas,

defini¢des e regras do calculo tradicional. Portanto, suponhamos que desejamos encontrar a
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integral definida de y = (1 + t)/t’ para t = 1 e para t = 2, ou seja, encontrar a area embaixo da

curvay = (1 +t)/t’ parat=1 ¢ parat=2.

Fig. 3.2

2 2 2 2 2

[ia+o dti= 1@+ dt=[,Sd+], 2 d=t> | + ¢

Lo ) fia )i

(24 (2. 2 -1 8 2 8

Assim, a area da curva é 7/8 u.a .
Observemos ainda, como calcular a area de uma curva através da integral e
utilizando logaritmos.

, . -1
Encontrar a 4rea embaixo da curvay =-2x", parax = -5 e para x = -1.

y=—2x"!

Fig. 3.3
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-1
A area ¢ dada pela integral definida I 5-2x7 dx.
Primeiro calculemos a integral indefinida
[2x'dx=-2[x"dx=-2In|x [+C.

Agora calculemos a integral definida.

-1 -1
[ s2x'dx=-21n IJ
5

=-2(In|-1]-m[-5)=-2(n1-1n5)=21n5~3,219.

A area ¢ aproximadamente 3, 219 u. a.

Este exemplo ilustra a necessidade do valor absoluto na regra de integracao
[x'dx=21n|x |+C.

Na verdade, ¢ do conhecimento do aluno do ensino médio que o logaritmo natural In
x ¢ indefinido para x =-5 e x =- 1, mas In | x | & definido para todo x # 0. Podemos dizer que
o sinal (‘ |) do valor absoluto ¢ colocado quando integramos x ' e removemos quando
diferenciamos In |x |.

Vejamos agora, uma aplicagdo do conceito de integral na Fisica, apresentada por Seeley
(1973), em uma situagao sobre o calculo de trabalho.

Quando uma forga constante F atuando em linha reta move um objeto ao longo desta
reta durante um percurso /, entdo, por defini¢do, o trabalho realizado pela forga é F/. Agora,
se uma forga variavel F agindo ao longo do eixo dos x movimenta uma particula de a até b, o
trabalho realizado serd, por definicao,

[ «°F(x) dx = trabalho realizado pela forca F(x) dex=aax=b.

As somas de Riemann mostram a origem desta integral. Podemos aproximar o
trabalho realizado por F dividindo o intervalo [a,b] em n pequenos intervalos [X ;- 1, Xj]. Em
cada um destes intervalos, a forca nao varia muito, ¢ o trabalho realizado sera
aproximadamente F(&;) Ax;, pois F(&;) € a forca e Ax; ¢ o comprimento do intervalo. Assim, ao
longo do intervalo total, o trabalho realizado sera aproximadamente %" F(&;) Ax;j Quando os
comprimentos dos pequenos intervalos tendem a zero, a aproximagado tende para o trabalho
realizado, que ¢, portanto, [.°F(x) dx.

Um exemplo importante ¢ o trabalho realizado por uma mola cuja constante ¢ K.
Quando a mola estd na posicao x, a for¢a que exerce ¢ F(x) = -kx. Assim, o trabalho realizado

pela mola para mover-se da posi¢do de repouso x =0 a uma outra posicdo qualquer x = X
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X0 X0

sera [o F(x) dx = [o (-k)x dx =- % k xo”.

Observemos que o trabalho realizado pela mola serd sempre negativo. Isso ¢
razoavel; a mola resiste a deslocamentos a partir do repouso em qualquer dire¢do, de maneira
que sua contribui¢do ao trabalho de deslocamento sera negativa.

Abordar esses conceitos do calculo ndo-standard no ensino médio, no nosso
entendimento, ¢ oferece oportunidades aos alunos, de modo que percebam que para aprender
de forma significativa, precisam estabelecer relacdes fundamentais entre os conceitos
matematicos e as estratégias usadas para resolver tarefas matematicas, como também perceber
que as ligacdes entre os conceitos sdo mais relevantes que o dominio de regras e algoritmos,
embora nao devam ser negligenciados no processo ensino-aprendizagem da Matematica.

Compreendemos que uma das dificuldades da aprendizagem de conceitos
matematicos decorre do fato deles ndao pertencerem ao mundo imediato da materialidade — na
sua maioria, sdo abstratos e genéricos. Desse modo, mesmo que certos conceitos possam estar
associados a uma classe de objetos materiais, a generalidade e a abstracdo somente serdao
compreendidas na medida em que forem abordadas por meio de um movimento evolutivo.
Porém, mesmo que a base experimental ndo predomine na formagdo dos conceitos
matematicos, ndo podemos menosprezar a influéncia do saber extra-escola (conceitos nao
cientificos) na estruturagdo da aprendizagem do aluno. Por isso, faz-se necessario, ao estudar
0s conceitos matematicos no ensino médio, ndo incorrer no erro de uma formalizagao precoce,
de um indevido deslocamento tedrico, ou de uma inversao dos valores e objetivos educativos.

Ao considerar esse contexto, penso que ao professor estd posto o desafio de imaginar
novas metodologias e pesquisar estratégias alternativas para uma aprendizagem
contextualizada, envolvente, participativa e inserida na realidade, pois, ¢ fato a inadequagao
dos métodos unicamente expositivos, que reduzem os papéis dos professores e de alunos a
meros transmissores e receptores de contetdos. Essa inadequacdo para o processo de ensino-
aprendizagem dos métodos expositivos foi apontada nos estudos de Piaget, Vygotsky e
outros ¢ também em pesquisas baseadas em teorias psicologicas, resultando em propostas que
sugerem o uso de diversas estratégias e a participacao ativa dos alunos. Parece-nos, que esta
sendo estabelecido um consenso de que o ensino de Matematico precisa libertar-se das
amarras do ensino vigente, que ndo incentiva o conhecimento das idéias, dos conceitos, do
conhecimento matematico relacional que leva o aluno a estabelecer, sempre mais, novas

conexoes entre os varios conceitos estudados e aprendidos.
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Assim, a partir dos pressupostos sdcio interacionistas, € possivel desenvolver a visao
de que compreender um conceito deve ser um dos principais objetivos do ensino médio,
apoiada na crenca de que o aprendizado de Matemadtica, pelos alunos, ¢ mais forte,
significativo quando ¢ resultado da interagdo entre as relagdes do professor e do aluno, do que
quando lhes ¢ imposto simplesmente por um professor ou por um livro-texto/didatico.
Acreditamos que, a medida que a compreensao dos alunos se torna mais profunda e rica sobre
0s conceitos matematicos, sua habilidade em usar a Matematica (em diversas situagdes)

aumenta consideravelmente.
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CAPITULO IV ,
CONTRIBUICOES DOS CONCEITOS DO CALCULO NAO-STANDARD PARA O
ENSINO MEDIO

As mudangas de rumo que podem acontecer na aprendizagem matematica do ensino
médio, em certa medida, dependem do aprimoramento intelectual, emocional, comunicacional
e ético por parte dos alunos, professores, escolas e sociedade. Podemos dizer que dependemos
de professores intelectualmente e emocionalmente preparados, curiosos, entusiasmados,
abertos para ensinar, que saibam e queiram motivar e dialogar. Dependemos também de
alunos curiosos e motivados — alunos motivados aprendem e ensinam, avangam mais, ajudam
o professor a ajuda-los a melhorar e estimulam as melhores qualidades do professor. Na
verdade, facilitam o processo de ensino-aprendizagem, tornam-se participantes ativos e
lacidos — parceiros do professor. Dependemos ainda de diretores e coordenadores mais
abertos, que entendam as diversas dimensdes que estdo envolvidas no ato pedagogico, além
da sociedade, € claro.

Entretanto, sabe-se que ndo ¢ facil fazer com que os professores de Matematica do
ensino médio aceitem mudar sua forma de trabalho em sala de aula. Porém, é cada vez mais
evidente, que o ensino de Matematica apoiado inteiramente em técnicas operatdrias,
repetitivas e sem tratar das idéias, dos conceitos, ndo deveria ser o caminho escolhido.
Portanto, defendemos que um dos pontos de partida na tentativa de melhorar a qualidade do
ensino de Matematica no ensino médio, seja o abordar das idéias, dos conceitos matemdaticos
historicamente produzidos, em especial, os conceitos do célculo ndo-standard.

Neste trabalho, pretendemos apresentar possiveis contribuicdes do célculo nao-
standard ao ensino médio. Para tanto, recorreremos aos fundamentos dos conceitos de
movimento, variacdo, continuidade, derivada e integral. Nosso propdsito ¢ mostrar que esses
conceitos tdo importantes para a Matematica podem ser abordados desde o ensino médio.
Afinal, o aluno do ensino médio estd, do ponto de vista cognitivo (como ja falamos) - apto, ou
seja, ja desenvolveu estruturas cognitivas que possibilitam tal aprendizagem. E, segundo
Krishnamurti (2003, p. 43), notavel pensador indiano,

A madureza nada tem que ver com a idade; ela vem com a compreensdo. O
ardente espirito de investigagdo ¢ talvez mais facil para os jovens, porque o0s
mais velhos ja foram muito fustigados pela vida, os conflitos os cansaram, e
a morte, de diferentes formas, os espreita. Isso ndo significa que sejam
incapazes de resoluta investigacdo, apenas lhes é mais dificil.

De qualquer modo, o conceito de ensinar estd mais diretamente ligado ao professor

que, por suas acdes, poderd mostrar ao aluno que a atividade matematica nao se resume a
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transmissdo de conhecimentos “prontos”, “definitivos”, embora seja uma pratica ainda
comum entre os professores de Matematica, mas que € possivel estabelecer relagdes entre os
diversos conceitos matematicos produzidos ao longo da histéria, gerando novas possibilidades
para aprendé-los, como também novos conceitos e novas aplicagdes. Ja o ato de aprender esta
ligado mais diretamente ao aluno que, por suas acdes (envolvendo o proprio aluno, os colegas
e o professor), poderd buscar e adquirir informagdes, dar significados ao conhecimento,
produzir reflexdes e conhecimentos proprios, pesquisar, dialogar, debater, desenvolver
competéncias pessoais e profissionais, atitudes éticas, politicas, mudar comportamentos,
transferir aprendizagens, integrar conceitos tedricos com realidades praticas, relacionar e
contextualizar experiéncias, dar sentido as diferentes praticas da vida cotidiana, desenvolver
sua criticidade e a capacidade de considerar e olhar para os fatos e fendmenos sob diversos
angulos, comparar posigdes e teorias e resolver problemas. Em outros termos, o aluno cresce e
desenvolve-se ao assumir o papel de aprendiz ativo e participante — nao mais passivo e
repetidor.

Pelo que ja4 falamos sobre o calculo ndo-standard, pode-se dizer que ¢ possivel
identificar aspectos dos seus conceitos pertinentes ao ensino médio. O conceito de
movimento, por exemplo, precisa ser melhor compreendido pelo aluno do ensino médio. Para
tanto, ¢ necessario observar como esse conceito se formou ao longo da sua histdria, suas
aplicagdes e suas relagdes com outros conceitos. O movimento — que nos parece tdo trivial, foi
estudado ja na antiga Grécia por Zendo, numa série de paradoxos cujo objetivo era demonstrar
que a compreensdo do movimento era impossivel porque nunca se poderia completar uma
série infinita de atos. Isso quer dizer que antes de percorrer determinada distancia, tinha-se
primeiro de percorrer a metade dela, depois metade da distancia que restava, depois metade
desta, e assim por diante. Sendo a série interminavel, era impossivel chegar ao objetivo. Esse
aspecto filosofico, enfocado no ensino médio, certamente, provocard uma mudanga de
mentalidade e de atitude por parte do aluno. E possivel, através de discussdes filosoficas
levantar hipoteses, defendé-las, testa-las, contrapd-las, enfim, possibilitar ao aluno do ensino
médio uma compreensao mais alargada/significativa do conceito de movimento.

Lembremos que Zendo reconhecia o movimento fisico — o mover-se. Segundo alguns
historiadores, sua intengdo era mostrar através da realidade do movimento (da qual nao se
pode duvidar), flagrantes contradi¢cdes existentes em nossas nogdes do espaco, tempo e
continuidade. O deslocamento de um carro, de um trem, de uma pessoa, de um passaro sao
exemplos de movimento fisico, estudados atualmente, no ensino médio. O movimento fisico —

passar de um lugar para outro lugar através de uma certa distdncia percorrida, ¢ o mais
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evidente, mais comum dos diversos movimentos que percebemos em nosso “mundo”. Na
realidade, trata-se de um conceito abstraido da experiéncia cotidiana. Por isso, segundo
Selvaggi (1988) - professor de filosofia natural, ndo ¢ possivel dar uma defini¢do
propriamente dita ao movimento local (chamamos de movimento fisico), mas empreender
uma analise descritiva.

De qualquer modo, ha diferencas no descrever e no definir. Portanto, ¢ importante
que o aluno do ensino médio reconheca quando estd definindo ou descrevendo algo, como
também explicando. A propdsito, podemos estabelecer uma analogia com uma partida de
futebol: o que faz o narrador esportivo? — ele descreve o que vé€, o que observa em campo; ja
0 comentarista, explica os lances da partida, diz os porqués e o técnico define as estratégias ao
mostrar como os jogadores devem se comportar no desenvolvimento da partida. Desse modo,
a descri¢do ¢ uma indicagdo daquilo que aparece por meio da observacdo, da experiéncia e,
embora verdadeira, ¢ um modo aproximado de conhecer a realidade.

Assim, ao abordar a equacdo F = m.a que exprime convenientemente o conteudo da
2% lei' de Newton sobre movimento, estamos descrevendo ou definindo? Alguns professores
costumam apresentar essa lei de Newton como uma definicdo, mas na verdade, ¢ uma
descri¢ao. Uma descri¢do pode ser feita através da nossa linguagem comum como também
através de uma equagao.

Eis a descrigdo dada por Selvaggi (1988, p. 225) ao movimento local.

Devemos antes de tudo afirmar que o lugar, o estar em um lugar e o mover-
se localmente sdo algo de real, um procedimento real e um modo real de
ser. Movemo-nos, pois, em uma concepgdo realista e ndo puramente
subjetivista e idealista.Devemos, em segundo lugar, afirmar também que
lugar, posi¢cdo e movimento local sdo algo de relativo entre muitos
corpos.[...] Da relatividade do lugar, posi¢do e movimento se segue que sdo
diversamente determinados segundo os corpos aos quais sdo referidos.”

Afirma também, que um dos aspectos da primazia ldgica e ontologica do movimento local em
relacdo aos outros movimentos do mundo fisico, ¢ sua simplicidade e universalidade.
Portanto, ¢ pertinente identificar quais idéias sobre movimento melhor ajudam na
compreensdo desse conceito, visto que, inimeros alunos do ensino médio apresentam pouco
dominio do mesmo quando tém que resolver questdes que o abordam.

Neste contexto de ensino-aprendizagem, serd interessante observar que uma das
coisas que a Fisica descreve ¢ o movimento. Vamos citar a lei mais simples do movimento

descoberta por Galileu e Descartes e formulada por Newton: um corpo que ndo seja

(1) Uma das versdes da 2° lei: as mudangas que acontecem no movimento sdo proporcionais a for¢a motriz e
produzem-se na linha reta, na qual foi imprimida esta forca.
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submetido a acdo de forca alguma se move em linha reta e em velocidade constante. A linha
reta € uma representagdo matematica, “imagem ideal da continuidade” — segundo Caraga,
como ja falamos. Mas, para entender o que essa lei estabelece, precisamos saber o que
significa mover-se em velocidade constante. Diz-se que alguém ou algum corpo se move em
velocidade constante quando distidncias iguais sdo percorridas em tempos iguais. Em outros
termos: se, em tempos iguais, percorrem-se espacos iguais, entdo diz-se que o corpo se move
uniformemente; e a distancia percorrida numa unidade de tempo, digamos, um segundo, ¢
chamada de velocidade desse movimento uniforme. Se as distancias percorridas em idénticos
intervalos de tempo ndo sdo iguais - 0 movimento ¢ ndo-uniforme. Observemos a presenca da
nocao de tempo no conceito de ‘“velocidade constante” e, conseqiientemente, nos
perguntemos: em relacdo a que tempo o movimento tem que ser constante? Seria o tempo
medido por algum relogio em particular? Para o fisico tedrico Lee Smolin (1997, p. 246),
“ndo podemos conceber a idéia de movimento sem que haja tempo.” A no¢do de tempo,
embora seja considerada basica na Fisica — por muitos fisicos, ndo ¢ consensual.

Sabemos que quando Newton formulou sua lei (acima citada), resolveu o problema
da escolha do relégio® postulando a existéncia do tempo absoluto. Com isso, foi contra as
idéias de contemporaneos como Descartes ¢ Leibniz, que defendiam a idéia de que o tempo
deve ser apenas um aspecto da relagio entre as coisas reais e os processos reais do mundo. E
possivel que as idéias de Descartes e Leibniz sobre o tempo sejam mais frutiferas —
principalmente para o ensino atual, mas como Newton era um dos homens de maior
conhecimento naquela época, suas idéias sobre o tempo e suas leis sobre o movimento -
prevaleceram, ou seja, sua filosofia s6 faz sentido a partir da crenga no tempo absoluto.
Segundo Smolin (1997), Albert Einstein, que desbancou a teoria de Newton sobre o tempo,
elogiou a “coragem e discernimento” de Newton para opor-se claramente ao que seria o
melhor argumento filosofico (as idéias de Descartes e Leibniz) e fazer todas as dedugdes
necessarias para criar uma fisica que fizesse sentido.

Sem duvida, podemos afirmar, que o debate entre a no¢ao de tempo absoluto e tempo
relacional, ecoaram ao longo da historia da Fisica e da Filosofia e que perdura até hoje, a

medida que tentamos entender qual nog¢do de tempo e espago deveria substituir a de Newton.

(2) Embora todos saibam que os relégios medem o tempo, esse problema consiste no fato de serem os reldgios
sistemas fisicos complexos e, portanto, sujeitos a imperfeicdo, a quebrar ou parar de funcionar por falta de
energia — por exemplo. Porém se pegarmos dois reldgios, sincroniza-los e deixa-los em funcionamento, depois
de algum tempo com certeza estardo marcando horarios diferentes. Nesse caso, o tempo ¢ apenas o que 0s
relogios medem; como existem muitos relogios, e todos discordam sobre o tempo, ha muitos tempos diferentes.
Sem um tempo absoluto, podemos dizer apenas que o tempo ¢ definido por qualquer reldgio que decidamos usar.
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As nogdes de tempo e espaco de Newton também sdao estudadas no ensino médio. Dai a
necessidade de mostrar para o aluno, ja nesse nivel de ensino, a existéncia de diferentes
concepgdes sobre 0 movimento, visto ser bastante comum apresentar o conceito movimento,
em apenas uma perspectiva. O nosso desejo € justamente contribuir para explicar da melhor
maneira possivel essas no¢des que o conceito de movimento envolve. Portanto, discutir no
ensino médio sobre ser o tempo absoluto ou relacional serd bastante oportuno para que o
aluno passe a conhecer as diferentes nogdes de tempo que, certamente contribuirdo para
melhorar sua aprendizagem sobre movimento.
Ainda sobre o tempo, Smolin (1997, p. 249) nos diz que:

Se ndo existe tempo absoluto, entdo as leis de Newton ndo fazem sentido.
Devem ser substituidas por um tipo diferente de lei que faca sentido quando
o tempo for medido por qualquer relogio. [...] Leibniz nunca foi capaz de
inventar tal lei. Mas Einstein foi, e o fato de ele ter encontrado uma maneira
de expressar as leis do movimento, de modo que qualquer relogio
empregado pudesse endossar o seu significado, é realmente uma das
maiores conquistas de sua teoria da relatividade.

Os matematicos dos séculos XVII ¢ XVIII, ao estudarem o movimento ¢ a variacao,
aceitavam como natural o conceito de uma quantidade x variando continuamente e tendendo,
em um fluxo continuo, para um valor x;. Porém, quando se trabalha com uma varidvel
continua x que varia por todo um intervalo de reta numérica, ndo dé4 para dizer como x deve se
“aproximar” do valor fixo x; de modo a assumir consecutivamente e ordenadamente todos os
valores no intervalo; isto porque os pontos de uma reta formam um conjunto denso, e ndo
existe qualquer ponto “seguinte” ap6és um dado ponto ter sido alcancado. Na verdade, ¢
possivel afirmar que o conceito intuitivo fisico de movimento continuo, ao longo da sua
historia (desde a época de Zendo e seus paradoxos), tem frustrado as tentativas para se obter
uma formulagdo matematica exata desse conceito.

Observemos que ha uma certa discordancia entre a idéia intuitiva e a linguagem
matematica destinada a descrever o movimento continuo. Contudo, os matematicos tentaram
dominar essa discordancia através da andlise infinitesimal. Segundo Dantzig (1970), essa
analise comecou pela geometria e pela mecanica, ocupando um lugar de destaque nas ciéncias
exatas, até tornar-se uma verdadeira teoria matematica de mudanga. E apesar da eficiéncia e
da validade dos métodos da analise, ainda ha espago para questionarmos sobre o continuo.

De qualquer modo, das idéias sobre movimento, o matematico considera a idéia de
que o movimento ¢ uma correspondéncia entre posi¢cdo e tempo (como ja enfatizamos). Tal
correspondéncia entre varidveis, no caso tempo € espago, ¢ o que chamamos de fungdo. Ao

considerar o movimento uma fun¢ao, torna-se oportuno supor duas sucessoes, dois conjuntos
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de numeros — o do tempo, que normalmente representamos por ¢, € o do espago, que
representamos por s; colocados em correspondéncia um com o outro. Pode-se dizer, que essa
correspondéncia entre ¢ e s pode ser expressa por uma lei simbolica. Essa lei estd na forma
como essa correspondéncia se realiza, entre tempo e espaco — a esséncia da criagdo dessa lei
esta na correspondéncia, porém, se a correspondéncia mudar, a lei mudara.

Seja ¢ a variavel do conjunto dos tempos e s a variavel do conjunto dos espacos. A lei
consiste na existéncia de uma determinada correspondéncia entre ¢ € s. Assim, poderemos
dizer que a variavel espago (s) ¢ funcdo da varidvel tempo (7). Simbolicamente: s = f(t). A
variavel ¢, chamaremos de independente e a variavel s de variavel dependente. Cabe observar,
porém, que quando dizemos que s = f{(t), esta implicado que a qualquer valor de ¢ corresponde
um valor (e s6 um) de s — ¢ muito mais do que alguns pares de valores da correspondéncia.
Dai a importancia e forga do conceito de fungdo. Na verdade, o conceito de fungdo € o
instrumento matematico adequado para estudarmos alguns aspectos (leis, velocidade,
aceleracgdo, e outros) do conceito de movimento. Vejamos.

Chamamos de movimento retilineo o movimento de um corpo em linha reta. O
movimento de um foguete logo apds o lancamento, por exemplo, pode ser considerado
retilineo. Outro exemplo de movimento retilineo ¢ o movimento de um projétil. Quando
estudamos o movimento retilineo, podemos supor que o corpo esta se movimentando ao longo
de um dos eixos do sistema de coordenadas (tempo (¢) e espago (s)). A posi¢do do corpo €
uma funcdo do tempo ¢ e costuma ser representada como s(7). A taxa de variagdo da posicao
do corpo em relagdo ao tempo € a velocidade v(t); a taxa de variagdo da velocidade em relagao
ao tempo € a aceleragdo a(t). Em outras palavras, v(t) = s’(t) € a(t) = v’(t). Quando v(?) = 0,
dizemos que o corpo estd em repouso. Portanto, embora saibamos que o conceito de fungdo ¢é
bastante trabalhado no ensino médio, cabe enfatizar que ¢ necessario, para melhorar sua
compreensao, relaciona-lo ao conceito de movimento.

O movimento foi o primeiro assunto ao qual foi aplicado o calculo diferencial.
Através da derivada — conceito basico do calculo diferencial, podemos determinar a taxa de
variagdo de uma fungdo e também a inclina¢do da reta tangente a uma curva. Portanto, nada
mais pertinente que explorar as idéias do movimento na perspectiva do calculo nao-standard,
visto que, € possivel trabalhar com a intuicdo — fundamental para a compreensao dos alunos
do ensino médio, e em certa medida, com a formalizagao matematica.

Suponhamos um corpo que se move ao longo do eixo y com velocidade constante.
No tempo t = 0 s ele estd no ponto y = 3 m. No tempo t = 2 s ele estd no ponto y = 11 m.

Encontrar a velocidade e a funcao do movimento.
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Sabemos que a velocidade ¢ definida como a distancia percorrida dividida pelo
tempo gasto, portanto, a velocidade é: v = Ay = 11 - 3 = 4m/s

Ax 2 -0
Se o movimento do corpo ¢ representado no plano (t,y) — vide figura. O resultado ¢

uma reta através dos pontos P(0,3) e Q(2,11). A velocidade, sendo a razdo de Ay para Ax, ¢
apenas a inclinacdo da reta. A fun¢do do movimento € expressa pela lei:

y—3=4t ou y=4t+3.

Ay

Fig. 4.1

Parece-nos pertinente uma questdo mais genérica utilizando o conceito de fungao.

Suponhamos um corpo se movendo com velocidade constante que esteja no ponto
y =yi, o tempo t;, € no ponto y =y, no tempo t = t,. Entdo a velocidade é: v = Ay / Ax. O
movimento do corpo representado no plano (t,y) ¢ a reta passando através de dois pontos
(ti,y1) e (t2, y2) e avelocidade ¢ a inclinacdo desta reta.

Uma equacdo da forma Ax + By + C = 0, onde A e B ndo sdo ambos zero, ndo ¢
desconhecida do universo do ensino médio. Essa equagdo ¢ chamada de equacdo linear, ¢ a
razao para este nome ¢ que toda equagdo linear determina uma reta. Vejamos:

(1) Se B=0. A equagdao Ax + C = 0 pode ser resolvida por x, x = - C/A. Esta ¢ uma

linha vertical — uma reta.

(2) Se B # 0. Neste caso, podemos resolver a equacdo dada por “y” e o resultado ¢é:

y =(- Ax - C)/B ouy = (- Ax/B) — (C/B). Esta ¢ uma reta com inclinacdo —A/B
cruzando o eixo y em —C/B.

Aprecie aqui professor, a importancia do conceito de fungdo e examine junto ao
aluno do ensino médio o quanto ¢ essencial ter clareza dos fatos matematicos que estao sendo
utilizados, pois muitos alunos pensam que boas idéias costumam ser complicadas, mas as

vezes, elas sdo simples; e perceber que o conceito de funcdo o ajudara na compreensao do
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conceito de movimento, certamente proporcionara um avango na sua aprendizagem e em certa
medida, confianca. E possivel que ao estabelecer relagdes entre fungio e movimento o aluno
se surpreenda e exclame: “- mas como ndo pensei nisso antes?!”.

Vejamos um pouco mais sobre velocidade e inclinagao.

Consideremos a pardbola y = x* com o intuito de responder o que significa a
inclina¢dao de uma curva.

A inclinag¢do medira a dire¢do de uma curva somente enquanto as medidas da direcao
de uma reta. A inclinagdo desta curva serd diferente em diferentes pontos do eixo X, porque a
dire¢do da curva muda.

Se (X0, Yo) € (X0 + AX, yo + Ay) sdo dois pontos na curva, entdo a “inclinacdo média”

[

da curva entre estes dois pontos ¢ definida como a razdo da mudanca em “y” para a mudanca
€e,, 9

em “x”,

Inclinagdo média = _ Ay
AXx
Isso ¢ exatamente o mesmo que a inclinacao da linha reta através dos pontos  (xo, yo) € (Xo +

AX, yo + Ay).

(xo+ Ax, yo+ Ay)

(x0, Yo) Ay

Fig. 4.2
Calculemos a inclinagdo média. Os dois pontos (X, yo) € (Xo + AX, yo + Ay) estdo na
curva, entao
_ .2
Yo = Xo

yo t Ay =(Xo+ AX)2

Subtraindo, Ay = (Xo+ Ax)2 — X0’
Dividindo por Ax, Ay = (xo+ AX)* — x>
AX AX
Isto pode ser simplificado, Ay = x¢* + 2 xoAX + (AX)* — Xo°

AX AX
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= 2 XoAX + (AX)* =2 x¢ + AX.
Ax

Assim, a inclinagao média ¢: Ay = 2 xo+ AX.
Ax
Cabe observar que este calculo s6 pode ser feito quando Ax # 0, porque em Ax =0, o

quociente Ay/Ax ¢ indefinido.

Mas raciocinando de uma maneira nao rigorosa, podemos calcular a inclinagdo da
curva no ponto (Xo, Yo).

Seja Ax muito pequeno (mas ndo zero). Entdo o ponto (x¢ + Ax, yo + Ay) € proximo
de (xo, yo), de forma que a inclinagdo média entre estes dois pontos ¢ proximo da inclinagdo
da curva em (X, yo);

[inclinagdo de (Xo, yo)] € proximo de 2 x¢+ Ax.

Negligenciamos o termo Ax porque ele ¢ muito pequeno, € sobra-nos

[inclinagdo de (X0, Yo)] =2 Xo.

Por exemplo, no ponto (0,0) a inclinagio ¢ zero, no ponto (1,1) a inclinagdo ¢ 2, e no

ponto (-3,9) a inclinagdo é —6.

¥
(=39
Inclinagio=—6
Inclinagiio =2
(n, 1)
(0, 0) x
y=ux? Inclinagio =0

Fig. 4.3

Quanto ao argumento intuitivo apresentado acima, hd um problema seja ele em
termos de inclinagio ou velocidade. E que ndo estd claro quando algo deva ser
“negligenciado” - isso nos faz lembrar dos problemas enfrentados na fundamentacdo do
calculo — a ambigiiidade dos infinitésimos. Porém, a idéia basica desse argumento pode se
transformar num util e s6lido método matematico para encontrar a inclinagdo de uma curva ou
a velocidade. Para que isso aconteca, segundo Keisler (1986), ¢ necessario distinguir com
precisdo entre numeros que sdo suficientemente pequenos para serem negligenciados e
numeros que nao o sao. Na realidade, nenhum niimero real exceto zero ¢ suficientemente

pequeno para ser negligenciado, mas como sabemos, ndo podemos considera-lo. Caso o
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consideremos, estaremos voltando a ambigiiidade — abrindo mao do rigor. Portanto, para
contornar este problema ¢ preciso introduzir um novo tipo de nimero que seja infinitamente
pequeno, mas ndo seja zero. Esse numero infinitamente pequeno ou infinitesimal foi criado
por A. Robinson. Como ja falamos, um ntimero & ¢ considerado como infinitamente pequeno
ou infinitesimal, se - a < § < a, para cada numero real positivo “a”. Os infinitesimais criados
por Robinson que nio sdo zero e todos os nlimeros reais formam um novo sistema numérico —
o conjunto dos nimeros hiper-reais.

Na verdade, a criagdo dos numeros hiper-reais foi bastante significativa na evolugio
dos métodos matemadticos. Contribuiram para resolver questdes epistemoldgicas e filosoficas
que perduraram por muito tempo sem respostas — a natureza dos infinitésimos, a ambigiiidade,
entre outras. E o fato de possibilitar o uso de argumentos intuitivos, porém com rigor, faz da
criacdo robinsoniana um marco historico no desenvolvimento da Matematica. Por isso
estamos a identificar possiveis contribui¢oes para o ensino médio, visto que, neste nivel de
ensino tem ocorrido, ainda de forma marcante e recorrente um simbolismo um tanto
exagerado em detrimento das idéias e métodos intuitivos. O uso de argumentos intuitivos na
resolugdo dos calculos, certamente configura uma importante contribui¢do para o ensino de
Matematica no ensino médio.

Pois bem! Com a introdug@o dos niimeros infinitamente pequeno ou infinitesimal nos
argumentos intuitivos, os alunos do ensino médio poderdo calcular com compreensdo, tanto
as inclinagdes de uma dada curva como também a velocidade de um corpo através de
manipulagdes algébricas. Exemplificando.

Observemos mais uma vez a parabola y = x>, (Fig. 4.4)

Consideremos um ponto (Xo, yo) ha curva y = x> . Seja Ax um infinitesimal ou

positivo ou negativo (mas nao zero) e seja Ay a mudanga correspondente em y.

(x0, ¥0) ‘

—

(x0, ¥0)

Fig. 4.4

Assim, a inclinagdo em (xo, yo) ¢ definida da seguinte maneira:
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[inclina¢do em (X, Yo)] = [ 0 nimero real infinitamente proximo a Ay/Ax]
Calculemos Ay/Ax como antes:

Ay =(x¢t AX)2 — x02 =2Xo + AX
AX AX
Este ¢ um numero hiper-real, ndo ¢ um namero real. E desde que Ax ¢ infinitesimal, o

nimero hiper-real 2xy + Ax ¢ infinitamente proximo ao nimero real 2x,. Desse modo,
concluimos que

[inclinagdo em (Xo, yo)] = 2X¢ .

Tenho uma observacao a acrescentar. Para que raciocinios intuitivos e manipulagdes
algébricas (como as apresentada acima) se tornem praticas recorrentes no aprendizado do
ensino médio, € preciso um esfor¢o por parte do professor, no sentido de familiariza-los (os
alunos) com outras praticas, observando que a medida que se ampliam os conjuntos
numéricos e se estendem as operacdes para os novos conjuntos, os significados dessas
operacdes vao tomando um sentido mais amplo e mais geral. Na verdade, as questdes que se
colocam para o professor, no processo de expansiao dos conjuntos numéricos, ndo se referem
apenas as defini¢des que apresentam os resultados das operacdes ou as demonstragdes formais
da permanéncia das propriedades do conjunto ampliado, mas, fundamentalmente, a uma
compreensdo das razdes pelas quais as operagdes, com 0s novos numeros, devem ser
efetuadas de um determinado modo e por que algumas propriedades permanecem validas e
outras ndo. Lembremos: o conjunto R ¢ arquimediano, ja o conjunto R* ¢ ndo arquimediano.

Cabe ressaltar que expansdes numéricas como a dos naturais, racionais, reais,
complexos foram apoiadas no principio de permanéncia das leis formais ou principio de
Hankel — como também ¢é conhecido. Entretanto, tornou-se depois ultrapassado e mesmo um
entrave a novas expansdes (os quatérnios de Hamilton® , algebra das matrizes, etc) por impor
que, fossem desenvolvidas de modo a conservar a generalidade da aplicacdo das propriedades
formais®. Para ilustrar: o produto entre duas matrizes quaisquer A e B ndo ¢ comutativo.

De fato, tornou-se essencial observar, que em certa medida, é produtivo ndo se

“prender” a certos principios, até porque, o rigor excessivo, imposto prematuramente no

(3) Sdo nimeros da forma a + bi + ¢j + dk com a, b, ¢, d nimeros reais. Analogos aos nimeros complexos, mas
nao comutativo nas operacdes de (+) e (.); foram desenvolvidos por Hamilton por volta de 1843. Aplica-se na
descrigio da rotagdo do espago e na teoria dos numeros. (cf. DICIONARIO DE MATEMATICA, 1980).

(4) Chamamos de propriedades formais as propriedades que mostram as varias formas pelas quais os dados
podem ser combinados sem alterar os resultados, alguns exemplos: a+b=b + c; a.b=b.a; a.(b + c) =a.b +ac;
a".a"=a™"";logy,(a.c)=1logya+logyc. Pode-se dizer que as propriedades formais das operagdes adigdo,
subtragdo, multiplicagdo, divisdo, potenciagdo, radicia¢do e logaritmagéo constitui o conjunto das leis operatorias
do célculo aritmético e algébrico. Também cabe observar as propriedades ndo formais dessas operagdes — estas
dizem respeito a maneira como os resultados variam quando os dados variam — alguns exemplos:
b>b>—>a+b>a+b;b>b>>a-b<a-b;a>b,c>0—>ac>bc;n>ma>1—>a">a™.
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desenvolvimento de novas idéias/teorias, pode sufocar a imaginagdo e até anular a invengao.
Na verdade, uma certa liberdade dos rigores pré-estabelecidos tende a promover o
desenvolvimento de uma teoria nas suas fases iniciais, ainda que isso represente o risco de
certa margem de erro. Os matematicos t€ém demonstrado que seguem adiante desenvolvendo a
Matematica ao adotar esta postura — “de uma certa liberdade”.

Pois bem! Constatada a necessidade de “negligenciar”, em certa medida, alguns
principios para que ocorra o desenvolvimento da Matematica, entendemos que isso também
possa acontecer em relagdo ao seu ensino. Desse modo, principios que regem o ensino de
Matematica precisam ser revistos: o formalismo, a linearidade, entre outros; visto que, tém se
constituido em obstaculos para o aprendizado do aluno.

Muitos alunos sdo capazes de resolver um problema cientifico reduzindo-o ao
formalismo matematico, porém sem compreendé-lo nos seus aspectos fisicos e conceituais.
Portanto, ao falarmos em contribui¢des para o ensino médio através dos conceitos do calculo
nao-standard, pretende-se fortalecer a dimensao semantica da Matematica - mostrar o valor
dos sentidos/significados dos conceitos, como também, mostrar ao aluno do ensino médio que
a Matematica ndo ¢ apenas uma linguagem sem conteido, um mero conjunto de regras
sintaticas, destituidas de sentidos/significados. “O que é consistente com a sintaxe matemdtica
pode nao ser com a sua semantica.”(BORGES, 2004, p.2).

Por experiéncia, pode-se dizer que, no ensino médio, a semantica dos conceitos
matematicos ainda ¢ negligenciada por professores e alunos. Os professores, na sua maioria,
continuam encarando a Matematica como uma linguagem na qual existe apenas a dimensao
sintdtica, ou seja, ndo tem a fungao de tratar dos conceitos, mas, sim, de conferir autonomia ao
rigor simbolico no desenvolvimento dos célculos. Isso tem acarretado problemas sérios para o
ensino de Matematica. O excessivo formalismo tem produzido alunos capazes de realizar
inimeros calculos eficientemente, mas com deficiéncia em analisar a pertinéncia das
respostas encontradas. Segundo Borges (2004, p.2), “se dez operdrios constroem um mesmo
muro em oito horas, isso ndo quer dizer que um milhdo de operdrios o construam em alguns
segundos, embora a solugdo matematica formalmente aponte nessa dire¢do.” De fato, faz-se
necessario desenvolver no aluno o habito de verificar a plausibilidade das respostas,
independentemente do conceito estudado.

Agora, da perspectiva do calculo ndo-standard, observemos a plausibilidade da
resposta desta situagao.

Suponhamos que o custo para fazer x agulhas seja Vx  reais. Qual serd o custo

marginal depois de ter feito 10000 agulhas?
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Comecemos representando a grandeza custo’ pela fungdo y = Vx . A derivada da
funcao custo ¢ conhecida como custo marginal. Nesse caso, o custo marginal € y’.
Calculemos. Antes, porém, observemos que para encontrar a derivada da funcao
y =X , é preciso considerar trés possibilidades: x < 0, x = 0 ¢ x > 0. Como nossa situagdo
refere-se a produgao, consideremos x > 0.
Sejay = VX e Ax um infinitesimal diferente de zero (Ax # 0). Entdio,
y+Ay=vx +Ax
ay=tr T ax
Ay =Vx +Ax - Vx

Ax Ax

Ay=(x +Ax - VX ) (X £ Ax + Ix)

Ax Ax (\x +Ax + Vx )
= X +AX)- X

Ax (Vx +Ax + \/;)

= Ax = 1
Ax (\/XTAX + \/;) Vx +Ax + Vx
Tomando a parte standard st| A = st 1
Ax Vx +Ax + Vx
= 1
st (VX TAX + VX )
= 1
st (WWFAX) + st (VX))
=1 = _1
Vx +Vx 2\x
Portanto, quando x > 0, f’(x) = _1__
2Vx
Desse modo, a derivada da f(x) = VX ¢ a fungio fx)=_1 e odominio ¢ o conjunto

2 Vx
de todos x > 0.

(4) Convém ressaltar que o custo de uma mercadoria nao se limita ao seu preco de aquisi¢do. No custo também
entram alguns fatores: gastos de armazenagem, transporte, comercializag@o etc. O levantamento sistematico do
custo de uma mercadoria ¢ feito, nas empresas mais estruturadas, através de uma planilha. No entanto, é muito
comum, empresarios simplesmente arbitrarem uma determinada taxa de lucro a qual imaginam cobrir suas
despesas e permitir um lucro liquido razoavel.
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Assim o custo marginal ¢ y’ =—3+——
2Vx
Entdo, para x = 10000, y'= 1 =_1
2710000 200

O custo marginal para produzir 10000 agulhas ¢ de 1 real por 200 agulhas ou de 1
centavo por 2 agulhas.

Assim, o custo marginal ¢ a metade de um centavo por agulha.

Nesse contexto de valorizacdo da semantica, além de serem estimulados a refletirem
sobre as respostas encontradas, os alunos do ensino médio devem apresentar argumentos que
justifiquem suas repostas e representa-las em linguagem matematica. Entendemos que a
linguagem matematica vai além dos aspectos logico-formais utilizados em demonstragdes e
definicdes matematicas; engloba também, figuras, diagramas, desenhos e esbogos informais.
Portanto, o que importa ¢ propiciar uma mudanga de postura nos alunos, embora isso nao
ocorra de forma automatica ou espontanea.

Na verdade, pesquisas t€ém demonstrado, a exemplo de ZUFFI & PACCA (2000),
que a simbologia matematica formal, no ensino médio, ndo ¢ encarada nem como um
instrumento que facilita a resolucao de problemas gerados pela observagao cotidiana, muito
menos como ferramenta abstrata que permita exercitar e construir estruturas de pensamento
formais, através de encadeamentos logicos de raciocinios, que sdo simplificados e
armazenados nas notagdes simbolicas matematicas. Para a maioria dos professores de
Matematica do ensino médio, a linguagem matematica deve ser “aprendida”, de acordo com
os curriculos propostos e as necessidades impostas para aprovagao do aluno.

Essa visdo da maioria dos professores no que se refere a linguagem matematica, ¢
preocupante, visto que, para “propiciar mudangas”, faz-se necessario, primeiro, mudar a
concepgao de que a linguagem matemadtica € algo pronto, estatico e pouco contextualizado
dentro da realidade em que vivemos. Professores que concebem a linguagem matematica
desse modo, prestam um grande desservigo a educagdo de nossos jovens, principalmente, aos
alunos da educagao basica.

Diante dessas consideragdes, os conceitos do calculo ndo-standard, para serem
estudados no ensino médio, precisam tanto da dimensdo semantica quanto da dimensdo
sintatica — ¢ a interacdo de ambas que certamente fardo diferenca na aprendizagem dos alunos.
E para que essa interagdo de fato acontega no ensino médio, precisa-se do esfor¢o de alguém

muito especial — o professor. E de sua responsabilidade, ainda que ndo exclusiva, familiarizar
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os alunos com as dimensdes sintatica e semantica e criar estratégias para que o aluno aprenda
e se desenvolva.

Com imagens conceituais mais ampliadas que o aluno, ¢ papel do professor, por
exemplo, mostrar que o conceito de derivada pode ser aplicado a qualquer quantidade ou
grandeza de varia¢ao continua — “toda fung¢do derivavel é continua”, mas a reciproca ¢ falsa; e
como essas grandezas ocorrem em quase todos os ramos do conhecimento, as aplicagdes da
derivada sdo numerosas e variadas. Essas tantas possibilidades para o conceito de derivada
podem levar o aluno do ensino médio a perceber que, o que estd sempre em jogo, em cada
situacdo a estudar - ¢ uma taxa de varia¢ao continua. De fato, perceber aspectos essenciais de
um determinado conceito e ser capaz de explicita-los, melhora, substancialmente, o seu
aprendizado. Sem duvida, a abrangéncia e a diversidade das aplicagdes do conceito de
derivada constitui-se numa contribui¢do capaz de melhorar qualitativamente e
significativamente o aprendizado do aluno do ensino médio, principalmente, se ocorrer no
processo ensino-aprendizagem desse conceito, estratégias que possibilitem ao aluno
questionar, experimentar, analisar situagdes e desenvolver um espirito critico a respeito das
solucdes encontradas.

Entendo, que considerar a fecundidade do conceito de derivada na perspectiva do
calculo ndo-standard, onde intuicao e rigor t€ém papéis definidos, mas interagem - sdo tratados
conjuntamente, seja uma alternativa para despertar maior interesse nos alunos do ensino
médio e conseqiientemente, desenvolver um conhecimento mais critico e reflexivo em relacao
aos contetidos de Matematica.

Quando pensamos em determinar a inclinagdo ou o coeficiente angular da reta
tangente em um ponto do grafico de uma fun¢do e a velocidade de um corpo em movimento
retilineo, estabelecemos alguma relagdo? Aparentemente, essas duas situagdes sdo diversas —
diferentes. No entanto, ao analisa-las, compreendemos que ambas nos conduzem ao mesmo
conceito — a derivada. A inclinagdo da reta tangente pode ser usada para indicar a taxa a qual
o grafico de uma curva sobe (ou desce), e a velocidade ¢ a taxa a qual a distancia varia em
relagio ao tempo. E o poder da generalidade dos conceitos matematicos.

Com o conceito de derivada, resolvemos um problema considerado basico para a
Matematica: determinar a dire¢do de uma curva em cada um de seus pontos, visto que, em
cada ponto, a curva pode ter uma direcdo diferente. Em termos graficos, a direcdo de uma
curva em um ponto ¢ dada pela reta tangente a curva, nesse ponto. Na verdade, a reta tangente

contém um ponto da curva, e seu coeficiente angular ¢ a derivada da fun¢ao neste ponto.
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Para Keisler (1986), dada uma curva y = f(x) e um ponto (a,b) na curva, a inclinagao
f’(a) esta definida, ou seja, a derivada. Entdo, a reta tangente a curva no ponto (a,b) estd
definida para a reta que passa pelo ponto (a,b) e tem a mesma inclinacdo em relagdo a curva
para x = a. Assim a reta tangente ¢ dada pela equacdo: t(x) = f’(a)(x —a) + b.

Para a curva y = x°, encontrar a reta tangente nos pontos (0,0), (1,1) e (-1/2, -1/8).

A inclinacdo da curva, ou seja, a derivada ¢ dada por f(x) = 3x* (esse resultado ja
foi calculado antes na perspectiva do calculo ndo-standard).

Para x = 0, f'(x) = 3.0 = 0. A reta tangente tem a seguinte equacdo:
tx)=0x—-0)+0 ou t(x)=0 ouainda, y=0.

Parax =1, f°(1) = 3. A reta tangente ¢:
t(x)=3.(x-1)+ 1,out(x)=3x—-2 ouainda, y =3x—2.

Parax =-1/2, £(-1/2) = 3. (-1/2)* = %. A reta tangente ¢:
t(x) =%(x—(-1/2)) + (-1/8) ,ou t(x)=3/4x+1/4 ouainda, y = 3/4x + 1/4.

Fig. 4.5

Determinemos agora, o coeficiente angular das trés (3) retas tangentes que
encontramos - o coeficiente angular ¢ a derivada da reta tangente no ponto dado. Portanto, o
coeficiente no ponto (0,0) ¢ zero (0), pois a reta tangente coincide com o eixo x. No ponto
(1,1), o coeficiente ¢ 3 e no ponto (-1/2,-1/8) € 3/4 .

Na busca por uma aprendizagem mais significativa para o ensino médio, cabe estudar
“coeficiente angular” nao de modo estatico, cateto oposto dividido pelo cateto adjacente, mas
pensa-lo de forma mais dindmica, como o numero pelo qual é preciso multiplicar o cateto
adjacente para obter o oposto. Esse modo de pensar, ndo s6 torna possivel entender que o
quociente dy/dx é o coeficiente angular da reta tangente, como também contribui para

relacionar o “coeficiente angular” com a diferencial dy: dy = f’(x)dx. A diferencial de x ¢ a
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variavel independente dx = Ax. Com Ax > 0, dy significa quanto a tangente em P sobe ou
desce quando a varidvel independente varia de x para x + Ax.

A derivada nos da informagdes interessantes sobre o aspecto do grafico da fungdo.
Aliés, as representagdes graficas podem sustentar argumentos ou constru¢des mentais dos
alunos, favorecendo articulacdes entre uma abordagem numérica, algébrica, com uma
abordagem visual. Dai, a utilidade de incluir nas aulas de Matematica do ensino médio,
atividades para estimular o pensar sobre os graficos.

Consideremos a fungio f(x) = x* e sua derivada: ’(x) = 2x. A medida que x cresce, a
derivada f’(x) = 2x cresce; portanto, a inclinacao da curva cresce com o crescer de X; ou seja,

a reta tangente vai ficar cada vez mais vertical com o crescer de x.

LT

Fig. 4.6

Observemos também que a derivada se anula em x = 0 (tangente horizontal) ¢ ¢
negativa para X negativo. Mas mesmo sendo negativa, comecando em qualquer valor negativo
de x, a derivada vai crescendo com o crescer de x. Exemplificando: em x = -100 a derivada
vale —200; quando x cresce de —100 para —50, a derivada cresce de —200 para —100; quando x
cresce de —50 para —10, a derivada cresce de —100 para —20; e assim por diante. Nesse caso, a
reta tangente vai passando de muito vertical negativamente a cada vez mais proxima da
horizontal, chegando a horizontal em x = 0.

De qualquer modo, uma fung¢ao pode ser crescente em um ou mais intervalos de seu
dominio e decrescente em outros - ¢ o caso da funcio f(x) = x*. Essa funcfo ¢ decrescente em
x < 0 e crescente em x > 0. As idéias de “funcdo crescente” e “funcdo decrescente”,
juntamente com o conceito de derivada, permitem tirar conclusdes fundamentais sobre o
comportamento de uma fun¢do f. Uma delas é que quando a derivada da funcdo € positiva, a
funcdo € crescente; e quando a derivada € negativa, a funcdo ¢ decrescente. De fato, se a

derivada f’¢ positiva num certo valor x, isso significa que a reta tangente no ponto
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P = (x, f(x)) tem inclinacdo positiva, e, se a derivada for negativa, a reta tangente tera
inclinag@o negativa. Outra conclusdo refere-se a varia¢ao da derivada da fungdo. Se a derivada
for crescente, ¢ porque, com o crescer de X, a reta tangente ao grafico de f vai girando no
sentido anti-horario. Nesse caso, diz-se que o grafico de f tem uma concavidade voltada para
cima, ou que ele é convexo. Se a derivada for decrescente, é porque, com o crescer de x, a reta
tangente ao grafico de f vai girando no sentido horario. Nesse caso, o grafico de f tem sua
concavidade voltada para baixo, ou que é concavo.

Vejamos como ¢ util, no estudo da fun¢do quadratica, o que foi dito.

Consideremos a funcio y = f(x) = 6x* — x — 2, cuja derivada, y’= f’(x) = 12x — 1.
f(x) € positiva para x > 1/12 e negativa para x < 1/12; conseqlientemente, a fun¢do € crescente
a direita de x = 1/12 e decrescente a esquerda. A fungdo decresce quando x varia de - © a
x = 1/12; e cresce quando x varia deste valor de x = 1/12 a + co. Portanto, essa funcdo atinge
seu valor minimo f(1/12) = -49/24 = - 2,04 em x = 1/12, onde a tangente ¢ horizontal, pois
f°(1/12) = 0; e ndo tem valor méaximo.

Como a derivada ¢ uma fungdo crescente em todo o eixo real, a inclinagdo da reta
tangente ao grafico de f vai crescendo sempre com o crescer de x. Em termos geométricos,
isso significa que a reta tangente vai girando no sentido anti-horario a medida que x cresce, e

o grafico de f tem sua concavidade voltada para cima.

1 2
12 =) ®
- fr
£ _ A
e | 24
- " h
F ducrescente /1 cragcante
Fig. 4.7 Fig. 4.8

A funcdo se anula em x = -1/2 e x = 2/3, e esta decrescendo ao passar pela primeira
dessas raizes e crescendo ao passar pela segunda. Vemos, assim, que ela sera negativa quando
x estiver no intervalo das raizes e positiva quando x estiver fora desse intervalo.

Lembremos que, embora ainda seja costume ensinar no ensino médio, a andlise do
sinal da fun¢do quadratica fazendo uma tabela de raizes e de valores de x entre as raizes ou

fora do seu intervalo, este procedimento ndo propicia uma visualizagdo geométrica e pode
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induzir o aluno apenas a decorar regras sem, necessariamente, compreender o porqué dos
fatos. Dai a vantagem de fazer o estudo do sinal desta funcdo com base na derivada; cuja
variagdo, de maneira crescente ou decrescente, permite concluir, de imediato, se a
concavidade esta voltada para cima ou para baixo. O significado geométrico dos fatos ajuda
muito em sua compreensdo. Por isso mesmo, o estudo do sinal da fun¢do quadratica com a
ajuda da derivada, ¢ uma aplicagdo que nao deve ser omitida quando se ensina derivada,
principalmente no ensino médio.

Observemos ainda, que a direcdo de uma curva em cada ponto tem interpretacao
importante em situagdes do tipo: (i) Se uma curva descreve o espaco percorrido por um mével
em funcao do tempo, S = f(t), a direcao da curva em um ponto t representa a velocidade do
movel naquele instante; (ii) Se a curva descreve a quantidade vendida de um produto em um
més em funcdo de seu preco de venda, Q = f(p), a dire¢do da curva no ponto p representa a
tendéncia a diminui¢do da quantidade vendida se aumentarmos aquele prego; (iii) Se a curva
descreve a diferenca de potencial elétrico entre as placas de um capacitor com o tempo,
AV = f(t), a dire¢cdo da curva no instante t mede a corrente elétrica estabelecida entre as placas
naquele instante. Essas situagdes sdo familiares ao aluno do ensino médio. Portanto, mais uma
razdo para que se reconhega a pertinéncia de apresentar, discutir e estudar o conceito de
derivada no ensino médio.

Constatada a fecundidade do conceito de derivada para o ensino médio, temos
também o conceito de integral.

O conceito de integral surge, por exemplo, quando consideramos determinar a area
de uma regido do plano xy; quando queremos determinar a distancia que um automoével ja
percorreu, desde que saiu da fabrica ou desde que seu hoddmetro foi “zerado”. Esses
problemas sao apenas algumas das suas aplicacoes.

No ensino médio, problemas envolvendo areas sdo recorrentes. Dai a pertinéncia em
buscar alternativas para resolvé-los. Uma destas alternativas ¢ justamente a utilizagdo do
conceito de integral.

Da perspectiva do calculo ndo-standard, a area acumulada sob o grafico de f entre os
pontos a e b ndo serd mais chamada variacao do espaco (s(b) — s(a)), sera chamada de integral
definida de fentre a e b.

Para calcular a area sob o grafico de uma fungdo y = f(x) desde o ponto de abcissa a
até o ponto de abcissa b, divide-se este intervalo [a,b] em uma infinidade de segmentos de
largura infinitesimal dx, cada um correspondendo a um ponto de divisdo x. A area fica

dividida em retangulos de largura infinitesimal dx e altura f(x); portanto a area de um desses
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retangulos (genérico) ¢ dA = f(x)dx. A éarea sob a curva ¢ obtida pela soma infinita das areas

de todos esses retangulos desde a até b: A = [,°dA = [,° f(x)dx .

Fig. 4.9

Nesse contexto, a integral definida [, f(x)dx é a soma de uma infinidade de parcelas
infinitesimais.

Além da integral definida, temos a integral indefinida. Chamamos [f(x)dx a integral
indefinida de f(x). A integral indefinida significa primitiva (antiderivada), e, primitiva
significa uma fun¢do cuja derivada ¢ a fun¢do dada.

Para ilustrar, F(x) = x* ¢é uma antiderivada (primitiva) de f(x) = 2x porque

Px)= dx’ =2x =f(x)
dx
Ha muitas outras antiderivadas de 2x, tais como x>+ 3 x> - 1/3; x>+ 2 . De modo

geral, se C ¢ uma constante arbitréria, entdo x>+ C é uma antiderivada de 2x, porque

d (*+3)=2x+0=2x
dx
Assim, ha uma familia de antiderivada de 2x da forma F(x) = x>+ C, onde C ¢ uma

constante arbitraria. Na figura seguinte, podemos observar o esbogo de varios membros desta
familia. Na realidade, a integral indefinida [f(x)dx representa uma familia de antiderivadas, e

ndo uma funcao especifica.

129



130

Fig. 4.10

E comum no ensino médio o estudo das fungdes seno e cosseno e conseqiientemente,

calcular areas delimitadas por suas curvas. Vejamos como o conceito de integral facilita a
determinagdo de areas delimitadas por essas curvas.

Calcular a area sob um “arco” da curva seno.

sen O

Fig. 4.11
Solugdo. Como o arco do grafico de seno 6 vai de 6 = 0 a 6 = 7, a area sob este arco é [("

sen 0 dO.
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[sen0dO=-cos 6 +C, [pois d (- cos 0) =sen6]
—dx ; logo,
Jomsen®0dO=[-cosO+C]¢" =(-cosmt+C)—(-cos0+C)

=-(-D)+C—-(-1+0)
= 2.

Introduzimos nesse exemplo uma regra basica do conceito de integral, embora nao
tenhamos apresentado até aqui estas regras. Porém, sem exageros, ¢ pertinente apresentar
algumas dessas regras no ensino médio — elas facilitam os calculos. Vejamos algumas
referentes as fungdes circulares: [sen x dx = - cos x + C; [cos x dx = sen x + C;
Jsec® x dx = tg x + C. Uma outra regra poderosa para encontrarmos a integral de x* ou x° ou

x"é [x"dx =x""! +C, onderéracional, r#-1,ex>0em 1.

r+1

Nesse exemplo, observe que a constante C em F(0) + C desaparece quando a integral
definida ¢ calculada: (F(b) + C) — (F(a) + C) = F(b) — F(a).

Nao hé constante de integracdo para integrais definidas.

Por esta razdo, ndo € necessario incluir a constante de integracdo ao calcularmos
integrais definidas; podemos escrever simplesmente

Johsen0dO=[-cos0+C]o" =-cosm-(-cos0)=-(-1)-(-1)=1+1=2.

Nae-podemos, entretanto, deixar de enfatizar como o conceito de integral contribui
tanto para a compreensao quanto para a solucao (resposta) de situagdes familiares ao ensino
médio. Situagdes, como o exemplo acima, podem levar o aluno a perceber o valor de tratar os
conceitos matematicos com mais eficiéncia e abrangéncia.

Uma outra situa¢ao familiar ao aluno do ensino médio ¢ determinar a area delimitada
por duas fung¢des continuas.

Se f e g sdo duas fungdes continuas e f(x) < g(x) para a <x <b, entdo a area da regidao
entre f(x) ¢ g(x) de a para b ¢ definida por [ L (g(x) — f(x)) dx.

Encontrar a 4rea da regido delimitada pelos graficosdey=x+2ey= x> .
Parte do problema ¢é encontrar os limites de integra¢ao. Observemos entdo o tragado

das funcoes.
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Fig. 4.12

As fungdes se interceptam em dois pontos, donde podemos encontrar a solugdo da
equagdo x + 2 = x” para x.

X—(x+2)=0;(x+1)x-2)=0;x=-1lex=2.

Entdo a 4rea pode ser calculada:

A= 2(x+2-x)dx=12x*+2x-1/3x°] *=92 ua.

Heisler (1986), apresenta um exemplo sobre calculo de area que consideramos
importante por apresentar diferentes formas de resolucao, mas todos levam a mesma solugao.
Entendemos que exemplos como este possa ser tratado no ensino médio, com o objetivo de
mostrar aos alunos que o conhecimento matematico pode apresentar diferentes caminhos para
a solucdo de um determinado problema. Isto, com certeza, serd algo a contribuir para uma
mudanga de postura, visto que, nossos alunos do ensino médio, ainda estdo acostumados a
aprenderem ‘“‘somente” uma determinada forma de resolugdo. Na realidade, a tradicdo de
aprender copiando, repetindo, reproduzindo ¢ muito antiga. Tal concepgdo de aprendizagem
esta calcada na crenga de que a repeticdo e a reproducgdo sdo essenciais para incorporar aquilo
que deve ser aprendido. Isso, na verdade, tornou-se uma limitagdo a aprendizagem do aluno.
Desse modo, abordar problemas que possam ser resolvidos por diferentes maneiras ¢ bastante
conveniente — ¢ uma oportunidade para o aluno ampliar seu aprendizado, como também, para
desenvolver desde o ensino médio, um certo senso critico. O aluno tomard decisGes ao
escolher qual caminho utilizar para encontrar a solugdo do problema.

Vamos ao exemplo.

Encontrar a 4rea da regido delimitada pelas retasy =-1; y =x —2 e pela curva y = X

A regido ¢ mostrada na figura seguinte:
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HH Il ;
‘ R
/(-1,-1) y=-1 G )

Fig. 4.13

Este problema pode ser resolvido por trés caminhos distintos. Cada soluc¢do apresenta
uma habilidade diferente que € 1til no célculo da area do problema. Os trés “cantos” da regido
sdo:

(-1,-1),onde y=x" e o cruzamento acontece em y = -1.

(3, -1), onde y = 2 — x e 0 cruzamento acontece em y = -1.

(1,1), ondey =x’e y =2 —x se cruzam.

Note que y = X e y = 2 — X s0 pode se cruzar em apenas um Unico ponto, porque
y= X é sempre crescente e y = 2 — x ¢ sempre decrescente.

Primeira solugdo: Partindo a regido interna em duas partes (Fig. 4.14). R; de x = -1

parax =1, e R, de x =1 para x = 3. Entlo, area de R = area de R; + area de R..

y

/(-1,-1) (1,-1) G.-1)

Fig. 4.14
Primeira Solucao
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Areade Ri= [ > x>~ (-1)dx = 1/4 x* + ﬂ =2
-1

-1

AreadeRzzf13(2_x)_(_1)dxz3x_1/2xz] Iy

Areade R=2+2=4

134

Segunda solugdo: Observemos a forma triangular da regido S (Fig. 4.15) dividida ao

meio e limitada pory=-1 ey =2 —x de —1 para 3.

N\

S, { (1, 1)

('19 '1)

Fig. 4.15
Segunda Solugdo
Entdo, area de R = area de S — area de S;.
Areade S= [, 2-x)—(-1)dx=3x-1/2 x2] =8
-1

Areade S, =[,' (2-x)-x’dx =2x - 1/4 x4] l=4.

-1
AreadeR=8—-4=4.

(3’ _)

Terceira solucdo: Usar y como varidvel independente e x como variavel dependente.

E, reescrever as fungdes limites com x em fungdo de y.

y=2-X, torna-se x=2-y
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y= x> , torna-se x =y 3

Os limites de integragdo saoy = -1 e y =1 (Fig. 4.16).

y

AN
AN

\Vd NS
/-1

Fig. 4.16
Terceira Solugdo
Entao,

A=, Q-y)-yPdy=2y-12y* -3/4y*| ' =4

-1
Observa-se, que as trés estratégias apresentadas encontram a mesma resposta.
Questdes como essa do exemplo acima, desenvolve a percep¢do, a atencdo, a

memoria e a imaginacao do aluno, porque ele vai aprendendo a observar diversos aspectos de

uma mesma questdo e a vé-la de diferentes angulos. Provavelmente, ao reformular uma
questdo — reescrever, trocar informacgoes, refletir, registrar, explicar para um colega; maior
serda a possibilidade do aluno enriquecer sua imaginagdo com dados novos e acrescentar
outros dados a coisas ja conhecidas, como também desenvolver sua memoria, pois o registro
possibilita que as informagdes sejam relacionadas entre si e articuladas com o conhecimento
anterior do aluno. Portanto, ao incentivar essas atividades no ensino médio, o professor de

Matematica, certamente, estard contribuindo com o desenvolvimento do papel formativo da

Matemética que tem sido prejudicado pela énfase dada a solugdo de exercicios’, ainda hoje,

nas aulas de Matematica.

Nos dias de hoje, a aprendizagem escolar ndo pode ser concebida “apenas” como um

(5) Estes exercicios s@o resolvidos de forma automatica; ndo € preciso tomar decisdes sobre eles, na maioria das
vezes, basta reproduzi-los de acordo com o exemplo dado pelo professor.
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processo de memorizacao de conceitos, principalmente com os avangos da ciéncia no que se
refere & cogni¢do humana® . Para que a aprendizagem escolar seja realmente duradoura e
significativa € preciso ir além da repeti¢do, reprodugdo; € preciso estimular o pensamento dos
alunos através de atitudes criativas e dindmicas, de modo que eles ndo se satisfagam, nem de
longe, com a memorizagdo como “Unica” forma de aprendizagem.

Realmente, com os desafios do nosso mundo, as exigéncias tecnologicas, a
velocidade das transformagdes, impdem-se sobre a aprendizagem do aluno outras exigéncias
nao-memoristicas.

E evidente que a memorizagio dos contetidos escolares tém sido insuficientes para
uma aprendizagem duradoura, visto que ha uma demanda por diferentes e continuas
aprendizagens. No entanto, como superar essa concep¢cdo memoristica depois de tdo
acostumados a ela? Sabemos que ndo serd facil transforma-la, porém, ¢ urgente fazé-lo. Para
dar conta de tais exigéncias ndo-memoristicas, € necessario que ocorram mudancas
significativas no espaco da sala de aula de Matematica no ensino médio. Ainda sdo poucos os
momentos que favorecem o desenvolvimento de um ensino contextualizado e significativo.
Contudo, ndo ¢ possivel escapar dos desafios impostos por uma sociedade que se modifica tao
velozmente.

Neste contexto de mudangas cada vez mais velozes, constata-se o quanto ¢ urgente e
pertinente desenvolver junto ao aluno do ensino médio, estratégias que possam reverter o
quadro de “tdo pouca aprendizagem” que vemos imperar hd tanto tempo. Podemos dizer
entdo, que faz parte do ensino de Matematica contribuir para instrumentalizar e estruturar o
pensamento dos alunos do ensino médio, capacitando-os a tirar conclusoes, estabelecer
argumentacdes, analisar e avaliar, tomar decisdes, generalizar, abstrair e tantas outras agdes
que deles (os alunos) se espera ao final desta etapa da educagdo basica. Na verdade, saber usar
o conhecimento matematico em diferentes contextos dara maior garantia de sucesso aos
alunos do ensino médio.

Também, ¢ preciso assinalar que muitas dessas estratégias sdo mais vidveis quando
aplicadas a conceitos fecundos como os do calculo nao-standard. Com esses conceitos,

pode-se fortalecer o potencial formativo da Matematica exibindo aplicagdes e explorando

(6) A capacidade de aprender ¢ inata e tem-se manisfestado desde os tempos pré-historicos. Mesmo antes de
registrar seus fatos e feitos através da escrita, o homem encontrava meios de atender a sua necessidade de
aprender. Podemos dizer que hd poucos registros a respeito do que se pensava sobre aprendizagem na Pré-
Historia, mas € possivel constatar que o homem j& comecava a buscar formas de registrar suas contagens, seus
atos e, talvez, seus pensamentos. Com efeito, datam de 30 mil anos os primeiros registros de quantidades
(IFRAH, 1989) e as primeiras pinturas rupestres, cujos objetivos poderiam ser mnemonicos ou estéticos.
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raciocinios envolvidos na resolucdo de problemas. Sem duvida, ¢ possivel olhar a Matematica
sob diversos angulos.

Um desses angulos ¢ o amplo leque de contetidos que podemos tratar no ensino
médio. E, com os alunos deste nivel de ensino cada vez mais imersos em uma multiplicidade
de dados e informagdes, conteidos cujo potencial de articulagio com outras areas seja
evidente sdao os exigidos - adequados. Entao, partindo do pressuposto de que podemos fazer
escolhas quanto ao contetdo a ser ensinado no ensino médio e que segundo os PCNEMs

O critério central é o da contextualizagdo e da interdisciplinaridade, ou
seja, é o potencial de um tema permitir conexoes entre diversos conceitos
matematicos e entre diferentes formas de pensamento matematico, ou ainda,
a relevancia cultural do tema, tanto no qual diz respeito as suas aplicagoes
dentro e fora da Matemadtica, como a sua importincia historica no
desenvolvimento da propria ciéncia.(BRASIL:PCNEM, 1999, p. 255)

escolhemos tratar dos conceitos do calculo nao-standard. Esta escolha nos levou a identificar

contribui¢des significativas a aprendizagem matematica no ensino médio (como ja

enfatizamos).
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CAPITULO V
REFLEXAO ACERCA DO ENSINO DOS CONCEITOS DO CALCULO NAO-
STANDARD NO ENSINO MEDIO: DA INTUICAO A POSSIBILIDADE

Neste trabalho, identificamos algumas contribui¢des do calculo ndo-standard para o ensino médio, as
quais podem modificar praticas vigentes nas aulas de Matematica, por estabelecer articulagdes entre aspectos do
conhecimento matematico, normalmente nao articulados. Aspectos intuitivos e logicos sdo, em certa medida,
igualmente importantes no estudo dos conceitos matematicos. Esses aspectos estdo no cerne dos conceitos do
calculo ndo-standard que reforga ainda mais sua pertinéncia no ensino médio.

Além desses aspectos, os conceitos do calculo ndo-standard sdo ricos em relagdes epistemologicas,
filosoficas e historicas. Estas relagdes t€ém um grande potencial pedagégico que se abordadas de forma
contextualizada, podem contribuir de forma efetiva para a aprendizagem matematica no ensino médio.

Considerar os aspectos e as relagcdes desses conceitos ¢ uma oportunidade para ampliar o conhecimento
do aluno, auxiliando-o a perceber a necessidade de ndo limitar seu olhar sobre os conceitos matematicos, ou seja,
priorizar apenas um aspecto para estudar, compreender (como tem sido costume no ensino médio). Perceber essa
necessidade ¢ uma das possibilidades a ser buscada com o intuito de tornar a aprendizagem matematica mais

eficiente e de qualidade.

Alias, quanto a aprendizagem matematica, as escolas brasileiras tém ainda um grande
desafio a enfrentar. Em dezembro de 2004, a Organizagdo para a Cooperagdo e o
Desenvolvimento Economico (OCDE), divulgou os resultados do Pisa (2003) (sigla em inglés
para Programa Internacional de Avaliagdo de Alunos) realizado em 40 paises com alunos de
15 anos matriculados nas redes de ensino publica e privada. Os resultados em relacdo a
Matematica aqui no Brasil revelaram um quadro preocupante — as questdes desta prova
abordavam situagdes do cotidiano e, mesmo assim, nossos alunos ficaram em ultimo lugar.
Realmente, embora tenha aumentado consideravelmente a énfase dada aos aspectos utilitarista
da Matematica em nossas escolas, na ultima década; resultados como esse do Pisa deixa bem
claro que a forma como nossas escolas tém tratado o ensino de Matematica na Educagdo
Bésica ndo ¢ a mais adequada. Parece-me que ndo se trata de discutir na escola apenas o que
faz parte do entorno fisico e social do aluno, mas o que lhe é familiar ou o que suscita sua
curiosidade. Entretanto, antes de desconsiderar “tudo que ai estd” sobre o ensino de
Matematica, ¢ preciso adotar uma visdo equilibrada que perceba os “equivocos” e os
“acertos” que nos possibilitaram chegar ao ponto em que estamos. Ultimamente, em
Olimpiadas Internacionais de Matematica temos conquistado boas classificacdes, com a
participagdo dos alunos de 15 a 17 anos. Seguramente, ndo estamos pior do que antes, € 0 que
¢ preciso agora? Chegar a sala de aula e olhar com toda atencdo a aprendizagem dos alunos.

Porém, ndo ¢ recente a problematica do ensino de Matemdtica. No prefacio a

primeira edi¢do do famoso livrto O Que é Matematica? Uma Abordagem Elementar de

138



139

Métodos e Conceitos, escrito por Richard Courant e Herbert Robbins entre 1940-1941,

Courant ja revelava preocupagdes sobre o ensino de Matematica, que pela sua generalidade,

sdo ainda atuais.
O ensino de Matematica tem degenerado com freqiiéncia num vazio treino
de resolugdo de problemas, que embora possa desenvolver uma habilidade
formal, ndo conduz a uma compreensdo efetiva, nem a uma maior
independéncia intelectual. A investigagdo matemadtica revela uma tendéncia
no sentido da superespecializacdo e da énfase excessiva na abstragdo.
Aplicagoes e conexdes com outros campos do saber tém sido negligenciadas.
Contudo, estas condi¢des ndo justificam, na pior das hipoteses, uma politica
de omissdo. Pelo contrario, a reagdo oposta pode e deve partir daqueles que
se sentem conscientes do valor da disciplina intelectual. Professores,
estudantes, e o publico culto exigem uma reforma construtiva, e ndo uma
resignacdo seguindo a linha de menor resisténcia. A meta é a compreensdo

genuina da Matemdtica como um todo orgdnico e como base para o pensar

e o agir cientificos. (COURANT; ROBBINS, 2000).

Por isso, ndo tenho a intengdo de apresentar aqui receitas sobre o ensino de
Matematica no ensino médio, que evidentemente ¢ um problema complexo e em aberto e
sobre o qual tanta coisa ja se escreveu. Mas se, como todo médico prudente, reluto em dar um
prognostico pela complexidade do problema, ndo posso, contudo, dispensar-me de um
pequeno diagnostico; pois bem, ha razdes para esperarmos uma transformagdo proxima no

ensino de Matematica.

Em tempos de mudancas, tratar a Matematica como um conjunto de técnicas (ou algoritmos ou
procedimentos) com o qual se obtém certos resultados, provavelmente, ndo seja o caminho mais adequado; isto
porque, o aluno pode aprender facilmente conceitos matematicos, desde que sejam apresentados de uma maneira
familiar — as pessoas costumam raciocinar melhor sobre objetos e circunstincias familiares, do dia a dia, do que
sobre objetos abstratos em contextos pouco familiares, mesmo que a estrutura logica da tarefa seja a mesma.
Observemos entdo, a invencao dos graficos em Matematica. Estes permitem que conceitos obscuros mostrem-se
aos nossos olhos em formas familiares: “y = ax + b” ¢ uma linha reta, fun¢des diferenciaveis sdo curvas suaves.
Eles também permitem que operagdes matematicas sejam realizadas esbogando-se imagens mentais: para
acrescentar uma constante, mentalmente desloque a linha para cima; para multiplicar, gire-a; para integrar,
considere a regido delimitada por ela, preenchendo-a. De qualquer modo, a Matematica é uma area naturalmente
propicia ao desenvolvimento e & manutengdo de um didlogo com a vida cotidiana e com outras areas do
conhecimento.

Segundo os PCNEMs,
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A Matematica, por sua universalidade de quantifica¢do e expressdo, como
linguagem, portanto, ocupa uma posi¢do singular. No Ensino Médio,
quando nas ciéncias torna-se essencial uma constru¢do abstrata mais
elaborada, os instrumentos matemdticos sdo especialmente importantes.
Mas ndo é so nesse sentido que a Matemdatica é fundamental. Possivelmente,
ndo existe nenhuma atividade da vida contempordnea, da musica a
informatica, do comeércio a meteorologia, da medicina a cartografia, das
engenharias as comunicagoes, em que a Matemdtica ndo comparega de
maneira insubstituivel para codificar, ordenar, quantificar e interpretar
compassos, taxas, dosagens, coordenadas, tensoes, freqiiéncias e quantas
outras variaveis houver. (BRASIL: PCNEM, 1999, p.211).

Neste contexto, a aprendizagem escolar pode ser entendida numa perspectiva integradora, na qual
ocorrem relagdes, articulagdes entre diferentes contextos, inclusive, com os menos familiares. Neste enfoque, o
ensino ¢ contextualizado e significativo.

A aprendizagem escolar, assim, como qualquer outra atividade humana, ¢ caso particular do
desenvolvimento humano e resulta da interacdo entre o organismo ¢ o meio. O ser humano ¢ essencialmente
fendtipo = gendtipo mais meio ambiente. E na relagdo com o meio que o individuo desenvolve-se, mas a
efetivacdo do desenvolvimento acontece em nivel individual, ficando registrado no corpo, no cérebro. Dada a
complexidade do meio como contexto de desenvolvimento, por um lado, e a complexidade do funcionamento do
cérebro, por outro, vemo-nos diante do desafio de formular estratégias, metodologias de estudo que possam
contemplar a dialética do desenvolvimento humano.

O ser humano tem determinadas caracteristicas em seu desenvolvimento fisico que incluem tanto o que
percebemos externamente - por exemplo: aumento de peso, estatura, mudanca das fei¢des, quanto o que ¢é interno
e ndo podemos observar diretamente, como ¢ o caso de cérebro. Este ¢ o 6rgdo onde ficam gravadas as
experiéncias afetivas, as aprendizagens, como é também o 6rgdo que controla varias fungdes fisicas, além de ter
como seu componente o sistema limbico, no qual se originam as emogdes. Ousamos dizer que o processo de
aprendizagem humana esta articulado com o funcionamento do sistema emocional. O cérebro recebe e processa
as informagdes colhidas no meio através da percepgdo (que inclui todos os 6rgdos dos sentidos), e nele, estdo
contidas nossa memoria ¢ imaginagdo, todas elas fungdes psicologicas fundamentais no desenvolvimento da
aprendizagem.

A aprendizagem depende da mobilizagdo das fungdes psicoldgicas da percepgdo, da atengdo, da
memoria e da imaginacgdo e se realiza em tempos que seguem o desenrolar dos periodos de formagao humana. O
tempo ¢ uma categoria importante no processo de aprendizagem. Entdo, diremos que, neste contexto, aprender
significa modificar o funcionamento dessas fungdes através da introdugio de novos conceitos e de novas formas
de atividade que implicam o exercicio das mesmas, ¢, 0 tempo necessario para a realizagdo de uma
aprendizagem esta diretamente relacionado a experiéncia prévia do individuo.

Por isso, segundo Vygotsky, o meio nunca ¢ o mesmo para todos os individuos, porque as pessoas
experienciam diferentemente cada situagdo, e nunca ¢ o mesmo para o individuo em diferentes periodos de
formacdo. Uma crianga que esta aprendendo a falar, por exemplo, experiencia seu meio de forma diferente ao ter
dominio da oralidade.

No entanto, o meio interfere fortemente no processo de aprendizagem de cada individuo. Mas néo € s6 o
meio fisico imediatamente proximo da pessoa. Entendemos que ele ¢ composto pelas praticas culturais, pelo

meio natural, pelos instrumentos e objetos, pelas idéias que circulam, pelas informagdes nele existentes. Além de
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tudo o que existe neste ambiente direto, ¢ importante acrescentar o que chega ao meio através dos recursos
tecnologicos como a televisdo, o cinema, o computador, o celular, entre outros. Na verdade, isso tudo tem
modificado a forma de aprender e, neste momento histérico em que vivemos, a memoria humana tem
encontrado instrumentos auxiliares que provavelmente modificarfio o seu papel na aprendizagem, em especial,
na aprendizagem escolar que ainda ¢ concebida como um processo de memorizagdo de conceitos, fatos e
registros.

Entdo ¢ evidente que, embora a palavra de ordem seja melhorar o nosso ensino, em todos os niveis, o
que observamos ¢ que ainda predominam certas concepgdes na pratica escolar que ndo se alinham na direcdo de
uma melhoria pela qualidade de ensino. Portanto, superar aspectos do ensino de Matematica ainda vigente como
a simples memorizagao, o excesso de formalismo, a falta de contextualizagdo, entre outros, ¢ um propdsito que
devemos efetivar urgentemente nas salas de aula do ensino médio.

Quando disse que ha razdes para esperarmos uma transformacéo no ensino de Matematica ndo estava
sendo cética, pelo contrario, buscar alternativas para o ensino de Matematica através de praticas de ensino que
possam ajudar os nossos pares — professores, a ensinar os alunos de uma mesma turma, atingindo a todos apesar
de suas diferengas individuais ¢ uma meta a perseguir na nossa vida profissional.

Uma questdo crucial neste contexto de mudancas educacionais ¢ saber qual ¢ a qualidade desejada
quando as mudancas sdo propostas; até porque, ainda vigora a visdo de que as escolas de qualidade sdo ao que
enchem as cabegas dos alunos com datas, formulas, conceitos justapostos, fragmentados. A qualidade desse
ensino resulta do primado e da supervalorizagdo do conteudo académico em todos os seus niveis. Assim, persiste
a idéia de que as escolas consideradas de qualidade sdo ao que centram a aprendizagem no racional, no aspecto
cognitivo do desenvolvimento e que avaliam os alunos quantificando respostas-padrdo. Seus métodos e suas
praticas preconizam a exposi¢do oral, a repeti¢do, a memorizagdo, os treinamentos, o livresco, a nega¢dao do
valor do erro. Essas escolas estdo sempre preparando o aluno para o futuro: seja a préxima série a ser cursada ou
o0 exame vestibular. Acrescentemos o exame nacional do ensino médio (ENEM).

Ainda sobre essa perspectiva de qualidade, cabe enfatizar o que disse Borges (2002a, p.2): “Em lugar da
tdo festejada autonomia intelectual, o ensino [...] vem produzindo automatos inseguros em seus proprios
automatismos.”

Mas o que seria para nds um ensino de qualidade?

De forma sucinta, diriamos que uma escola oferece ensino de qualidade quando consegue tratar as
disciplinas como meios de conhecer melhor o mundo e as pessoas que nos rodeiam e ter como parceiros as
familias na elaboragdo e no comprimento do projeto escolar; quando desenvolve uma aprendizagem ora
destacando o intuitivo, o logico, o sensorial, o racional, ora os aspectos social e afetivo dos alunos e quando em
suas praticas e métodos pedagogicos predominam a experimentagdo, a criagdo, a descoberta e a conquista do
conhecimento.

Quanto ao desafio de ensinar a turma toda, um dos pressupostos basicos ¢ a cren¢a de que os alunos
sempre sabem alguma coisa, de que todos podem aprender, mas no tempo e do jeito que lhe sdo proprios. Além
disso, ¢ fundamental que o professor cultive uma elevada expectativa em relagdo a capacidade dos alunos
progredir e ndo desista de buscar meios que possam ajuda-los a vencer os obsticulos escolares. Pode propor
atividade que possam ser abordadas por diferentes niveis de compreensdo e de desempenho dos alunos. As

atividades sdo exploradas segundo as possibilidades e os interesses dos alunos. Desse modo, o sucesso da
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aprendizagem estd em explorar talentos, atualizar possibilidades, desenvolver predisposi¢des naturais de cada
aluno. As dificuldades e limitagcdes sdo reconhecidas, porém, nesse contexto, ndo restringe o processo de
aprendizagem, como comumente acontece, porque o professor coloca-se como um auténtico estimulador das
potencialidades dos alunos.

De fato, o professor pode auxiliar, e muito, para que o aprender se transforme em momentos prazerosos
e instigantes, valorizando as pequenas descobertas e as novas duvidas e, sobretudo, formulando novas questdes.
Usando o conceito vygotskiano, essas questdes devem estar dentro da Zona de Desenvolvimento Proximal, ou
seja, ndo adianta continuar insistindo em perguntar o que o aluno ja sabe, porque isso ndo desafia, isso aborrece,
além de dar a sensacdo de que ndo se esta sendo desafiado porque ¢ incapaz. Tampouco adianta perguntar o que
estd muito além de sua capacidade. Se isso acontece com freqiiéncia, ao invés de se sentir desafiado, pode sentir-
se frustrado, o que acarreta um sentimento de incapacidade. Formular questdes desafiadoras e que, a0 mesmo
tempo, estdo dentro das possibilidades do aluno ¢ uma maneira de ensinar a aprender que contempla a
aprendizagem do ponto de vista cognitivo e satisfaz a dimensao afetiva do processo de aprendizagem.

Contudo, apesar dos avangos constatados em algumas propostas de aprendizagem, como as contidas nos
PCNs e PCNEMSs, ¢ possivel observar que, mesmo com propostas cuidadosamente estruturadas para serem boas
situagdes de aprendizagem, em que a diversidade de hipdteses, crencas e conhecimentos prévios € reconhecida e
respeitada, muitos alunos continuam sem aprender e sem se sentir em condi¢des de aprender (ABRAHAO;
PALIS, 2004; MARTOS, 2004; ONUCHIC, 1999). No ensino médio, em relagdo ao ensino de Matematica, isso
tem acontecido com certa freqiiéncia — basta observar. Porém, ndo pode servir de motivo para pararmos de
buscar alternativas para aprendizagem matematica, pelo contrario, constitui-se num elemento motivador.

O que dissemos até aqui explicita apenas o que nao pode ser mais ignorado, de forma alguma, sobre o
processo de aprendizagem e estende-se a aprendizagem matematica.

Da perspectiva dos PCNEMs,

A Matematica ciéncia, com seus processos de construgdo e validagdo de
conceitos e argumentagoes e os procedimentos de generalizar, relacionar e
concluir que lhe sdo caracteristicos, permite estabelecer relagoes e
interpretar fenomenos e informagoes. As formas de pensar dessa ciéncia
possibilitam ir além da descri¢do da realidade e da elaboragdo de modelos.
O desenvolvimento dos instrumentos matematicos de expressdo e raciocinio,
ndo deve se preocupacgdo apenas do professor de Matemdatica, mas dos das
quatro disciplinas cientifico-tecnolégicas’, preferencialmente de forma
coordenada, permitindo-se que o aluno construa efetivamente as abstragoes
matemadticas, evitando-se a memoriza¢do indiscriminada de algoritmos, de
forma prejudicial ao aprendizado. (BRASIL:PECENM, 1999, p.211).

Ninguém pode negar a importancia do processo de aprendizagem para o ser humano e a pertinéncia

dos conceitos matematicos. O conhecimento matematico ¢ um poderoso e

(1)Biologia, Fisica, Matematica ¢ Quimica.
insubstituivel instrumento para a compreensdao do mundo no qual vivemos, e influencia na tomada de decisoes
em nossa vida cotidiana. O desenvolvimento tecnoldgico ora experimentado faz com que muitas decisdes

institucionais de natureza econdmica, social ou politica, e que afetam a vida de muitas pessoas, estejam apoiadas
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em conceitos oriundos da Matematica. Portanto, nada mais natural que apresentar, estudar, discutir e relacionar
alguns conceitos matematicos no ensino médio — no nosso caso, os conceitos do calculo ndo-standard.

Os infinitésimos - base do calculo nao-standard, é um excelente exemplo para que o aluno perceba
como o conhecimento matematico suscita idéias ao longo dos tempos; que ndo é algo que ja nasce pronto,
acabado. Na Grécia Antiga, os estudiosos ja se deparavam com os infinitésimos. Seria realmente possivel falar
de quantidades infinitamente pequenas? Seria realmente possivel soma-las de modo a obter um resultado finito?
Quais seriam exatamente essas coisas?

Os matematicos interessados no assunto levaram muito tempo — séculos, para desenvolver métodos
viaveis referente aos infinitésimos. Foi preciso preparar o terreno. Os métodos ndo ficaram disponiveis
imediatamente. O conceito do infinitamente pequeno era aplicavel, mas a0 mesmo tempo estranho/obscuro —
faltava rigor matematico na sua formalizagdo. Os estudiosos tiveram de aprender a ficar a vontade com os
infinitésimos.

Como ja dissemos, um dos primeiros a fazer uso dos infinitésimos, em tempos mais
modernos apds os gregos, foi Cavalieri ao conceber a idéia de que os corpos solidos sdo feitos
de numeros infinitos de planos. Nesse contexto, um cilindro pode ser pensado como feito de
um nuamero infinito de discos circulares infinitamente finos, ja o cubo, de um niimero infinito
de quadrados infinitamente finos. Cavalieri mostrou que era possivel calcular os volumes de
corpos solidos mediante a suposicdo de que eram feitos de ntimeros imensos de planos

infinitamente finos que chamou de “indivisiveis”. No entanto, nunca disse exatamente o que

era um indivisivel e seus contemporaneos criticavam abertamente seu métodos.

Na verdade, Cavalieri ndo conseguiu explicar como um corpo de tamanho finito poderia ser formado
por um numero infinito de elementos e por vezes definiu sua inovagdo como um mero procedimento pragmatico
que permitia evitar o uso de métodos matematicos mais complicados. Mas, embora ndo pudesse dar nenhuma
explicagdo clara do que era que estava fazendo, deu um dos primeiros passos em diregdo ao conceito de
infinitésimo. E seus métodos, apesar das criticas, atrairam o interesse de outros matematicos e até hoje usamos
idéias de Cavalieri, em especial, no ensino médio.

Um problema familiar ao ensino médio e que tem em seus fundamentos os infinitésimos ¢ o problema
dos movimentos acelerados. Um corpo em queda estd acelerado porque ndo se move com uma velocidade
constante. Em qualquer instante de tempo, move-se um pouco mais depressa do que o fizera num instante
ligeiramente anterior. Esse tipo de movimento ¢ mais dificil de analisar do que aquele em a velocidade
permanece sempre a mesma.

E relativamente facil compreender e calcular velocidades médias — velocidades médias podem ser
especificadas para periodos de tempo cada vez menores. Se um objeto cai 5 metros em um segundo, sua
velocidade média ¢ de 5 m/s. No entanto, o objeto terda também uma velocidade instantdnea em qualquer
momento dado. Ap6s um décimo de segundo, ele estara se movendo com alguma velocidade especifica. Apos
um milésimo de segundo, estard se movendo com outra velocidade. Se continuassemos indefinidamente com
este raciocinio (possivel mentalmente), ainda assim, teriamos a velocidade média. E, nenhuma das velocidades
médias assim computadas seria precisamente igual a velocidade instantanea, mas se aproximariam cada vez mais

dela a medida que o intervalo de tempo fosse diminuido. Portanto, se quisermos saber o que esta acontecendo
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em algum instante particular, devemos ir além do método que nos possibilita o calculo da velocidade média,
visto que, se supormos que um corpo caira zero metro em zero segundo, isso ndo nos da velocidade nenhuma.
Afinal, o niimero 0/0 ndo tem qualquer sentido. Nesse contexto, é como se ndo ocorresse 0 movimento. E uma
situag@o que lembra o paradoxo de Zendo “a flecha”, em que Zendo afirmava que o movimento era impossivel
porque em qualquer instante dado uma flecha estava imével.

Mas cadé os infinitésimos? Como resolver o problema da velocidade instantanea?

Isaac Newton quando resolveu o problema da velocidade instantanea definiu-a como a razdo de duas
quantidades tendentes a zero, dois infinitésimos. Sua idéia foi considerada nova, porque, embora muitos
matematicos tivessem feito calculos em que os infinitésimos eram “somados” para produzir uma soma finita,
ainda ndo tinha sido pensado o que aconteceria se um infinitésimo fosse dividido por outro. Newton entdo
generalizou seu método observando que era possivel falar da razdo de quaisquer duas grandezas infinitesimais.
Mas mesmo assim, o que fez foi encontrar meios para o uso de infinitésimos na efetivagdo dos calculos. Contudo
os infinitésimos ainda continuaram carecendo de uma formalizagdo mais adequada, embora tivesse sido provada
sua utilidade.

Os calculos generalizados por Newton representaram um avango notavel porque garantiu aos cientistas
um método para lidar com o comportamento de corpos que ndo se movem com velocidades constantes, como
pesos em queda (queda livre) e planetas orbitando; para descrever o comportamento de qualquer quantidade que
varie com o tempo — Newton o utilizou para determinar de que modo os corpos quentes esfriavam em contato
com o ambiente. Um objeto quente ndo perde calor para seu ambiente numa taxa constante; para descrever
quantidades que variem no espaco — um campo magnético é mais forte em pontos proéximos a um dos pdlos de
um magneto e mais fraco a distdncias maiores.

Newton fez vérias tentativas diferentes para definir os infinitésimos, mais nenhuma foi muito precisa.
Referia-se a eles como “indivisiveis ultimos”, “quantidades divisiveis evanescentes”, “incrementos nascentes”.
Leibniz também ndo ficava atrds. Falava de quantidades “tendentes a zero”, “infinitamente pequeno”, e
“numeros ficticios”. Essas tentativas demonstram que o céalculo se apoiava em fundamentos precarios. Basta
relembrar D’ Alembert. Esse matematico assegurava a seus alunos que realmente valia a pena estudar aqueles
métodos duvidosos e tinha fé no futuro do célculo. Porém, enquanto a confusdo sobre os fundamentos reinava, a
idéia de definir a velocidade instantdnea como a razdo de dois infinitésimos, uma distancia infinitamente
pequena dividida por um tempo infinitamente pequeno, se tornou inestimavel, preciosa e o calculo seguiu
obtendo sucesso. Numerosos problemas em Fisica e Matematica foram resolvidos a contento. Era evidente que o
calculo dava resultados corretos, independente dos fundamentos logicos dos infinitésimos.

Os fundamentos logicos, no caso dos infinitésimos, ndo se adequavam ao encadeamento logico
defendido por muitos matematicos da época. Tal encadeamento, estando presente no modo como as idéias
matematicas se articulam, lhe confere consisténcia, ou seja, auséncia de contradi¢do. De fato, havia inimeras
ambigiiidades (como ja dissemos) nos fundamentos dos infinitésimos. No entanto, isto ndo se constituiu num
problema nas suas aplicagdes. Os fisicos nunca pararam de usar os infinitésimos — recorriam aos seus aspectos
intuitivos para seguir em frente. Na realidade, os fisicos tendem a ndo se preocupar demais com o rigor
matematico, contanto que os métodos usados fornegam os resultados corretos. Isso ¢ uma mostra de que a
intuicdo ¢ um caminho possivel a ser utilizado no desenvolvimento das idéias matematicas e, conseqiientemente

se constitui numa possibilidade a ser explorada no processo de ensino-aprendizagem de Matematica.
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Assim sendo, podemos dizer que existe ai um campo fértil a ser explorado e, ao que parece, s6 depende
de uma postura contextualizada por parte de professores e alunos do ensino médio, em relagdo ao ensino de
Matematica.

Entdo, no ensino médio, o mais prudente e aconselhavel ndo ¢ a adogdo exclusiva e
radical de um unico aspecto dos conceitos matematicos, mas as conexdes que podem ser
estabelecidas entre o intuitivo e o ldgico-formal. Através destas conexdes, € possivel despertar
no aluno o hébito de fazer uso do seu raciocinio intuitivo, légico, argumentativo, como
também cultivar o gosto pela resolu¢do de “problemas”. Os problemas a que nos referimos
vao além dos que exigem o simples exercicio de repeticdo e dos automatismos. Por isso, ¢
preciso buscar “problemas” que permitam mais de uma solu¢do, que valorizem a criatividade
e admitam estratégias pessoais de resolu¢do. Deste modo, quando o aluno estd a pesquisar a
solugdo de um problema, diversos procedimentos de raciocinio ocorrem sem o controle do
professor e a riqueza das idéias provenientes da imaginagdo do aluno, certamente o conduz ao

raciocinio necessario para a solugdo e aprendizagem do problema.

Além disso, Polya (1995), em seu livro A4 Arte de Resolver Problemas, apresenta uma visdo sobre a
resolucdo de problemas na sala de aula, que torna o papel de questionador do professor de extrema importancia.
Para o autor, hé dois objetivos que o professor pode ter em vista ao orientar seus alunos para uma indagagao ou
uma sugestdo: primeiro, auxilia-lo a resolver o problema que lhe é apresentado; segundo, desenvolver a
capacidade de resolver futuros problemas por si proprio.

O modelo proposto por Polya (1995) para a resolug@o de problemas ¢ fundamentado em quatro passos:
compreensdo, elaboragdo do plano, execugdo do plano e avaliagdo. Para que a sua implantagdo seja bem
sucedida, deve estar apoiada em todas as fases, num adequado questionamento do professor. Vejamos algumas
das muitas perguntas sugeridas pelo autor: Qual ¢ a incégnita? Quais s@o os dados? Trata-se de um problema
plausivel? Conhece algum problema com a mesma incognita? Utilizou todos os dados? E possivel verificar o
resultado? E possivel chegar ao resultado por um processo diferente? E possivel utilizar o resultado ou 0 método
em algum outro problema? Essas perguntas tém, em certa medida, o efeito de conduzirem o aluno, ajudando-o,
como assinala o autor, de uma forma discreta, mas estruturada.

Depois do que foi dito acima, parece oportuno recomendar que facamos uso do raciocinio
contextualizado nas aulas de Matematica, isto porque, ele ajuda a reduzir a complexidade das representacdes dos
problemas. Conseqiientemente, ao estabelecer uma relagdo entre um problema envolvendo célculo e uma
representagdo — seja ela formada por imagens mentais diferentes, seja mediante diagramas, graficos, esquemas,
descri¢des verbais, simulagdes, o raciocinio contextualizado favorece para o sucesso do processo de resolugdo do
problema. A utilizacdo do contexto permite que se va diretamente as relagdes fundamentais simplificando ou
dispensando, muitas vezes, a recorréncia a formulas algébricas, por exemplo. E importante também, ndo abrir
espago para generalizagdes precipitadas, sem se atentar para a precisdo dos conceitos matematicos. Tais praticas
tende a contribuir para a melhoria da aprendizagem matematica do aluno e conseqiientemente, capacita-o para

melhor enfrentar os desafios do mundo contemporaneo.
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Convém examinar alguns momentos da trajetoria do conhecimento matematico. H4 momentos, em que
as relagdes matematicas normalmente aceitas se manifestam de modo irracional, ou seja, se opdem ao
pensamento preestabelecido/aceito, a exemplo das idéias de Gauss sobre as geometrias ndo euclidianas® e do
infinito de Cantor’. Esses momentos podem ser ofiscados ou ndo pela forga dos encadeamentos 16gicos
vigentes, mas mesmo assim, tornam-se significativos do ponto de vista epistemologico, filosofico e historico,
principalmente para o ensino.

E importante mostrar, por exemplo, que apesar de muitos matematicos terem relegado os infinitésimos,
estes foram retomados durante o século XX. Na verdade, muitos matematicos comecaram a suspeitar que
poderia ser possivel construir uma teoria coerente dos infinitésimos e, em 1934, o matematico alemdo Felix
Klein sugeriu que isso podia ser feito desde que se abandonasse o axioma de Arquimedes (ja citado). Este
axioma € basico para se falar dos niimeros reais com rigor.

Relembremos o axioma de Arquimedes: se tomarmos dois niimeros quaisquer @ ¢ b e supormos a < b,
entdo n.a > b, para n natural. Em outros termos: se somarmos @ a si mesmo um numero suficiente de vezes, o
resultado serd uma soma maior que b. Por exemplo, se a for 1 e b for 25, obteremos um nimero maior que b se
somarmos 1 a si mesmo 26 vezes. Porém deve ficar claro para o aluno que o axioma de Arquimedes ndo pode
ser satisfeito se tratarmos dos infinitésimos (mesmo que adotassemos os infinitésimos como naturais), pois nao
importa quantas vezes um infinitésimo seja acrescentado a si mesmo, o resultado sera sempre um niimero hiper-
real, e, no nosso exemplo, a soma jamais serd maior que 25 ¢ nem mesmo maior que 1. Isso pode suscitar boas
discussdes numa aula de Matematica, e ¢ uma possibilidade para mostrar como a ndo conservacdo de um
determinado axioma pode contribuir para o desenvolvimento da Matematica.

Ora, mas o que ha de extraordinario em abandonar um determinado axioma?

(2) E provavel que o notavel Gauss tenha sido um dos primeiros matematicos a alcangar conclusdes pertinentes
sobre as geometrias ndo-euclidianas, mas como ndo publicou suas id€ias, a honra da descoberta ¢ dividida por

Lobachevsky e Bolyai. Este Gltimo era filho de um professor de Matematica - amigo pessoal
de Gauss. Talvez tenha faltado a Gauss coragem para ir de encontro ao pensamento
euclidiano.

(3) Cantor postulou a existéncia do infinito acabado, atualizado, como uma totalidade dada,
ou seja, o infinito atualizado ou acabado ¢ a tomada de consciéncia de um conjunto infinito.
Exemplificando: a totalidade dos nimeros naturais, a totalidade dos ntimeros reais, etc. A
existéncia do infinito acabado sofre contestacdes desde a antiguidade. Aristoteles, por
exemplo, admitia apenas a existéncia do infinito potencial. Esse ultimo estd ligado a
possibilidade de repeti¢do ilimitada, mentalmente, de uma mesma operacdo. Exemplificando:
dado um numero natural por maior que seja, temos a possibilidade de ultrapassa-lo através da

operagdo de “sempre juntar-lhe mais um”.

Para ndo-matematicos, acreditamos, ndo exista problema algum, mas para os matematicos que sabem da
importancia dos axiomas classicos, ndo ¢ tdo simples. No tempo de Newton e Leibniz, por exemplo, eles ndo
pensaram ou ndo tiveram coragem de mexer nos axiomas classicos. Contudo, o pensamento matematico foi

mudando no decorrer dos séculos posteriores, e isto, permitiu a Matematica grandes avancos. Os axiomas
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classicos passaram a ser vistos de formas diferentes. Atualmente, desvencilhar-se de um axioma classico ¢ um
processo legitimo, contanto que disso resulte um sistema matematico coerente.

E gracas a esta maneira nova de considerar os axiomas classicos que Robinson, com grande esfor¢o
desenvolveu a nova teoria dos infinitésimos. E, como conseqiiéncia, os conceitos do calculo ndo-standard
formam um sistema matematicamente coerente e consistente. De qualquer modo, a teoria ndo-standard mostrou-
se inestimavel pelas articulagdes entre o intuitivo e o logico, e isto reforca a tese de que, na base do
conhecimento matematico, est o pensamento intuitivo.

Importantes para o processo de aprendizagem do conhecimento matematico sdo as diferencas
epistemologicas. Através delas é possivel que os alunos percebam que coisas que parecem ser contraditorias, na
verdade, ndo o sdo. Exemplificando: sistemas arquimedianos como os reais e sistemas ndo-arquimedianos como
os hiper-reais. Por isso, tratd-las de forma adequada no ensino médio, sem exageros simboélicos, ¢ um desafio que
se impde a nos professores de Matematica.

Decididamente, os desafios fazem parte da vida cotidiana nas salas de aula, da mesma maneira que
fazem parte dos nossos problemas como professores. A todo momento, o professor tem que tomar decisdes:
como responder a uma pergunta ou a uma conduta, como estimular algum aluno pouco envolvido, como
administrar as diversidades do grupo, etc. A pratica pedagodgica € realmente complexa, visto que, a
responsabilidade de decidir e seguir uma ou outra dire¢8o depende de suas proprias convicgdes (enquanto
professor) e de sua propria intui¢@o. Por isso, muitos professores exigem que lhes sejam dadas receitas, que lhes
seja esclarecido sobre o que fazer em cada momento de sua pratica pedagogica. Porém, isso ndo ¢é possivel,
porque o ensino acontece necessariamente em contexto “incerto”, “mutavel”, onde cada novo passo depende de
um conjunto de variaveis (muitas delas proprias de uma determinada situago) e, que o professor deve ser capaz
de relacioné-las e explicita-las junto aos alunos.

O célculo desenvolvido por Robinson ndo ¢ exatamente igual ao calculo tradicional com énfase na
teoria dos limites, mas ha mais semelhancas que diferengas. Alguns teoremas classicos t€m provas que parecem
um pouco diferentes, mas quando os calculos sdo efetuados, obtém-se os mesmos resultados. Com isso, torna-se
uma excelente alternativa ao calculo tradicional por possibilitar “novas” formas para descobrir os valores
maximo ¢ minimo que uma fungdo poderia assumir (como, por exemplo, a maior ¢ menor distdncia de um
planeta ao seu sol), o centro de gravidade dos corpos que se atraem; para prever as Orbitas dos satélites terrestres;
para projetar sistemas de radares; para testar teorias relativas as correntes oceanicas e a dindmica da atmosfera,
mas principalmente, por ter no seu desenvolvimento idéias intuitivas e logicas. Essas idéias que parecem ser
contraditérias nos fundamentos do calculo, com Robinson, desenvolveu-se a sua interacao.

De fato, a teoria ndo-standard é uma mostra de como estabelecer relagdes entre aspectos que, na maioria
das vezes sdo tratados isoladamente, pode dar bons resultados. Por isso, ao observar a trajetoria do
desenvolvimento do calculo ndo-standard podemos tirar algumas ligdes importantes para o ensino de
Matematica. Uma delas ¢ a necessidade de observar o que ja havia sido feito, ou seja, resgatar idéias e modifica-
las se necessario. Isso tem importancia pedagogica, ainda mais com a énfase que ¢ dada atualmente ao que ¢
novo, recente, em detrimento do que ja existe. Ndo se trata de saudosismo, mas de reconhecer o valor dessas
idéias para uma compreensdo mais adequada dos conceitos matematicos. E como admitiu Newton: se eu pude
ver mais longe é porque estava apoiado em ombros de gigantes. Outra, ¢ uma certa ousadia e coragem para dar

um passo a frente. Robinson ousou as articular o intuitivo e o logico e corajosamente construiu algo novo e
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interessante. No ensino, € preciso que isso ocorra. Articular o intuitivo e o légico pode ser o diferencial para
auxiliar o aluno do ensino médio a melhorar sua aprendizagem.

Outro aspecto importante no desenvolvimento dos infinitésimos foi a persisténcia de muitos
matematicos frente as criticas que recebiam pela ambigiiidade dos seus fundamentos. Na verdade, a persisténcia
flutua entre esperanga e desespero, entre satisfagio e decepgio. E mais facil prosseguir quando se pensa que a
soluc@o que buscamos esta proxima, mas ¢ mais dificil perseverar quando nao se vé uma saida para a dificuldade
que enfrentamos. Entretanto, no ensino, ¢ necessario dosar a persisténcia com as expectativas. Nao dar para se
debrucar sobre um problema se o mesmo ndo representa interesse algum para o aluno. Porém, se o aluno ndo
demonstra interesse por ndo ter consciéncia da sua importancia, cabe ao professor estimular sua curiosidade e
incutir-lhe um certo desejo de resolver o problema, como também, conceder-lhe algum “tempo”, para que ele (o
aluno) tome a decisdo de dedicar-se a tarefa de resolvé-lo. Nesse contexto, espera-se que o aluno aprenda

A perseverar a despeito de insucessos, a apreciar pequenos progressos, a
esperar pela idéia essencial e a concentrar todo o seu potencial quando esta
aparecer. Se o estudante ndo tiver, na escola, a oportunidade de se
familiarizar com as diversas emogoes que surgem na luta pela solugdo, a
sua educag¢do matematica tera falhado no ponto mais vital. (POLYA, 1995,
p. 114).

Obviamente que existem diferentes possibilidades para abordar os conceitos do calculo nio-standard no
ensino médio, mas ndo é exagero considerar a apresentagdo clara das idéias principais como eixo principal de
quaisquer estratégias ou metodologias de ensino. Alids, as grandes idéias costumam ser claras e, os desafios
comecam quando temos que aprendé-las, ensina-las e coloca-las em pratica. Dai ser de grande importancia a
clareza das idéias principais em qualquer discussio sobre aprendizagem.

Ja falamos sobre “o andar de bicicleta”, mas uma coisa ¢ certa: ndo se aprende a andar de bicicleta com
o estudo das leis da mecanica de Newton e sim, tomando varias quedas e aprendendo os significados de seus
varios componentes. E se mais tarde, alguém desejar ser um projetista de bicicleta, entdo, ¢ coerente conhecer as
leis da mecanica. Fizemos esta referéncia a bicicleta, para dizer que no ensino dos conceitos matematicos cabe
substituir os aspectos logico-formais pela clareza das idéias dos aspectos intuitivos, estabelecendo conexdes
com outros ramos do conhecimento como a Fisica, a Biologia, a Economia, etc. Desta forma, ¢ possivel
aproximar o ensino de matematica do modo como a Matematica foi historicamente construida.

Ainda sobre a clareza das idéias cientificas, vejamos o que disse Albert Einstein (1982, p. 23):

Dos doze aos dezesseis anos, familiarizei-me com os elementos de
Matematica, incluindo o principio do calculo diferencial e cdlculo integral.
Tive a sorte de encontrar livros que ndo se preocupavam com o rigor logico,
mas que permitiam a apresentacdo clara da idéias principais. Era um
trabalho verdadeiramente fascinante; certos pontos extremos me
impressionava tanto quanto da geometria elementar — a idéia bdsica da
geometria analitica, as séries infinitas, os conceitos de derivadas e integrais.
Tive a sorte também de aprender os resultados essenciais e os métodos de
todo o campo das ciéncias naturais, numa excelente obra popular que se
limitava quase que exclusivamente aos aspectos qualitativos (Bernstein,
Popular Books on Natural Science, em cinco ou seis volumes), e que li com
absorvente atengdo. Ja estudara também um pouco de fisica tedrica quando,
com dezessete anos, entrei para a Escola Politécnica de Zurique para
estudar matemadtica e fisica.
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Nessas palavras de Einstein aparecem indicagdes importantes para o processo de
ensino-aprendizagem: fazer uso de bons livros e estuda-los com atengdo e interesse. Tais
estratégias precisam ser estimuladas no ensino médio — € mais uma atribui¢do do professor.

E claro que, selecionar bons livros de Matemética para o ensino médio e, a partir

J4

deles fazer interpretacdes e inferéncias ¢, em certa medida, crucial para melhorar

o

O~

aprendizagem matematica dos alunos. Entretanto, por experiéncia, podemos dizer que nao
uma pratica muito disseminada — principalmente na escola publica. Alias, muito comum, ¢
encontrar professores de Matematica que apenas apresentam topicos sobre um determinado
assunto em suas aulas, e ndo fazem nenhuma referéncia a livros ou autores. De fato, se o
aluno do ensino médio nao ¢ estimulado a ler diferentes livros, compara-los, escolhé-los,
certamente, sua aprendizagem sera prejudicada.

E oportuno dizer que o desenvolvimento de metodologias para o ensino de
Matematica ¢ um campo ainda em formagao, apesar de ser bastante amplo. Segundo Pires
(2000, p.161),

Nas ultimas décadas, os recursos metodologicos para o ensino de
Matemdtica foram colocados no centro das atengoes de grande parte das
acoes de capacitagdo de professores, como também das pesquisas
académicas: o uso de jogos, de materiais de constru¢do e manipulagdo, a
incorporagdo didatica da Historia da Matematica, dos elementos do
cotidiano (especialmente por mio do uso de jornais e revistas), a utiliza¢do
de videos, calculadoras e computadores (mesmo em menor escala) sdo
alguns indicadores dessa preocupagdo. No entanto, apesar do farto material
existente, contendo sugestoes metodologicas para o professor, na pratica ha

uma grande dificuldade para incorpora-los a pratica da sala de aula.

Parte dessa dificuldade evidenciada por Pires para articular as metodologias ja
existentes a pratica pedagdgica pode ser atribuida aos problemas de formacdo técnica do
professor — € necessario saber um pouco mais do que aquilo que se deve ensinar e a rapidez
das mudangas — uma delas ¢ o ritmo do crescimento quantitativo que atinge o ensino médio
atualmente.

Observemos entdo, que para desenvolver e aplicar quaisquer estratégias, os
professores mantém um constante ir € vir entre o que sabem e o que ndo sabem, entre o que
tem de fazer e o que podem fazer, entre o que experimentaram anteriormente e a necessidade

de introduzir inovagdes, entre o que haviam previsto realizar ¢ o que as condigdes de cada
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momento parecem aconselhar. E nesse contexto que o professor cria e recria sua atuagdo
sistematicamente a cada novo dia, a cada novo conceito, mas precisa de algo mais que o
“saber sobre” determinado assunto, e mais do que reproduzir atividades em série, as quais
pressupdem uma classe homogénea; ele precisa de conhecimentos que possibilitam uma
atuacdo que considere seus alunos reais — com suas diversidades.

Desse modo, podemos pensar o quanto ¢ fundamental reconhecer a importancia do
comprometimento pessoal do professor em relagdo aos seus alunos e a propria tarefa de
ensinar.

Numa perspectiva contextualizada, podemos dizer que um professor comprometido
com a sua tarefa de ensinar ndo ¢ um professor “bonzinho”, principalmente se “ser bonzinho”
for resultado do pensamento tipo: “Ele passa a mdo pela cabega, ndo ¢ preciso estudar,
qualquer coisa que se faca ¢ aceita”. Mas o que enfrenta a dindmica do dia-a-dia da sala de
aula prestando apoio objetivo na superagdo das dificuldades que os alunos apresentam. Uma
dessas dificuldades ¢ a falta de atengdo e motivagao para o estudo. Por isso, ¢ salutar observar
(apesar de discutivel) que em determinados momentos na sala de aula do ensino médio, uma
“dura”, se dada na hora certa, pode provocar um efeito estimulador muito maior do que
palavras ditas em um tom bem suave por parte do professor.

De qualquer modo, sempre estaremos sujeitos a “deslizes” na dinamica do dia-a-dia
na sala de aula, e isto acontece pelo fato de ndo estarmos suficientemente preparados para
conviver com as diferengas e para assumirmos a responsabilidade de ensinarmos a todos.
Contudo, ¢ preciso encarar esta realidade e nao desistir de buscar uma forma de atuagdo mais
consistente e eficiente, enquanto professores de Matematica que primam por melhorar a
qualidade da aprendizagem matematica no ensino médio.

Deve-se prestar muita atencdo a questdo do treinamento que passou a ser mal visto
no ensino de Matematica. Entretanto, ninguém estranha ao ver uma crianga, um jovem
praticando, por exemplo, piano, violino, varias horas por dia. Parece-nos que no Oriente nao
existe esse viés'. O treinamento intensivo parece ser bastante oportuno para desenvolver
habilidades de calculo envolvendo as operagdes fundamentais tanto com inteiros como com
racionais, visto que, boa parte dos alunos que ingressam no ensino médio, ainda apresentarem
deficiéncias quanto a essas operagdes. Diante disso, o importante ¢ entender que memorizar e
compreender sdo tarefas complementares e ndo antagénicas. Que ambas sdo extremamente
importantes para a aprendizagem do aluno — importante também ¢ levar o aluno a discernir
quando precisa usar as duas ou apenas uma (e qual) delas. Por isso, ndo basta apenas criticar

este ou aquele método de ensino, ¢ preciso olha-lo com prudéncia e criatividade. Tal atitude,
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vai exigir da parte dos professores um discernimento metodologico bem superior ao atual que
vemos hoje nas salas de aula. Polya (1995) dizia ndo existir método de ensino considerado
indiscutivelmente o melhor.

Certamente! Procuremos entdo nos dar conta da existéncia de varios pontos de vista,

sob os quais uma mesma questdao deve ser tratada.

(4) Basta observamos o método Kumon criado no Japdo, cuja caracteristica principal ¢ a repeticdo até que o
aluno se sinta seguro nos procedimentos das operagdes. Esse método vem experimentando um grande sucesso

aqui no Brasil.

Em Matematica, muitos professores ainda fogem da diversidade, principalmente no
ensino médio, oferecendo, na maioria das vezes, um unico padriao para resolver as questoes
propostas. Dessa atitude, também decorrem, o autoritarismo e¢ o dogmatismo de suas aulas. E
claro, se o aluno s6 se familiariza com um Unico método de resolu¢do de problemas, por
exemplo, defendera que sé a sua maneira de resolver ¢ correta — ¢ dogma. Infelizmente, isso
ainda ocorre no ensino de Matematica. Mas, em “tempos de mudancas” tais professores nao
poderdo continuar a ignorar a diversidade das idéias matematicas.

Portanto, ¢ salutar mostrar para o aluno do ensino médio que o célculo ndo-standard ¢
uma alternativa interessante ao célculo tradicional e que estudar seus conceitos se constitui em
uma possibilidade pedagogica para observar ambigiiidades dos conceitos, conveniéncias
matematicas, comparar teorias € métodos e decidir por qual caminho resolver um determinado
problema; também para desenvolver, em certa medida, o senso critico dos alunos e a
capacidade de perceber que por diferentes caminhos pode se chegar ao mesmo resultado. Para
tanto, o comeco ¢ olhar a trajetoria de formagdo dos conceitos matematicos e,
conseqiientemente, das teorias matematicas.

Além disso, apresentar o carater amplo e integrador dos conceitos do calculo
ndo-standard e sua contemporaneidade. Nao se trata de fazer uma mera revela¢ao dessa teoria,
pois além de idéias extremamente férteis, temos também um conjunto de termos especificos e
simbolos correspondentes, sendo que o todo se constitui num mundo novo para os alunos. Dai
a importancia de ndo reduzi-la as palavras, simbolos e técnicas operatdrias, imaginando que as
idéias brotardo por si s0; mas, de incutir nos alunos do ensino médio, o gosto pela busca de
outros padroes que também possam contribuir para sua aprendizagem.

Dada a diversidade da Matematica, os padroes surgem do mundo a nossa volta, das
relagdes entre tempo e espago e do funcionamento da mente humana (DEVLIN, 2004). Devlin

(2004, p. 26) também assinala que “os padroes estudados pelo matemdtico podem ser reais
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ou imagindrios, visuais ou mentais, estdaticos ou dindmicos, qualitativos ou quantitativos,
utilitarios ou recreativos.” O célculo ndo-standard, por exemplo, nos permite lidar com
padrdes de movimento e variagao.

Por outro lado, embora se observe que a maioria dos alunos do ensino médio
apresenta pouca aprendizagem matematica, a qualidade futura de sua aprendizagem pode ser
melhorada se as noc¢des do calculo ndo-standard puderem ser abordadas com o intuito de
proporcionar rupturas no comportamento do aluno frente a sua aprendizagem, ou seja,
leva-os a perceber que podem ir além das questdes rotineiras, aquelas que exigem apenas a
aplicacdo direta de conceitos ou a utilizagdo de procedimentos automatizados. Mas o fato de
grande parte dos alunos do ensino médio conseguirem um melhor desempenho somente em
questdes rotineiras, revela, de certa forma, as prioridades que foram tratadas em sala de aula,
ainda que nem sempre os professores demonstrem ter consciéncia disso.

Desse modo, a aprendizagem matematica no ensino médio ndo deve — e ndo pode,
ficar limitada @ manipulacao (manuseio) de férmulas, ao saber fazer contas ou ao assinalar a
resposta correta de uma questdo (em certos vestibulares e concurso e também no Exame
Nacional do Ensino Médio (ENEM)). Mais do que tudo, ela poderd conduzir a interpretacao
de enunciados, a criagdo de significados/sentidos, a construcdo de instrumentos para a
resolucdo de problemas. Dai, uma das suas metas ser o reconhecimento da importancia da
andlise, da sintese, da abstra¢do e da generalizacdo para o desenvolvimento do conhecimento
matematico. Alids, esses quatro movimentos mentais sdo importantes para o desenvolvimento
do conhecimento em geral.

Sabemos que o célculo ¢ considerado uma das maiores criagdes da Matematica.
Podemos até dizer que antes dessa criacdo, os matematicos ficavam bastante restritos as
questdes estaticas de contar, medir e descrever formas. Contudo, pela sua importancia,
consideramos ser os conceitos do célculo ndo-standard instrumentos que podem favorecer o
desenvolvimento desses movimentos mentais (ja citados), que se empregados de forma
constante, pode melhorar sensivelmente a aprendizagem matematica. De qualquer modo,
esses conceitos podem se tornar grandes aliados do processo ensino-aprendizagem de
Matematica para o ensino médio, ao propiciar a familiarizagdo e intera¢do do intuitivo com o
logico-formal. Na verdade, ao dar menos énfase ao contexto 16gico-formal rigoroso, no qual
prevalece operagdes e técnicas matematicas, e entrar num contexto onde a intuigdo €
considerada fundamento para enfrentar problemas, ¢ de fato, uma mudanga significativa para
o ensino de Matematica, visto que, para resolver problemas — ndo exercicios — antes de mais

nada, € necessario ter idéias, intuir; saber o que significam os conceitos que aparecem no
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problema e decidir pelo procedimento a ser utilizado na resolugao. Assim sendo, cabe tornar
essa mudanga, numa pratica constante de sala de aula para o ensino de Matematica na
Educacao Basica.

E importante salientar, que essas mudancas de postura em relagio ao ensino de
Matematica ndo podem ser superficiais. Alids, basta observar os pressupostos dos PCNEMs
para encontrar referéncias sobre a necessidade de se explorar os conteudos além da dimensao
conceitual, ou seja, ¢ preciso contemplar também “o desenvolvimento de capacidades de
pesquisar, buscar informagoes, analisa-las e seleciona-las; a capacidade de aprender, criar,
formular, ao invés do simples exercicio de memoriza¢ao”(BRASIL: PCNEM, 1999, p. 16).
Os procedimentos ¢ as atividades devem ser valorizados, na busca incessante de solugdes. Os
conteudos devem colaborar para que os alunos desenvolvam capacidades e construam
competéncias, de modo que articulem os diferentes conhecimentos de diferentes naturezas,
formando uma verdadeira teia de informag¢oes (PIRES, 2000). De forma mais explicita,
podemos dizer que além da capacidade de relacionar, a idéia de competéncia inclui e exige
outras capacidades dos alunos, tais como percep¢do, pensamento, avaliagdo e a¢do. Além
disso, ha a necessidade de mobilizar com discernimento inferéncias, antecipagdes, analogias,
generalizagdes, apreciacdo de possibilidades, busca de informagdes pertinentes,
estabelecimento de uma estratégia a partir de informagdes obtidas, tomada de decisao, etc..

Segundo Perrenoud (1999), independentemente da idade e faixa de escolaridade,
competéncias se desenvolvem no enfrentamento de situagdes complexas, sem solucao
evidente. O desenvolvimento de competéncias exige oportunidades para que o
aluno/individuo explicite sua forma de pensar, se conscientize de suas decisdes, para que
possa inferir, hesitar, tentar e errar, para depois, gradativamente, constituir-se como aquisi¢ao
pessoal, como um repertorio ao qual ele poderd recorrer sempre que desejar, para auxilia-lo
no enfrentamento de novas situagdes, ou para se articular com outras habilidades e compor
competéncias mais complexas.

Reconhecemos que tais preocupagdes surgiram diante das necessidades de mudangas
radicais nas diversas areas do conhecimento, em fun¢do da revolugdo tecnoldgica que estamos
vivendo e de seus desdobramentos (ainda desconhecidos), tendo em vista a formagdo de um
aluno autobnomo, que saiba raciocinar e relacionar os conhecimentos aprendidos na escola
com as necessidades profissionais e sociais, agindo com seguranca, criatividade e
naturalidade. Nesse contexto, o processo educativo pode possibilitar ao aluno uma formagao
geral, através da interacdo entre os diversos aspectos dos conceitos; do incentivo ao raciocinio

e a capacidade de aprender; da busca de significado/sentido para o novo conhecimento. Em
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outros termos, “a formag¢do do aluno deve ter como alvo principal a aquisi¢do de
conhecimentos bdsicos, a preparagdo cientifica e a capacidade de utilizar as diferentes
tecnologias relativas as dreas de atua¢do”(BRASIL:PCNEM, 1999, p.15).

Entretanto, ¢ previsivel que essa formagdo geral s6 acontega se houver mudanca de
postura por parte de professores, alunos e escolas. Existem ai inimeras questdes a serem
observadas e, ao que parece, s6 haverd avangos com trabalho sério, persisténcia e paciéncia.
Entdo, no caso do ensino de Matematica que ¢ uma dessas questdes, que caminho tomar? Ja

.. ~ 5 . , 1. . . ,
fizemos algumas indicagcoes™ para o ensino médio que julgamos pertinentes, e at€ mesmo

(5) Essas indicagdes nds ousamos chama-las de contribuigdes.

necessarias, porém, nao suficientes.

Isso significa que, apesar da limitacdo que ¢ intrinseca a qualquer alternativa de
abordagem dos temas matematicos, no que diz respeito a solucionar os problemas do ensino
de Matematica, elas cumprem a fun¢ao de suscitar o pensar e o _fazer matematico.

Sob este foco, os conceitos do calculo ndo-standard no ensino médio, podem
possibilitar ao aluno pensar por si mesmo, construir possibilidades de resolucao e
argumentacdes, relacionar diferentes conhecimentos, errar, e, enfim, perseverar na busca da
solugdo. E, como conseqiiéncia de um aprendizado critico e significativo desses conceitos,
enfatizamos a possibilidade de diminuir a distancia entre o que aprenderam no ensino médio e
que aprenderdo no ensino superior. Certamente, que as técnicas operatdrias, as defini¢des e
propriedades estudadas, sao importantes, mas o essencial sdo as idéias — sua formagao e
desenvolvimento. O diferencial destes alunos ndo estd garantido apenas pelo fato de
possuirem informagdes, mas por serem capazes de articular as idéias matematicas.

De qualquer modo, se essas indica¢oes sobre os conceitos de calculo ndo-standard
tém um valor pedagogico, como possibilidade de ensino, ¢ porque elas podem funcionar, ao
menos teoricamente.... Creio que, raciocinando assim, nossas indicagoes possam ser
observadas de forma critica, e que s6 sejam desconsideradas, apds um sincero trabalho
pedagogico para aplica-las de forma eficiente.

Como falamos inicialmente, ndo temos receitas para a problematica da aprendizagem

matematica no ensino médio, mas a percepcao de que ¢ possivel melhora-la.
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CONCLUSAO

A Matematica ¢ uma componente do patriménio cultural da humanidade, constitui
uma maneira de pensar, ¢ base fundamental do conhecimento cientifico e tecnologico e
influencia fortemente nossa vida cotidiana. Por isso, ¢ que seu ensino precisa rever praticas
rigidas, obsoletas ¢ até mesmo insuficientes que ndo promovem aprendizagem. Insistir em
processos algoritmicos, principalmente se estes nao tém sentido para o aluno - nao leva a
aprendizagem.

Neste estudo, as consideragdes sobre os conceitos do calculo nao-standard sdao fruto
de uma analise tedrica, que embora incompleta, revela o quanto € oportuno discutir no ensino
médio aspectos epistemologicos, filosoficos e historicos dos conceitos matematicos, como
também aponta possibilidades de mudanga na dindmica dos processos de ensinar e aprender
Matematica. Podemos dizer que inumeras andlises e reflexdes no campo do ensino de
Matematica, tém impulsionado as praticas educativas a se comprometerem com a
aprendizagem do aluno (ALMEIDA; DIAS, 2004; CAMARGO, 1999; MICOTTI, 1999;
ONUCHIC, 1999). E o mais importante ¢ que esse comprometimento pode possibilitar uma
maior compreensdo das diversidades dos alunos, explicitando a necessidade de nao ignora-las,
ao contrario, de respeita-las e considera-las ndo s6 como um valor humano, mas também
como base para estruturar e desenvolver o trabalho pedagégico.

Porém, ¢ perceptivel que tal comprometimento ainda estd mais presente nos
discursos (pesquisas tedricas) do que na efetivagdo de praticas/agdes que aumente o interesse
e o envolvimento dos alunos. Mas, a aceitagdo crescente das diversidades faz com que seja
necessario rever habitos, crengas e padrdes presentes no ensino de Matematica. Alids,
algumas crencas, a exemplo da resolucdo de exercicios, que tem sido sustentada,
merecem/precisam ser repensadas. Ainda assim, parece-me ser inegavel que nds professores
SOmos propensos a sustentar, a0 menos, algumas crencas.

Uma crenca ainda bastante forte no ensino médio € sobre a linearidade dos conceitos
matemadticos, representada, ora pela sucessao de contetidos que devem ser dados numa certa
ordem, ora pela definicdo de pré-requisitos, ou seja, informagdes, habilidades que precisam
ser dominadas pelo aluno, antes que lhe dé acesso a outras idéias, conceitos — se ndo for
assim, nao ha aprendizagem. Isso tem acarretado, ao nosso ver, em entraves para a
aprendizagem das idéias matematicas. Mas também ¢ fato, que existem idéias que precedem
outras e que hd que se escolher, um certo caminho, mas nada que justifique o

condicionamento tao forte que em geral observamos.
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A quebra dessa linearidade atribuida aos conceitos matematicos ¢ uma possibilidade
para a qual Bruner (1974) chama aten¢ao em seu livro “O processo da educagdo” quando diz:

Partimos da hipotese de que qualquer assunto pode ser ensinado com
eficiéncia, de alguma forma intelectualmente honesta, a qualquer crianga,
em qualquer estigio de desenvolvimento. E uma hipétese arrojada, mas
essencial, quando se pensa sobre a natureza de um curriculo. Ndo hd
evidéncia alguma que a contradiga e muitas provas estio sendo
acumuladas para comprova-la. (BRUNER apud PIRES, 2000, p.68).

Na verdade, o caminho percorrido pelas idéias matematicas até a sua sistematiza¢do € mesmo
sua formaliza¢do ndo ¢ linear, pelo contrario, chega a ser tortuoso, ambiguo, contraditorio,
pois resulta do trabalho de muitas pessoas durante longos periodos de tempo. A exemplo, essa
trajetdria ndo linear aparece claramente no desenvolvimento dos infinitésimos.

O processo de construgdo/abstra¢do de alguns conceitos matematicos demanda idas e
vindas. Essa idéia, especialmente no meio pedagogico, ainda ndo foi bem esclarecida, ou seja,
¢ comum tratar os conceitos matematicos, na maioria das vezes, na sua forma sistematizada
ou formalizada - tal como sdo apresentados a comunidade matematica, o que leva a uma nao
identificacdo das diversas relagdes que apareceram ao longo da evolugdo do conceito. Diante
desta constatagdo, podemos dizer que a crenca na linearidade ndo € tdo eficiente para a
aprendizagem matematica. Porém, faz sentido demonstrar aos alunos que, os estagios iniciais
das idéias matematicas sao informais, predominantemente intuitivos, € que, 0 mais importante
sdo os significados/sentidos dos conceitos matematicos explicitados através de suas
respectivas definicdes, as quais, por sua vez, tém sido relegadas pela maioria dos professores
de Matematica.

As definicoes matematicas fazem parte do método axiomatico que organiza o
conhecimento matematico em: termos primitivos, definicoes, axiomas e teoremas. A
axiomatica ¢, sem duvida, uma forma importante de organizar e sistematizar o conhecimento
matematico, mas serve a propositos definidos que, muitas vezes, se chocam com os
pedagdgicos. Segundo Borges (1998), o método axiomatico ¢ um método organizador que
pode ser empregado no ensino médio com parcimdnia. Costa (1992) também defende o
método axiomatico. Mas, em termos do ensino de Matemadtica, a abordagem ldgico-formal
ndo ¢ suficiente para a sistematizacdo dos conceitos matematicos, as vezes ¢ até inadequada.

De qualquer modo, ndo existe um método Unico para aprender e, 0 mais importante
no ensino médio € transformar o saber matematico em contetidos acessiveis aos alunos, visto
que, as raizes do saber matematico estdo plantadas no territdrio académico e exercem uma

influéncia na pratica educativa. Nesta tarefa, ¢ essencial saber usar a lingua materna, tanto
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oral como escrita para comunicar-se matematicamente.

O ensino de matemdtica deve ser um convite para que o aluno empregue a
lingua materna com mais corregdo e clareza. [...] pois um dos aspectos
formativos dessa disciplina é precisamente o emprego correto e claro da
lingua mde, importante até mesmo em nossa propria identidade.
(BORGES, 2004, p. 1).

Nesses termos, 0os aspectos intuitivos, epistemolédgicos, filoséficos e historicos dos
conceitos do célculo ndo-standard sdo fecundos para a aprendizagem matematica. E uma das
conclusdes da nossa analise ¢ que ndo podemos depreciar ou minimizar a importancia da
intui¢do, pois ¢ um elemento decisivo na apropriacdo dos conceitos matematicos, €
imprescindivel ao espirito criativo — ndo s6 dos matematicos. Portanto, trazé-la para o ensino
¢ resgata-la com objetivos definidos, entre inumeras atividades que o aluno realiza no
decorrer do seu dia a dia. Intuir, enfim, constitui-se numa pratica a ser estimulada. Porém,
cabe lembrar que o papel da intui¢do tem limites. Nao € panacéia para os problemas do ensino
de Matematica, mas ¢ um forte instrumento para ser trabalhado, isto por que, aprender
Matematica ndo ¢ apenas resolver exercicios e problemas da vida cotidiana, embora também o
seja, mas promover o desenvolvimento da capacidade abstrata do aluno, fazendo uso,
digamos, de uma intuicdo mais elaborada — intelectual.

De fato, reconhecer a intuicdo como elemento de aprendizagem frente ao paradigma
formal, cuja idéia dominante ¢ a de que, fora da organizagdo l6gico-formal, o conhecimento
matematico torna-se um amontoado de fatos dispersos, sem conexdes e, portanto, sem o
formato de uma teoria, ndo ¢ uma tarefa facil. Por isso, procurou-se mostrar como elementos,
aparentemente opostos, como intui¢do e rigor participam do desenvolvimento das idéias
matematicas. E, que quando articulados na medida certa, mostra-nos o quanto ¢ equivocado
considerar o conhecimento matematico pronto, acabado. Aumenta a complexidade das
relagdes estabelecidas entre os conceitos, e conseqiientemente pode auxiliar de forma
significativa na formag¢do de novas praticas para o ensino de Matematica.

Em relagdo aos aspectos epistemologicos, parece razoavel considerar a necessidade
de uma reflexdo que examine criticamente os conceitos do calculo nao-standard mediante
suas formulagdes, propriedades, carater intuitivo e defini¢des que apresentam; como também
as rupturas que provocaram no desenvolvimento da Matematica.

Na raiz dessas rupturas esta o fato de que é possivel tratar dos conceitos derivada ¢
integral, abrindo mao das defini¢des e tecnicidades relativas a teoria dos limites, partindo-se
de no¢des como: grandezas constantes e varidveis, proporcionalidade, area, velocidade, reta
tangente, taxas de variacdo de diferentes tipos, etc., tal como sdo utilizadas no cotidiano.

Desse modo, é possivel compreender o significado/sentido tanto da derivada como da
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integral, mesmo sem dispor de inimeras técnicas operatorias e do arsenal de defini¢cdes
precisas — essa precisao das definigdes esta relacionada ao rigor (no emprego) da linguagem
matematica, pois, epistemologicamente, existem diversas possibilidades de compreensao
desses conceitos que sdo corretas e coerentes do ponto de vista matematico.

No que concerne aos aspectos filosoficos e histéricos dos conceitos do célculo
nao- standard, procurou-se mostrar a viabilidade de trata-los como elementos que favorecem a
aprendizagem, pois, nas criacdes cientificas, o importante, ¢ ndo s6 os resultados, mas
também o processo para chegar a eles, a atitude dos estudiosos. Esses processos sdo repletos
de situacdes e idéias que geralmente instigam a curiosidade, dai a necessidade de saber
explora-los de uma perspectiva suficientemente ampla através da interacdo de diferentes
fatores, e de inculcar nos alunos uma atitude de busca e de confrontos de idéias.

Além dos elementos observados, ¢ possivel afirmar que atribuir “novos” significados
aos conceitos do calculo ndo-standard, depende, em certa medida, do que se entende por
ciéncia matematica, processos de formacao e apropriacdo de conceitos matematicos e
possibilidades de praticas educativas (estratégias), pois, estes podem contribuir
significativamente para a melhoria da aprendizagem matematica no ensino médio por serem

provocadores de reflexdo critica.

Uma outra conclusdo que emergiu da nossa andlise ¢ a necessidade de tornar acessivel ao ensino médio
os aspectos relevantes dos conceitos do calculo ndo-standard. Neste contexto, o papel do professor ¢ de grande
importancia. As contribui¢des deste, por sua vez, podem ser no sentido de ndo pressupor que os alunos tém um
certo interesse pelos conceitos cientificos, e sim criar, antes de tudo, esse interesse ¢ a necessidade desse
conhecimento. Para isso, é possivel partir de problemas reais que afetem o aluno; fazer-lhe procurar informagdes
relevantes, usar seus conhecimentos anteriores, mostrar lacunas e apresentar-lhe elementos novos que possa

necessitar, pois € previsivel que ndo os encontre por si mesmo.

De qualquer modo, ¢ preciso que o aluno aprenda a direcionar seu aprendizado. Dai,
a necessidade que se instale no ensino médio — o quanto antes possivel, uma cultura que
busque o conhecimento matemadtico através da interacdo de seus diversos aspectos e de
praticas que possibilitem: 1) conhecer, em um nivel apropriado, as idéias e os métodos
fundamentais da Matematica, bem como apreciar o seu valor € a sua natureza; 2) desenvolver
a capacidade de utilizar a Matematica para solucionar problemas, raciocinar € comunicar, com
confianga em si mesmo; 3) pensar como matematico, isto €, explorar situagcdes matematicas,
buscar modelos, formular e comprovar hipoteses, generalizar e pensar logicamente. Enfim, a
competéncia matematica que todo aluno do ensino médio pode e deve desenvolver ¢ a de

integrar essas praticas visando a uma compreensao conceitual contextualizada e significativa.

158



159

Por isso, um outro aspecto que merece destaque, refere-se ao contexto no qual estd inserido o aluno,
pois este fornece a estrutura para o aprendizado. Desse modo, vivenciar varias situa¢des diferentes (problemas),
ou tentar coisas diferentes (resolugdes - por exemplo), ¢ muito importante. Acreditamos que numa perspectiva
contextualizada do ensino de Matematica, ndo saber agir diante de um problema faz com que o aluno se
concentre em aprender uma maneira de realizar algo desconhecido, novo e também procurar entender as razdes
pelas quais falhou ou foi bem sucedido.

Segundo o cientista da computagdo e psicologo cognitivo Roger Schank' (1997, p.200),

O segredo para aprender, depois de ter tentado fazer algo, ter falhado e
avaliado suas proprias agoes, esta no processo de generaliza¢do. Ndo é
suficiente apenas aprender como agir em determinada situagcdo,; vocé deve
saber também como generalizar a li¢do que aprendeu, para que ela se
aplique em outras situagoes. Se vocé ndo for capaz de fazer isso, adquiriu
uma colegdo estreita de informagoes ndo relacionadas, uteis apenas em
dominio especificos, mas inuteis em qualquer outro caso.

Eis-nos entdo diante de uma questdo crucial ndo s6 para o aprendizado de Matematica: estabelecer
relagdes. Mostrar que ¢ possivel desenvolver essa pratica nas aulas de Matematica, ainda que teoricamente — por
enquanto, foi um dos objetivos desse trabalho, que espero, pelo menos em parte, té-lo conseguido. E altamente
desejavel que os conceitos do calculo ndo-standard sejam desenvolvidos a partir de situa¢des desafiadoras e que
as atividades enfatizem o estabelecimento de relagdes, visando a compreensao e a consolidagdo dos conceitos.

Dada a complexidade das questdes que analisamos, ¢ preciso deixar claro que abordar conceitos
cientificos no ensino médio ndo ¢ simples, requer por parte de professores e alunos, esforco, disciplina e
dedicagio (concentragdo). E como disse Lima (2001, p.5), “a unica saida é o esfor¢co honesto e o trabalho
persistente. Ndo soé para aprender Matemdtica, mas para tudo na vida”. Entretanto, pode-se dizer que, para

muitos alunos ¢é apaixonante, e poucas experiéncias sdo tdo gratificantes como descobrir a solu¢do de alguma

coisa que estivemos procurando. Enfim, o conhecimento cientifico ¢ um dos instrumentos mais

(1) E diretor do Institute for the Learning Sciences na Northwestern University e autor de diversos livros sobre
criatividade, aprendizado e inteligéncia artificial, entre os quais destacamos: The Creative Attitude: Learning to
Ask and Answer the Right Questions, com Peter Childers, Dynamic Memory, Tell me a Story e The
Connoisseur’s Guide to the Mind.

poderosos que a cultura humana desenvolveu para conhecer e explicar a realidade, por isso, ¢é preciso

contextualiza-lo nas nossas salas de aula e, mostrar que ¢ uma maneira muito frutifera de resolver problemas.
Por fim, esperamos que esse trabalho se torne um instrumento de discussdes proveitosas, para que

possamos avangar, de forma eficiente, na melhoria da qualidade do aprendizado de Matematica no ensino médio.
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