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RESUMO

Esta dissertas<o apresenta uma antlise te—rica sobre ostosomze ctlculo
n<o-standard, evidenciando os seus aspectos epistemol—qgicos, filos—ficos e hist—ricos,
tambZm, o papel da intuie<o na formas<o dos conceitos matemiticos. As principais questses
gue suscitamos surgem das minhas experiencias goofessora de Matemitica no ensino
mZdio e no ensino superior, por meio de questionamentos sobre o baixo desempenho dos
DOXQRV H GR PHX LQWHUHVVH HP HVWXGDU FRQFHLWRYV
estabelecer relas>es. Deste modo, temos como tigbjecentral identificar poss’veis
contribuie>es dos conceitos do ctlculo nstandard para o ensino mZdio. E tambZm,
FRQWULEXLU DR DSRQWDU SUIWLFDV SHGDJyJLFDV TXH
conceitos matemtticos, e que podem ser desedaslyor professores e alunos. Nessa
antlise, consideramos os pressupostos de que a aprendizagem matemditica no ensino mZdio
resulta de um bom n’vel de articulas<o entre os aspectos citados dos conceitos matemiticos, a
intuis<o, e tambZm, a linguagem matétita (sem exageros simb—licos) no processo de
sistematizas<o e formalizas<o dos conceitos matemzticos. Inicialmente, apresentamos o
desenvolvimento dos infinitZsimost conceito bisico do cflculo naiandard, e
posteriormente, os conceitos de continuigaderivada e integral. AlZm disso, s<o
apresentadas idZias sobre a capacidade cognitiva do aluno fundamentadas nas teorias de
Piaget e Vygotsky, e numa perspectiva contextualizadtan base nos PCNEMs, algumas
reflexres acerca da Matemttica, da formae<oaprendizagem de conceitos cient’ficos
matemiticos e estratZgias que podem contribuir, de maneira significativa, para a melhoria das
aulas de Matemttica. Por fim, perante a necessidade imperativa de melhorar a qualidade do
ensino de Matemttica, podemosedigiue a nossa antlise Z relevante por apresentar algumas
sugestes no sentido de, pelo menos, minimizar os problemas relacionados com a

aprendizagem matemztica no ensino mZdio.

Palavraschave: ctlculo n«standard, intuie<o, contextualizae<o, aprendgeam matemdtica,

ensino mZdio.



ABSTRACT

This dissertation presents a theoretical analysis about the conceptstindard calculus by
making evident its epistemological, philosophical, and historical aspects as well dg thie ro
intuition in the constitution of mathematical concefiee main issues we suscitate in this
work emerge from my experience as a teacher of mathematics in Brazilian high schools and
colleges wherein | have been facing many situations involving thepiformance of the
VWXGHQWY DV ZHOO DV P\ RZQ LQWHUHVW LQ VWXG\LQJ
me to establish relationships with reality. Thus the central target of this work is the
identification of possible contributions of the concephonstandard calculus to the learning

of mathematics in Brazilian high school§e also attempt to contribute to this discussion by
identifying pedagogical practices which allow the students to have new forms of learning
mathematical concepts which, tuwrn, can be developed by teachers and students themselves.
With this analysis, we consider the pressupposition that the learning of mathematics in high
school is the result of a high level of articulation between the aforementioned mathematical
concepts,intuition, and the mathematical languagewnithout any symbolic exageratiog

during the process of systematization and formalization of those mathematical concepts.
Firstly, we present the development of the infinitesimtathich is one of the basic compie

of the nonstandard calculustand, after that, the concepts of continuity, derivative, and
integral. Moreover, we present some discussions involving the cognitive capacity of the
VWXGHQWY LQ WKH OHDUQLQJ SURFHVV EBsvHGMRQ 3LC
contextualized perspective, we take into consideration the PCNEMs and reflect on the role of
mathematics as well as the construction and the learning of scientific mathematical concepts
and strategies which can contribute significantly to therawement of mathematics classes.
Finally, due to the imperative necessity of improving the learning of mathematics, we defend
that the analysis contained in this work is relevant because it makes some suggestions in
terms, at least, of the attempt of nmzing the problems related to the learning of

mathematics in brazilian high schools.

Keywords: nomstandard calculus, intuition, contextualization, learning of mathematics, high

school



SUMCRIO

T oo 11 L2 o PP 01
Cap’tulo |

O Desenvolvimento Conceitual dos INfINItZSIMOS............c.ccceveieeeeieeeeeeeee e eee e, 04
Cap’tulo 1l

Aspectos epistemol—gicos, d#eficos e hist—ricos dos conceitos do ctlculo

0 TS = 1o = o 1SS 32

(@] a1 1] T [To F=To = PP PP PP 43
=T 1)V Lo = VPP PPPPPPPPR 55

1 C=To ] | OO PPPPTPPPPPPPPPP 66........

Cap’tulo 111
A ciencia Matemztica N0 ensin0 MZAIO........cvveeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeseeeensesssenae D

A formaeco de conceitos cientficos (inclusive o0s matemifticos) no ensino

Os conceitos de movimentoerivada e integral no ensino mZdio, na perspectiva do ctlculo

n<o-standard: Algumas consideras>es sobre aprendizagem, estratZgias e aplicas>es para sua

(0] 00072 U0 PO PUPPPPPPPPPRPPRPP 108
Cap’tulo IV

Contribuis>es dos conceitos do ctlculo rstandard para o ensino mZdio..............c............ 122
Cap’tulo V

Reflex<o acerca do ensino dos conceitos do cilculestandard no ensino mZdio: da intuis<o

T POSSIDIAAAE. ... e e e s — 150

[©70] o Tod [ § o SR 170

Referencias BiblOgrifiCas........oooi i 176



INTRODU,IO

HITII#I$96&S ()84, (%] ,(+&! .| *%/0/12/%! 3&&(! 3&53,)*&(! #*,4 69)3&(! +&ttlculo
n<o-standard!3&41&18&07,%)8&!+,)+ 5+)@185/1/56 1)(,| +&B&53,)*&! $&((;8,)(13&5*%6)0-)<=, (!
2)(*%)3/(:19)1&('9)3/(:!,$)(*,&1">)3/(1,1$,+ >'>)3/(1$/%/! &!,5()5&! 4 +)&?! | 3&5*%6)0-)%! 384!
)5+/>1<=,(1/3,%3/1 +/1)5,%<@&1¥+)/(13) ,5*:9)3/(! A, 3-5KB! $/%1/! &! /$%,5+)C/+&! +&!/1-5&!
5,((,!5;8,1! +,1 ,5()5&?! ,! $%&8RB! -4/! +)(3-(@&! ,5*%,! &(\&BH (&%, (! +,! D/*,46%)3/! E-,!
0884 4 18-*%&(1$%&9,((&%, (!,|E-,1*/40/*-/4 15&!,5()5&! 4 +)&! (&0%,!/(1)+.)/(!+&kIcuo

n<o-standard.

(-1'$1%*,13&3,)*-/11,(*61$%, (,5*,15/(1>%/5+,(NWH(+3)HB): 11,14 SL&!+/1*,8%6)/1%, (*%6)*/!+/!
%, 1/%)8/+,J D/(1.1)5+)($,5(68,1!0- (3/%! /! 3&4%6,,5(@&! +,! (-/(! +)9,%,5% (! /0&%+/>,5(! $/%!!
48&(*%/%! 8&! (,-(! 3& 53,)*&! 9&%6/4,(*%-*-94/&(! ,:! 3&5(,EK,5*,4,5* ;1 9&Y%A)C/+&(J! #(!
$%)Bo+)&(1 +&! 3613-1&! 5&(1 9 (1 /5%)>& (5%, >&(:! $/((/5+&! | $&%! )5B&(1 4*,4 69)3&(!
38481 LY%E-)4 +,(:!M,)05)C:IN,0*&5:! P-1,%: | QI:! R&0)5@J! P(*,| G1*)4&:! 5/1 +.3/+/1+,1ST:!
3&5%%)0-)-1+,1 984843 )()8/! $/%/1 /4$1)/%! BIAS&! +,! [*-I<@&! +&! 3BI&! /&! +,(,58&18,%! /!
*,&%)/!+Antlise n«o-standard!+/!E-/1!&tFIculo n<o-standard 9/C!$/%*,J'P((/'*%!9/C!-4!
%,(>/*,!+&(1)59)5)*.)&:! 3&53,)*&! E-,!*,8,! 880)&(! ()>5)9)3/+&(! !, E-,! />&%/' (@&!/3,)*&(! 5/!
(*%-*-%I/! +&(1 5G26& (1 2)$,%U%./)(:! %,$%, (| SBYRVR:! E- | (@&! 3&5(*)*-;+&(! $,1&(%6&A
%,))("WAX:)58)*.()4 &(!,15G4, %&(1) ) *&(I1#()59)*.04 &'E-(@&!&( *'VR!3-&4 '+-1&!

14 5&%!E-,1*&+&(! &(1%,/)(1$&()*)8&(!,! &(1)59)5)*&('E-,! (@& ER! 3-7&! 4-1&! 14 /)&%

E-,1 *&+&(! &(1%,/)(! $&()*)8&(J! L(()44 | 5G4,%&) .1 *)+&! 3&4&! )59)5)*/4 5* 1 $,E-,5&:! &-!
)595)*,()4 1 L:1 (YN L 11$] %/ B+ 15G4,%&! %, /1! YRBAABJI!  P5*@&:! &! G5)38, B3B! %, /1!
E-,!.1)59)5)*,()4/ 1.1 & C,%&! ! (,! A/B! ! AOBR{EI54 %&(! 2)$,%U%,/)(! 3-7/1+)9,%,5</! /1 Y1 0! .!
)59)5)*,()4 1:1+)C,&('E-,\A/B!.1)59)5)*/45* 1$% )4 &!+,| AOBU!%, $96/(+B.! $& %6 \WOIX J!

+/13)H53)/! D/*,4 6%)3/' E-,! 3&5*%)0-,4! /%! +,(,58&18)4,5*&! 3),5*;9)3&J' F-/1/$%,(,5*/<@&!
+,19&%0438&5%,1*-/1)C/+/!15&!,5(b&!4. +)&!$&+,%6!$%&$&%3) &b/, (1 +,(*,15;8,1!+,!
,5()5&:1&!,1,%3;3)&! +/1,(*%-*-%/< @ & N&PH/+,!+,! (,-(1$,5(/4 ,5*&(:!$&)(!A formas<o de
conceitos Z o resultado de uma atividade demsy em que todas as fune>es intelectuais
bisicas toram partB! W[\[# F_\:!"""a/:!$J!bcUbdX:!,!1-4  [1/$%,5+)C/>,4 E-,!*,4 1$&%
&07,%*)8&! $%&8,%! /'$B45(@ &8&%! 4&(*%/%! 3&4&! ,((,(! 3&=) 9&%0l4,! ,(*%0-*-%/5+&! 5&!
+,3&%%,%!+/1,8&1-<@&!+/'BfF3AI



%906 BIGJAI9-.&&.1.1("IH(! (&'0%.;<1=.,17=,(&(-' 7,1 7T4>077&I27-TH&I=7, TV I (-'(- *%)-".
*1740-1 &.1,(1 234204.! @! Al -.&&.! (-'(-*9%)".5! B(&'(<! =,%{P%b,.<! 71.,*7)@&(! 7&! - DE(&!
%-'0%'%27&! /0(! .,%>%-7,7)! .1 234204.F! &(>2-*24%707DG.! (! 7=4RR7 *.&! 2.-2(%".&! *(!
*(,9%277 (1 %-'(>,74! (1 *(=.%&! 784F627DE (&1 9&+%-% A&, 7! *71 67() 3%27!C!.1/0(!.
*ot(,(-2967) *.1 (+./0(! 24388%2.<! -.1 (074! &ET284204.1 =(47! 71.,*7>() ', 7*%62%.-T41 *.!

(-&%-7,1 234204.5! 1.,'7-'.<1 =.1 &(,) =, +(&&L 67'() 3%27! *.! (-&%-.! K%.! ( &0=(,%. <!
&() =,(1/0%&I&71(,1J%&!&.1,(12.) 11.&12.-2( %".&!*.1234204.1&(1*(&(-?.42(, B! 7>., 7!-(&'(!

' 71748.1%(1*%&&(, TDG.I =AY (&, 7*1'(-8.171.=.'0-  H7*(1*(1+7IKC4.511,.20,7,(%! +73(,!.
) (48.,1=7,71/0(1.1", 717481 *KR.~' 71 *(1 7=,(&(-'7,! 74>0) 7&P.-',%10%DE(&! 7.! (-&%-.<!2.).!
'7) 1A <I=,.2.27,10) 7)0*7-D7*(17'%'0%(-7&! 7047 &1*(167'()3%271*.1(-&%-. [} %.5!

(-&%-.1) K%.1 [0(1 7! (-27,7) <! 1] 1 >,7-%(1) T%.,%7<! &B(,&=(2'%727! *(! 7=,(-*(,<! =.%&! 7
2.-&%*(, 7)1 &() ! 7', 7'%8b! L! =,(2%8+7J(,! 0)1).2%) (-'.! %-2(,&.! M! (&! =(,&%2'%?7! =7,7!
).&,7,0.10 7-17167 '() 3%27!(1*(1%-'(,(&&-'(17.&):. 2(-&*(&'(1-N?(41*((-&%-.5!!

IIIINIB. &&T&2.48 74, (&&O=E(O(! .! (-&%-.*(! 2.-2(%".&¥(! 234204:!! (-&%-.)A*%.1-7!
=(,&=(2'%7?7*.1234204.1-G.C&'T487-'%10%,3!=7,70!P; @04, 11.18%7".!(-',(1.1/0(1.1740-..

') 17=,(-*%*.1 - (-8&%= 1) A%.!(1.1/I0( Al (-&%F*.! -.1-N?(4! &0=(,%.<! .01 &(:7<(3) %'%,!17.
740-.1 2.-8(2%)(-.1 *(! 2.-2(%'". &! (! 'A2-%27&! .=(,7'R,%7&! 4¥0R%A4% EY-&%?(4) (! 7!
7=,(*%JI7>0)7'()  3%27<!(-+D(171=7&Z>() *.1(-&%-.1) K%.!7.1&0=(,%.,1&(:7!2.-N-07!
(1-G.17=,(&(-'(1'7-71*(&2.~%-0 K7 * (<12.) . 17>., 75! "1 #&'T14(2(,10) 7196(,* Y& 2%& %* 70!

O* (1 +7":1 (,(1 2(,".&1 2 ~'(S*.&! *(1 TN&%27! (! 74>T8! %*A&)T7() 3%27&5! U:! V,717487,1 7!
W2.-($074%J7DG.X! T4A)! *.1 2.'06%067-.1 *140! &(:7K7=,(&(-7,! .&! 78&=(2'& '(R,%2.&<!
8%&'R,%2.&! (1+%4.&R+%2.&!* &Q&AP&!2 % 10%DE(&!=7,7!716 73%627!(1.0', 7&!12%K-2%7 &/
9+.'0 (-'(1 ,(2.) (*7*7!-.&! IYB#6&;5! Z;! V,7174872.)) *(4.8& )7() 3%2.&<! /(!

O 17! =.8&&7)! &(,! 287)7*.&! *(! &YHA(&<! (&', 7-&+.)7)! ( ) ! =7*E(&! 2.-+%32(%&! M!
2.) =,((-&G."*(1&% DDERC=,.1) 75!!

Q.+ >(,7420) . &0)! (-&%-.) 7%6&!.14() 3'%21.! /0(! AFY6?04>7+2L.1 -7
(*027DG.1 138927881 +0-*] (-741(1) A%.;J07-".1-1-N? (41&0=(,%.,5!6(&)7&!) (48.,(&
(&2.47&! (1 0-%7?(,&%*7*(&! &&'TAF *(&%>07%&! -.&! &(O&!.88! ) '.*.4.>%7&<! +. & *(!
7274%7DG.<!=,.=.& 7& =(*7>R>%ITHLI B0, 75! B.!-. &&.| &Q6&1*(1 (-&%-.<!=,(*.) %-Y I7!
+7471 J&E&Y?T! (TR&Y+%627-'(<! =, +(&&TMEE) (=7, 7*.&< Y41 =7>.&<1 =.02.1) '%?7*.&<! Q)



#PYR('&)*&++,-(1.&!OLA(+!2("M+/0/' &! JOL1#(BU&! / #./!-/0(,4/% 94 ,+!(1.,20(%".(131&!(!
[2'&#.&'5164#78(9!:1 2'&* +(1'&*(#;&*&'<! 7T&YHL % &#+ #(! . &! =/7&%7 */' #(1 #7?-&0! %, (! 31&!
#8(! 7&%+,.(! +/7, 4N (9! Y +! T&%(+! /' 2(+,B,./.&! .& ! T(‘#>COQA ,+! D*(# &)7h0,4.(E5!
F(:% 9/"™(#7&)71/0,4/G8(!/(131/06&'&@," ("#8(17'/7/'+Al.[+!131&+THE&+!*(7,.,/#/+9! T§(1& %4
107, 9%68#7&9VH .&! 1%! *(#78&)7(! 31&! .&-&H+, &'/ "1 (+ [+2&* T4 ;,+T A" *(+9 @+AE+9
*(#*&, 71+ &I2& JIALX(+! . (F++1#T (1 &+ 7L ABVF('7#7(9!:1 2'&* +(1 (1 2'( @ &++("*(#;&*&"!
(+19% 7(.(+.&! H#-&+7,1/GB(1 1 +/.(+1#/"*(#+TLGB(!.(+!+/B&' &+ WB&6>T ,*(+91*(%! 7/%B %l 7&'!
*(%2&734#*,'2/'1'@('%0/131&+7H&+!31& ! IO&RK!' & @0&)8(!.(+!/01#(+9!&!+&#+,B,0,./.&!12/'/!
12°&* I ' 1#0,./.8I&. -&'+,.|. &I1#/1&0/B ('/G8(1.&!;,2A7&+&+!&!+(01GH&+!.&! 2R Y%
K I+/0/! .&! /10/' &+734./1 -&41 W/ ,+! +&%V7'/7,-(! &!(+! /01#(+!*/./' -&A4! % ,+!
&t HT&'&++.(+! & +&1)(.800(! *O>++¥(B/+&/.(1 #/! TIH#+%++8(! & *(#;&*,%&#7(9!
%&00(',4/G8('&!'&2(.1G8(5!L'&,(9!'+&"12'&* +{VB/O;/' /'=/7&% >7 *'#(' &#+ #(1%.,(!1#1% /!
28'+28*7 -'.&! %6, Yo847(9!-/' IG8(YL./#G/ON/* (% &G/ 2&0(+1*(#* &, F(31&! 7'/ 14/%&+T7 I+
p [ FN(HI* (&, T (+!.(1*>0*L0@B(C+7/#./' . 5IM/1-&' .| &I [+ H(GH&+! .(1*>0* 10 (1 #8(C+7/#.I'.!
+8(! 1% B(% &)&20(! .(! 31&! #8(! :! &+7>TI(! 2'(*&++(! .&! &#+ #(C/2'&#.,4/1&%./!
=/78&%>7,*' N! :! @&*1#.(5! O'/! &+7>1 8@ (%0,./.&! &! (/! &% ' *(#7'/.,G8(! *(%! /+! ,..,/+ !
HT1,7 -1+ (FHOL#(+5! P1INR(T1#,.1.&121'1  1/2'&#.&1 (%! -&'+, [.&) (1 @1#.1% &T(+!
.(*>0*10(5'6),+7&%U@&'&# 1&WO&I?7/%2(++,B,0,./.&+5!



CAPETULO |
O DESENVOLVIMENTO CONCEI TUAL DOS INFINITfSIMOS
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Rcc19!;<RX4<!_1:*$,7%;'/C,\1#,(185&8J.-7,(1$*& 17,&!,(1*$(%6.#,(! E.-#,(1;$6';,6-7'/C,!
#,(1-8)-8-.+(-&, (9!,!G%$!,(16$5'T'11#3$)-8-*115'2'& $8.$!1($%6 (11 'R, (1$!"1%(*11($%(1&. #,(1!!
6-5*$&8.$<! dC,! +! #-)K7-6! 7,876%-*! GY%HNIWREHM! ,8#$! Q$*&l $(7*$5-'1 O! +! -**$6$5'8.$<!
Q$*&.!8C,!$:;6-7";,*G 98!)'B! O!-2%'6!"| BES! ($%0(! (%7S((,*$(!.'&&!8C,!$:;6-7'&<! O(."!
)6.'l #$! $::6-7'/C,! :$*#%* %! '+ | 'E'8#,8,! #,(! -8)-8-.+(-&, (! ;,*! €'%7MU9! T,6B'8,! $!
f$-$*(.*'((917,& , ' &E+&I!'.+1,(I.*E'6M, (1#$!_E*M'&b,E-8(,8<!

nnmnnile, 8.%#,91$&8$6'/C,", (17,87%-. (/&' .$&J.-7,(9"; #$& , (\#-B$*1G%$!!

matemiticos eram mal definidos; julgavam conhece-los, porque os
representavam com os sentidos omam imaginas<o, mas deles s— tinham
uma imagem grosseira, e ndma dZia precisa sobre a qual o racioani

pudesse atuatOg hde bL9'RccX!;{ 4<!
!

1
110"41g,8., (1, 8#SI1S @A IGI( $'8%6'KI111)



HINAESIS %&'()'(! )*+!,-..1  /01%18&8 &2(&3%AHYEP0$H(58%+9'& o4 () B 86%0H69+()!
&)! 1%;1&)%5+%))019&)! :&1&NAF (S :1(74%RK) '%! 01%&<! 6&=&! ‘%! 3&19&>?(K)! PO=9%
6&5;%56% XB&B1&)%&5'(! C61D9E! FG'H"I<4%8L(&! 6&5;%56%! +(5)9)69&! 5&! :1(+D1&! %!
$*6('()!:&1&!%5+(561&1! &! 6&5;%5686!&EI$D13&! I %dD$! '%!)%D)!:(56()! A<!+($!'D&)!
6%5'K5+9&)! "%$1+&'&)L!;%($19+&! FI&384INM129+%449<IN&11(O<!PDQ;%5)! R!:1%B%19
$*6('(1;1%;(1M"%!N1&+I(+S59(($3619+(<!1)%$!1)%!: 1% (+D: 4 $MBF6 (! +(H!(11)%D!119;(11!1%!
&4;*79+8F T 186<UYR 1 6% )\ BIWEL49NTH &6<!'WEXYH!!'%)+HBD!DE *6('(1:&1&
%5+(561&DHOH )!1%!$59H()!&46%1&5'('DEP+(1&!3&1903%4 8P D&>7(1&4;*719+84Y81
%!1'%09=&5'("&!&46%1&>?(11'%)&: &1 %+ZoHIRNAD %! 8(/%! +EF&E) !'%!['9BY% 198&>T@!!
#))%! $6('(! B(9! ;%5%1&492&'(! @$|H! : (1! V(885%)! PD"%! :&1&! +D13&)! &4;*7198R)! $
1%189)@!&)<!8:%)&189U069+()!/0!'%698ER.19H88.5; %56 %6)<! 304N%$6! +%656 1 (I'96))6&!
*(+&<!&'1%4&>?(1%561%! 956%;1&4! %! '9B% 1 Yd5 7288 <53%3)O$! (! (D61(!)_'B(9
%=:49+&'(1%$!GX al:(1'N&11(O!5D$R B (%($619+&!'"9BS+94@!!
Hnnnpe: (+&! 1%D5884(5'9>c%)k 1&!)%! +(5)696 D9 1<! &KEABDA9)%! 95B9538%3)0%
ZD%! 8(/%!58%+%B +($ (! +04+D4(@! b! 9* %! (H 95&56%! %1&¥E&I(! $ (39$%6(! %o<!
+(5)%Zd%56%H6%<!&!'&! &>?(<!&!'&!3& 1 % DUAKL5) Bt PEH<!'%:%K5+9&<!3&1903%4L! (5'%!
%5+(561&1! (1 95)8HBE $6H069+(! &'%ZD&'(! ZD5?(! ) ($%56%! 1%B4%69))%! %))&F9*9&)<! $
ZD%!&)!6(15&))¢8h1&+9(58492088693@1'&' %< tZcnicas estavam ~ m<o, o que faltava
era um senso de universalidade das redFdf g #h<G"'i<l.@G I<!: (9!
nnnmnnnnnnnnnicada problema exigia uma abordagetdifierente e osucesso dependia da
engenhosidade geomZtrica, habilidades comgabfh e uma boa dose de
sorte. Era peciso estabécer procedmentos gers e sisemiicos que
!og)r"r]r:.itisse resolver comiefcia e eficencia os problemadg="bfh<!iaaY<!

"D96()! B(1&%()! B&6(1%)<!"'%! +%16 & BER615()! j! *&6069+&<!:1('D29'()! :%4()!
$(39%9%6()! F1%4&>c%)I! '&! )(+9% '&'%!+ABIO7DS1&&1&! (! '%)%53(43%H(! '()!
95B9596*|9@!b!952D9%6&>2A%!()!)(71%! (195B9594(!(1 +9(5(D'9)+D))c%)!B94() B9+&)!
+&4(1()&)K! (! 497%1&UIFI((E%! ZD%! :1(:(29(5(D! j! 7D1;D%)9&! &! 7&)%! 6% 19+&! :&1&' &
$D'&5>&)!:(4S69+&)! YRAHO- &) k! &0o=:4(1&>H KL S6SB/0!5()!)*+D4()! ,-1%!,-.1ZD%!6958&!
(11(7/%693(!15?(!'%9=&1!5%58D$! +&5H DBE[(\ !)%0%$!)%1!39)96&' (k! (!)9)y68%49(+K5619+(!
%! J(:*159+(! ZD%! %%D! 5&! B@%$%! :%5)&B9;%56%k! N%:4%1! ZDYD&(HB4%9)! )(71%! (!
$(39% 9%6(!1:4&5%6019(! HB(O! %! 3B 3%2!:(B('&)<!&!+(5+%:>?(!;1%;&!'%! DR IH019
;% (+K561%&!$%+059+&!+884%0)+@!,-... @k!%!(D61&) @!!

F1IA(56!+95684'% D$& BD 8@
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Mg &%'()*¢-.! /1.0 0*1.1/(! 2.,%1(,-3'%! 4%1%0*("*5! /F8B0.! /(! 8%0*0(351(*9:;5!

* -*-30%/.Geometria indivisibilibuscontinuorum nova quadam ration@omota, 6(<3,/.!

=-'3*>1 2"@A@5! &B"®&SHBUEOU um ncemero considerigtel matemiticos, em diferentes
pa’ses, a estudar problemas que@wmam infinitesimaid!G%'%!.!H*6-."*%/."11(6!?"@ @ ;D5!%6!
'067J(6!/(6-(10%1".1"(+,-%+1 %! K@ L)"™*-.12)BM"#!%B4BD! (| N'G&BH ?)! PACQP"P! %BABI% +
63%! +-*1%RS.!-%01 (I B! ,%6! -(,-%-*1%6! /(! U(&O('! /(%(H%6! V'(%6! (1)(-.6! 1.03(6B!
11(6!-% W+ 1) H% %! %RS.! &%'%!.1)%'V-&!.0*Y.! (1&.3).1)0%".1/%! .W'%5! 03%,/.! /*J1 O3(! X!
¥Z7)*01/(6).W'*'1.103(148%0*(!(,-( ,/*%!&."\E*, | *1*6 {DFB!!

Tudo irdica que um indivis’'vel dema porso plana dag Z uma corda
dessa poreo e um indivis’vel de um s—lido dado Z uma secso desse s—lido.
Considera-se que uma poreo plana aefjormada de uma infidade de
cordas paratlas e que um s—Ilido siejamado de ma infinidade de sece>es

planas paraleasB!?I[I=5!" @ @&BRIDB!
I

G.'X+14%106(* %'<3¢, -%1%! O3(1Z%J(,/.! /(60*J%'1 )%/%EBO(+ (,-.6!/.1).,T3,-.1/%6!
).1%6! &% '%0(0%6! /(P84&.'RS.! &0%,%! /FHHD. <. /(1 6(3! &'L&™.! (*Y.5! /(1 + ./.1O3(! %6!
(Y-'(+ */%/(61/%6).'/%6!%*,/%1/(6)' (1%3+).,-%-.1).,-7,3.51%!V'(%!/%!,.1%!&.'RS.1&0%, %! X!
*<3060! \! /%! ."*<* %05! 3+%! 1(J! O3(! Y%+ WEL6 BEA6! /%6{6+%6! ). /%6B! G'.)(/*%,-.!
%,V0.<.11%0(1&%'%!.6!6L0*/.6B!

IIINGY%'B(T  2"@CMDB! +X%./.1 /(| 4%1%0%("8.] H%1*o4IH3+! &'.)(66.! /(!
%&" . Y*96RS.1).,-7,3%5!, (k+ *66F(1-(+ .65!1&.611(0(!!BH1%!IIb!(6-'(-%!)(6&.,/,)* %!
3+196134/.6!(0(+ (,-.6!(+1/3%6!).,Z*<3'%R(6B!"(,H3+!(0(+ (,-.! ('%!/(6)%'-%/.5! 03%003('!
03(12.66(1%!/446S.B!I5!!

Os indivis\eis, ou infinitZsimos Xbs, eram aplicdos com tanto exito a
problemas de mensuras«e freas e lames, que postulad fundamental,
que geralmete reebe o nome de Oteorema @avalieriO, permanec
intacto nos textos alentares atZ os dias de hajSe dois s—lidos (ou
regi>es planas) tem alttas iguais, ese sece>es paralelas s bases e a
dist%oncias iguais delas est«o sempreandada raz<o, ent<o 0s volumes (ou
treas) dos s—Iidos (ou regg) tambZm est«o nessa meg@zo.!?22$blc5

"@@&BDB!

!
4%1%0*("™*!-%HENXE W.'%!,S.1(,H%!6*/.1.1d,*).1%! 3-*0*J%" 9%K¥*%! /.61 *,Z* *-X6*65! &.*6! %!

+ (6+ 9b(6-%1%6(,/.! %+ &O%Y(,-(! 36%/%! &." &(66.%6! O3(! (6-9824b&%'" /.6! &(,6%6:+.6 !
+ %(+ \L*).6! /%! X&.)%5! %! %&0*). 386 06/(1/(!,.1.6! & WO(+ %6!/(1Z."+%! (,<(,H.6%B!
22$blc5!"@@PDB!

)%'V-("! &.3).1)0%'".! /.6! *,/*1*671(*65().,H()(! O3(! %6! */X*%6! /(! 4%1%0*('M€pEesentam
ferramentas poderosas para o cflculo de freas e volumes e, ademais, sua base intuitiva pode



facilmente tornar-seigorosacom o ctlculo integral moder#8%&%'(!"))*(!+,-./0,!112345!6!

27788 ;<! 21 =<>;3?28?27?<! 227! 7;27! BP6B3@97875! A<>53B<>872! +344IHU8>57!
>534<935AD3<57,! EXF<HG5! 7K<! A<>53B<x=BAb! 2+2A<><!I<BGH;37! 4RAEB57! ?5!
A<3527?5! 9249 C18>5! IA278G<8A5! %G53! JZAI<Z 1539 ?<! 28K<A757! GBKAS57! ?<?8>2757! 2!
<37835!7271876824PC48>27!357!3LK<87!7;+<ABEAK!9

+AC48>5!?51+A83>L+85! ?<! MIZEAE8R2AS; G2A! 5! KEPE B! 7H8?57!<!5!<3;3>82! 72! 7<H;834<!
=5B820Sejam A e B dois s—lidos. Se qualgleno horizontal secciona A e B segundo

figuras planas com freas iguais, ent<o vol EAyol (B)!

K<A?2?<8A5!<!1?78U!:;<I6!+G2;7LK<G!5I7<thig@Aitks/muito finas, de mesma altura, cujas
bases tem mnesma frea, tem aproximadamente o mesmanve#!!WIK<A?2?<(1+5?7<R7<!?8U<Al
<IBIKSEG;K!I?<I>27221 7TNG8?5! 6! 2759727 =2A82;! 7<X2(!5!+A83>L+85! A<?;U!5!>CG>; G5! 2
K5G;X7!25!>CG>;G5!2<! @2 2! J2%")"2(!+,YYRY)0@\!Ztodo mais eficiente e geral

que se usa hoje em dia para @bas f—rmulas do volume e da trea dos chamados Otres
corpos redadosO(cilindo, cone e esfera¥ o ctlculo ifinitesmal, com a integraso de

fune>es elementareg!!!

[5B3N\ 2GGBZA2!%K<7!$"))*0(RGG87!=5823r9 24<9AN8>57EB71>2+2U<7!<I83BT!?<!T<;
4<9t5,IN58!;91?7571+ABBAS7! 21 ?787>;48A1 2¥2%1 388! >; AK27!?<!7<H;3?5!HA2 (K<QJ)! ?<!
>5378?<ACRG2FIEE9 a<7!?<!;0>53<!I<(17<@8KA5(12+<72A! ?<I12BB8B<A=<8"a<7!GNH8>27(!
9 234<K<R7<!I'HB!4A242?5!bWP<G5!+5A1845712357,IW<77<! GBK ABRABRIBeometria
indivisibilibud ?<! M2K2G8<A8! | <(! 7<H:3?5! '4A;8c! $")Y)(! +J5 S&us/ mZtodos de
relacionas<o com processos fimittrios erammuitas vezes grosseganas ele oleve nove
resultados. Introduziu sZries infinitas eoputos infinitos e usou com grande arrojo
expoentes imaginirios, negativos e fracionf#bs.

i di<k8?<34<!:;<121:<74Q5! AtAL7Q5!1571183=8384778%53483;2e!!<34Q5!+57<9
+<AH;342A0!5159742! 87682! =58! <74;?273Kx587872! 2! +2A48A! ?5! 76>;G5! g&hh(! >59! 2
83K<3'Q5!”28CGE5! ;<! 6! >5BP<A2?2! 2 8K<3 Q5! 783H;G2A! 32! 2289 2('2N ;<! 357!
A<FHA<I257IHA<HS57!+2 A2REB?<Al5! 7<;TRBK5GKERI5! 25! G53H5! ?57#639! P7!876827!

<! =;3229 B49! 5! >CG>;G5! =8A297>;48?727! +5A! 8387! 949 G18>57(! ! 5!
A<>53B<>&M5!25714A212GBAKA53!<9/[*R//1<N1?<+587(1183?7<+<37<3434<(11J<8I38U!!!

$"SUASH578 Q5! < 12K <T<AIBK2?2+2A217A12>4B>595IK<A2?<1<9:9 21?7<4A9B2?2145A8! !
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$U "&'()'&*! +$,$)-$! /! 01/2$131-%! 4+$5%! 0/3! 7$33%0$38%$91+/! ;;$! <.57.,.! ;%
=$2$3.51>.?@/!0.3.! .-1 3$=3.-! AB! $CIDI $278/! +$-$2,/5,$3.9%6! %E7/+/! =$3.5! 0.3.! -$!
$28/273.3! .1 7.C.1$%% +.2?.1 +$! 03.718.$279$! :;.5:;$3! <;2?@/F! G--1%*! H$I7/2! $! J$1921>!
-$3@/!-$03$!1%281/2.+/-1A;27/-18/% 112,27/3%-1+/'8B58;5/F! KIB6*!0/+$)-$!.<13%!:;$!
8/%!/18B58;5/!-$! 1B1/1.! domesticas<d+/!112<1217/*1 1+E1.!:;$'108%<.-812/;!/-1-B91/-! +.!
L3E81.1G271=.F!

$IN1-AL.+/3IN/5.2+0-IP73;1Q*!:;$!73.9. HUI R7712=$2!$!2/\ STK*IRJ-7 .+/-IV21+/-W!

Um mZtodo geral de diferencias<o atégras«o, derivado da compreenso

de que um cessoZ inwerso do outro, somente™xde sedesoberto por
homens qualominaram omZtodo gemZtico dos Gregos e de Cavalieri,
assim comams mZtodos algZbricae Descars e WallisEsteshomenss—
poderiam ter aparecido depois de 1660, e na realidade surgiram som a

figuras de Newton e Leibni4APKXVTY*I"ZZ*I0F ).!
I

$CO3$--@F! 83H7.+!.1J$1921>1 B! 7$3! 12,$27 ;% ! -1-7$%+$! 2/7.?7@/! $<18T$D.3.!/!!
+$-$2,/5,1%%$27/!+/'8B58;5/FIH$I 7ID/3EM 03$<$31.!8N6;.1 12,5272 @/ +$N\M 7/+/-1 +/-!
<5;C"$-]F! !::$!8N.%80/-! N/AS! +$!\:;.271+.+$-1.31B,$1-]! $5$! 8N.% +$!\<5;$27$]F! M.3.!
S./314# " (*10F!""(6*103/<$--/3!+$a1-7b31.1+.1S.7$%518.12.3/c/5.1V21,$3-17c*! $UAN 18.=/*!
Oa escolha desta palavra revelafumcionameto de sua mente. Mgon era tanto f'sico
quanto matemitico. Sua vis<o de mundo era dic#porande tudo se encontrava num estado

cont’nuo de movimento, causado por foreas conhedidas.

$-7;+/-1-/9 FI-E31$-112<1217.-. 713 1531 7E7 18.1+$1e55 HIU--$I$- 74/ A;+/;1.1$-7$2+$3

1 7$13$9% +/1 912f%1/ 1 .1 $C0/$27$-! <3.81/2B31/-! $! Zh-! $! g! +$-8/9$37.! +.-| -E31$-!
912/%4.1-F!d/%-1-E31$-1912/%1-1$-7.9$5$89:7$/31.1+/-\<5;C $-]!1(B.! 7/+.-1.-1<;227$-1h!
5=E9318/-; 173.2852+$27$-F!i;.27/1.12/7. 2@M$I7/2! ;- .,.15$73.-1027$.+.- 141, %Cec*>B!
0.3.13$03$-$27.3!/-1\<5;C"$-]1$!5$7BA0/27/-14,*C*c*>610.3.1/-\<5;$27$-]F!

3$03$-$27.+/-10/31*IC*1c **I>**1-2+/1"14>$3/6!\;% ! 1;.271+.+$! 1 2<121 BH2E$! 0%:;$2.]F!
M/+$)-$*11-$=;2+/11H$I7/2*11$%:;.5:;$3!103/95$%*!11+$-03$>.3!11/-1117$3%/-!11:;$!1.0.3$88%

4™61_1 78 35%! 912/ %151 0.3, | 0/7C281- 128B-1$3.1 8 2NB8H/! 2.1U; J 0.10$%5 ! %2/ 1 +$-451 "k# *14 _mUXH
"Z'nFIOFH"6FS.-18/,98! IH$I7/2!</32$8%$31.-1$C0.2-"$8/%/ 10.37$H/! -$:1%E7/+/1+$LE31$-112<120BH/57.!
+$1"&8n) 8K F

! "
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B+:2$-.18%2! C2D"-1!,2%! =E/(-.1 2>&-.1 21*$ -1 @%11{!-| F$G'- -! -| @&Y%>H2.1AI B2%!
)-1'-L 2D+ (H@-(*-1.(,2/+/!, %+ |=+/(E2(.1BIR). 21/2&+*(-4$ 1+'/+=G.!, 21%$128%+;<-Al

8Y0+1'(,+,21>12/+1%-1.(, 24, +1*-$ - 106$+18%+1'(,+, 2! F@&Y6244Z(t 1L ,-1*-$ 11-11'2$)-AllO(5(+!!

C2D'-1PDeixemos que x flua por um tempqgueno, de maneira que se chega a tornar-se

x + dx, onde dx Z um acrZscimo evanescente ou infinitesimat. Temos ent<o:

(x + dX)? = x* + 2xdx + (d¥?, sendo o acrZscirde y igual a 2xdx + (dX) A raz<o entre os

acrZscimos ou incrementos Z:  2xdx 9{eb@x + dx. Deixando dx desaparecer, a raz«o se
dx

torna 2)A!

2>)[2. AN+ +>+] 21=+/(+;<-1,2151281'2/$.1 +! "+>+] 21 =/ (+<-1, 212 121 32X 2/ +1)+/+!*+,H
)-1'-1Y4>?6!,+1*06/=+Al

-"2/X.2XEP!
HIINEWIEY S SIWIESASEIWNASE VI+A1V19+> 181 X1+ 4881NW!H+> 21 W3RV 1+ 2 P8 W !
HITINIHERI2BIX AV I# 91231V I#24° 8611 X 1 4’BE M3

$-$ 211, 218%+1'(,+,2.L1-.1'2/$ -.18%21 2.'<-| $%8&' ()&(*+,1)-/1 2&21 .<! (1.(7L(@+1'2.1 2$!
[28+: <14 1-%1- \)-/+1 -L1/2K2("-X-.121@ (*+P!

*$ -1.21,-1 =2&-*(,+,2.L1 ! +$:G$ | (,21'(@(*+ %$*2/'+! ($)/2%(.<-! 1- .2%! $-,-1 ,2!



! "#

$%&'$(()*+!,(1(-. /*0*(11231()*14$*(516)*178987:$(7; 7(8,<!()*18=.$"*(19787:*(5!>;. /2. @!
::01&*(7A)*1$(:BI0*$M$! (3" EQ; "+ F$:*8@!&*2.@!:$8:*<I$(EO0; SEHIONS!*/;! Principia
&F1'$I$:$1;(1 &' 7. $7:(1 7TDT;0 '<DS(! (*/'$! * (! 78E'$.$8:*(1 178978. $3:$! &K <$8*(3! 4.

1. *.$8:*(3 $!;(! D797E<0D;D$(! K<$! ($78'IC ! D;! E*.&'$$8()*@! .$0L*@! D;! 9;0:;! D$!
E*. &$$8()*1D;!:$*' 7;!D*(1190<% BB E*8D<47!;!.<7:;(IE*89<(M$(1$!;!<.;| E-:7E;1 ($I$";!
D*I/7(&*IN$'O$0$P+!

HHNHNNQ: (18)* 2(R7 ((*SE*. 11 78J$8A)D*EBOE<®H0J$:. 1($!&*/0$. (I C$;7(E*. *T!
Dada uma arva e um ponto P sobre ela, define-se a inclinas<o da curva e da reta tangente ~

curva nesse ponto.

D$($8J*0J7D*! $! 9<8E7*8;0+! 6<;(! 7TD?7;(@HI$®S! ($! D79$'SBE D;(! D$! F$G:*8+! Z(
7D?7;(! D$HS*8! ($!/; ($;J;. 18;1[-(7E;!\I $0$! E*8(7D$";J;! <LOO<WH)E*. *1<.;!:;%:! D!
<D;8A;@!*<! J$0*E7D;D$@! D&¥&* E<Y*KJ7 . $8:*I E*8:-8<*I C$",J;! ;' E<'J;! P11 970%_ +!
“8K<;8:*IK<$!;(17D?7;(\D$IUST/8741$(::0;.; 7(B'R%T. (ID;![70%(*97; @!D*IK<$!D;|[-(7E; +16<;(!
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/
d

P.




! "

34+(/5416671+8&./+42- &1 (1'45(15(/ Y8/541446=1+4+. < &3 (+>('1(*&* &'01&16 7$%B':-41@!(!
5(/%4/54124041(1./+,./(01&!2(134+(BHB67A!

Vo)! 24/8<./(2&F(1241:2. E4'4/4,1 241 G=)! 3.8&.,.D(2&! *&Hy) | +&<& 5 8@ ! (12.E4'4/0(14/5'4
X1 4 X0)124/&<./(/12&F (1241;2. EA'4/+.(,1241H=)13.<8&,.D(2& & 1!

&!'43-,5(2&! &85.2&! @! 94'2(24.'&! R[\]*Q)! KIK8T)! &!I@&28&! (2&5(28&! (*'434/5(! E(,>(3! 2&!
*&/5&12419.35(12&!".%&)! 9.3581 24 4H*4331&! RUUT! *('TRERIUE./.5(<4/54! *4:-4/&=! @!
+&/3.24'(2&12.E4'4/541241 DARE&! 2(14H*4331&! RUUUTRYDT!4,4! @!+8&/3.24'(2&).%-(,!(!
D4'&)1&-134P(8. (| @! E4'4/54BDA'&) X&' (!@!.%-(,|(\D4'&!Z1&):-4! @(-<&/5'(2.01&AI6(|(
[&'%43IRNKKNST)!!@!1435'(/>&!1:-411B4.8/. RS I@& 112(11B_%.+(!1/1&!154/>(11&834'9(2&!!
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$%8.! '(&)*&+,-! ./0(&120! 3ptinc’pio da contradie«o” 3&! 56)/7&! 8(9/7&! &O0! -%;*-)&*! O
%<,030!3-:7*/,01&7/%!!

79(7$0?!:0*-%3&! %:%&! o;*-7/:20?!;0/:2 &($%0&! .-H-:10:1:-$:!3G?!13K!:20! 70+:/3-*&30:!
AB&+,/3&3'1+/,&:?10%*&:! .-H-1 A$&+,/3&3! Y%-+0*-:! AS-| AS&(AS-* BS-,/3&3:)) +'[7&,].&P
;0*<%d+20'+$(&:!-103&1.-H-1+$(&:

W-*X-(-KID"#YZ! [ "\Z]F!'-HI% "\|M & *-1;-/,00 - 3-1 $9%&! 7*,&! AS&+,/3&3-! [+'/+],-:184 :-*!
70+:/3-*&3&! 0*&! 70%6-201+$(&?! 0*&! TWHS(&?%! $%! D+,$+3-+,-1;&'(-,0l A$-! -:7*-.-$!
/+,/,$(&30b analista, ou discurso dirigido a um teanttico infiel, donde s<o examinados se
0S objetos, princ’pios e inferencias da anflimatemitica est«o formula de maneira mais
clara, ou deduzidos de maneiras mais evidenteogumistZrios religiosos e os assuntos gé fZ
nnmnW-*X(-KI A$-! &(<%3-! :&7-*30,-! -*&!70+@-7/30! 7@%'/(6:0'0?! 3-+0%/+0$! &:!
A$&+,/3&3-:! [+'[+],&%-! ;-AP- +&1 31 '&+,&:Y&:! 3&:! AB&+,/3&3 3-:&;&*-7/3&:! -] -]
*X&! & -(&:! 70%]! n«0o s<0 nem quantidades finitaspem quantidades infinitamente
pequenas, nem nadd.DWabca5ad?! &;$3! S>QefEV?Tg\M?! ;="4"F=!h&:! A$&+,0! &0! UG/,0!
0B,/30!'- (&:!&;(/7&1T30!'89(7$(0R-)$+30'WE)-: | DAMMBB W-*X-(*B!-G;(/7&.&0*! %- /0!
3-1$%&lcompensas<o de errod ?!/%;(07/,&! +&! &&120! 3&:!1*-)*&:130! 79(OP! /47/&(%+,-!
'&(&I:-! +$9&! - *&+@&! _70/+7/3U+7/&) -&*:478&+,-! PPi! 70%&! *-,&! ,&+)-#+! -%! P?!
70+:/3-*&+B! &! [+7(/+&120! 3&&H, &+)-+,-1 NS& (! /+7 ([+&1 B8 :- 7 &+ PPik!-%8:-)$/3&?! +0!
79(7$0!3&!*&H20! 3KIBE? ,*03$HMB +0.0! -**0P;0/ :! 3 0*&! <! 70+:/3-*&30! 3/'-*-+,-1 3- H-*(!
0*&!<!70+:/3-*&30!)$&(! &' H&0=!-**0:?! :-)$+30! W-*X-(-K?!:20! 70%+:&30:! $%8 70%8 0!
0%$,*0?!(0)0!0!89(7$(0!+20!;03-!_7@&%3-18/U+7&?";0/:1:-1;*07-3-1j:17-) &:1-1:- 17 @-) & &!!

D"4RN!AS-! @ -+A$&,0! <2 +20!;03-1 +D! :-*1[I AS-1+&t $&! &;(/7&1R|!56)/7&! h&,-9%69,/7&! *-7-B-! &! :-)$/+,-!
'0%96$(&120J'N%&!;*0;0:/12620!;03-1:- *1.-*3&3-/*&D$!&(:&!&0!% %0!,-%%;0

D"F!>1&($:!1j! 70%; -+:&1D!3-!-*0:!1<B-% 70+ @-7/38& @} 6*/& 3&! W+ 7&=1%!30:! - G%:;( 0:!%&L:!7/,&30:!
*lox L& e- (X1 70%) & :$&! C-)$+3&! (-/Jb_raio-vebr que lga um planeta ao sol varre freas iguais em
intervalos detempo iguais'!DacaC?!ygz?!;=]ZF3
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$%E&'('%! )*+! ,(-%)'+! .+ H )% 0+&! 12(3,! / 9B8+45! 63)(7L6)8%9! :%&;%7%<! '%.&%8(! (! ,2(!
,%)8%)=(>tf@lem acredita nesse ctlculo diferencrasterioso, n« tem raz<o nenhuma para

n<o acreditar em Deus...!.

0&+.%'%)8%,9!0+3,9!!

(oservavaque ao achar sejam fluxos sejam raz>es de diferenciais, 0s
matemiticos primeif@ssumem que e<dados incrementos “garifveis e
depois retiran esses incrementos sumlo qie! s<o nulos. O cilculo, tal
como era explicado et parecia [.] ser apenas uma compensaso de

erros5!D:EFGHO"[#9!08'LMS!
|

NI %! (2,(& (] R(=*+! 12%! 8%)O(/!,3'+! 7%$(B0&3/%3&+! 0+&! ZP63B+! D)+! .(/O+! (!
P(8%/@3.(M9!0+&!,%!8&(8(&" 2%/, 8*+!3+&()8%! 73B('(!(+,!R2) (%8+,""('P(8%/ @B3.(5!
S(! $%&'('%9! (,! .&A83.(¢ram incapazes de fornecema fundamentae«o rigrosa do
Ctlculo, mas inspiraram trabalhos construtivos posterigieslVHWXY9!"1ZI9!05"ZL M5!

| (8%(B3.+,>! +! AKI+'%! S%"8+)! )(I X)BBHo&&(9! BB-)3"! %! +,1 3&#,! :%&)+2773+)
a+)83)%)8%5!E,!:%&)+2773 HO{BI&(/ 1'0+&!18+'(1(1G2&+0¥9), 3)()'+?+9!0(&83.27 @BY%9! (!
$Q&3+,1(8%(B3.+,5! G)8&%! %7%,! +! R&GBI(2%! 6&()=+3,! @)8+3)%! _de+,038(7! D"LL" f
"#gJIM9!12%!R%{12&'+!,3)B27(&DR3)().%3&+N#6210&+R%,, +&!0(&83.27 (&' h9&) HP7 73!
D"LLA#IfI"#IZMIO(&(1102-73.(&!(,173=[%, 11 298 &05!66 3!+ 08B+ & BBBY6\8+!, +-8%!.Q7.27+>!
Analyse des infiment ettis *|D"LILM5!E28&+ 8%(B3.+,!"Ha+)83)%)8%!+!,%B2BEI7 +B+!+!
Q7.7+ %&(! +! 8i03.+! '8)()8%! )(! P(8%/(B3.(! '+! ,j.27+! KIXXX5! h(;+-! :%&)+2773! D"LmJ! f!
"HgmMO! _%+)O(&'! G27%&! D"#g#t! fl "#ZKNI9Bh+(BQ(MBY%! D"#KL! fl "Z"KM9! |3%B&3%?U
_(07(.%!D"#If1"Zn#M5IGI! ((3+&10(&8%!"+!.Q7 124!, %!$b10+0%!)+,!.2&,+,| DBI&B'+, 1'%
Q7.27+91+21)(1B&('2(=*+9! 02)848i03.+,!/ (3,1($O)=(+,9!.+/ +H+1.Q7.Z+!'(,!$(&3(=YO!
R+&(1'%3$3'(/ %8%! %,8(-%7%.3'+,! 0-7B($%6! "#gg5! D:EFGHI! "IInC! GIGU9!"IImC! P@EH9!
nggKCIUVHWXY9!"IZIM5!

L
D"IM! S%p! 73$8F! 9B&(2,96! .O(/ ((! &%B&(%! de+038(79&(" 98%&/FR! +! 73/38%b2 (! R&(=1+20H
)2/ %&E-8%120H' %)+ I (' +&Bp' %l!,3/ 28 )%(/ %6)BbO(&L Y%&BP (,!(0i,I( !/ +&Bo!'%!ck + OF 7%/! "#gJo!
h40()) ! :%8&)+Z 73! &FY3F+2! 02 73.(/ %oPhb+ &' 3840%TEYES!S(! $&'( %9!,+'+ 3,1 83N/ I (, 3)('+! 2 !
+)8&(8! 09%8/39'+! (!_d e+ 0F @ %/ &.(!'+!'3)O%EB!0(BH 0%T! (27(,!'%! h-O()) ! 9! +'B988 1'% 2,(&! (,!
'O+ - OBF,! '+ 0 &6, +8,%Y,,3/ | H 123,%, %5! E! &3%6! -+ 038(7! 8422 %0+027(86! .+ 322! O(&! (!
' R2+H'+ L.Q7.74H+ L A&, 13)8%7%(8EDP @ HOIng 18!

e($3(12/ 1B&AH)(1@.( il 38%,!U.35.%,9%,0%(3 WSYEBH" 96+3!" %'#gg912%! 2Y%)( $(1(1 $(7 (%! +,!
Y+$+1/ 8+, 1IRBUB/ (31431 +/ +H%E&(A(08%,%)],! 0+& ck +0R BD:EFGHD! I #IM




O cflculo, apoiado pela geometria analica, foi o maior instrumento
matemitico descoberto neZculo XVII. Ele @ mostra mtavelmente
poderoso e eficiente para atacgroblemas inexpugniveis em tempos
anteriores. Foi sua ampla e surpreiente apliabilidade que atraiu o
grosso dos pesquisadores em matética da Zpoca, resultando da’ uma
profus<o de artigos paco peocupados com o0 estudo bastante
insatisfat—rio dos fundamentosagsunto. Os processos empadgs eram
freqYentemea justificados com o arguento de que eles funcionavam. E s—
perto do fim do sZculo XVIII, quando muitos absurdos mradie>es
tinham-se insinuado na matemitica, seise que er@ssencial examinar as

bases da antlise para dar-lhes urmadamentas<«o |l—gica rigorosa.
I

2)4Q 54.-%!:(),1:(1<%,01=>7/(2 &(4!@\"AIB!"A#CD!)%!8')4.-)'1%!-5/-+/%6@iRte que a ¥
vos guiarfGH! 1,4'(4),4%6! (,J+),4%! K(L4%,! (! ;&.M! 1(! )8%.)7)2 (2! EJ+),4.0)0(1!
JFL8)2 (40 8(3+(,)1G6! =>2/(2&('4M -%,1.0()! %! )-'31-.2%!' O! +2 E..-(2 (,4%! *.,.4%!
JH)II+(GHI=(13+)/I+(1 2%0%A1)! P.8Q4A(L(1)11(9+)! %! (28'(9%! 0)1!'(9')1! 0%! -5/-+/A6! 1(
2).%'(118'(%-+8)RS(16!(1%689%!0)1!'(9") 11%8( 42") 110)!59(&) 1%'0,5'.)6!(2 18)'4.-+/)'6!
0%!&., T2%!0(!K(L4%!H

0(1+2)1 J+(14W%!-%,4"0.4Q" )H! €)1! ,AWBB{BH(! (1=>2/(2  &('414")4)20(1]! I+(14W%!
%1%+ 0P (,4%110%!-5/-+/IKEN %! (142 1+1),0%!.03.)11-%,4")0.4Q".)LF!!!

@ND=32/ (2 &('4(2 8(,P %H(14) ,4%(2 18'% 7Y W4 %'(2)1*+ 0)2 (,4)/10)150(&)8 @*(1+2)! (J+)RWASY%, %2) /!
-%28/(4 *@QY!Z20(19") +,! t"14218(/%2 (,%1H2)!"). M-%28/( O)DI+{19%!4(%' (P 3!-%, P(-.0%!,)}f),R)!- %R %
4(%'(2)10(=>2/(2 &('4H!@IB6! "nhNDOH
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4(2(/70'78)(/,0!4-19-,()  :,81-;12(<./40!=0>(+""#@ABC!D'('E-F8-10*G(5H(2!-!D.'(+!30+! (22(!
-22.) 8! 1.(148E(+(/18-82! 2&M*0'02! 3-+-!1.-/,84-4(2!|. (1260! F(+0!}2!/0! (/,-/,0! 260!
.-'8,-,87-)(/,(N48E(+(/,(2;11) -211/60112(1(/70'7 (+-11/-21148E81.'4-4(2112.,82111.(11-3-+(1(+)
)02,+-/4012(+!.) -1-,8,.4(!8/<K/.-!-1+(2,+856@(8,-! 3@! D.'(+!-! E./SH(2*() !10)30+,-4-2}
?=LMDN;!"#@ABC!O0+!0.,+0!"-40;!22®)1.(! 21+(7(.!()!'"@PP;!0!'<+-/4(1)-,() :,810'QC!
D.'(+!() !2(.!'87+0CtlculoDiferenciajl 20*+(!-14878260! 30+! F@BRte uma infinidade de
ordens de grandezas infinitamente pequeqas, embora sejam todaguais a zero, devem

ser distinguidas entre si, quando olhamos para a sua propore«o mcaetua, o que se explica por
uma raz«o geomZtrical?-3.41=LNTDU;!VWWV1;!13C"BC!

20*+(!<=-/4 (F-2'8/E8/8,-]/,(13(l.(/-2!,04-2!8<.- 82!-!F(+0830+2Z)!48E(+(/,(2!(/+('28(!I. (;!
-+8,)(,81-)(/,(1/60!2(1304(! 487848+!30+!F(+0;!30<«@)(,+81-) (/,(;'4-+[2(!.) !jeitinho!\!
G.2,8E81-,87-! 8/,(+(22-) (2! 304() 02! 0*2(¥-+! I.(! O! 3+8/1J380! 4-! /60! 10/,+-48560! Z!
-++-/Y-40)\I]todas iguais a zero, porZm, diferentes entBC$04-78-;102!+(2.",-402!4(ID.'(+;!
4(1$%&')*(+,! (14(10.,+02!) -,() :,8102!40ZA.'0! ‘aad B+-) 1-228)8'-402! (1)-82! ,-+4(!
A(2(/70'78402!14(!.) 130/,014(1782,-110/282,(/,(C!!

mnnnmp (+;1) 1402) -80+(3!-,() :,8102(!,040202!()302;! (21+(7(.1.)! (X,+-0+48/:+80!
/b) (+0!4(1'87+02!(802C!L!'874#@troductio in analysis infinitorup0*+-!() 14082!70'.)(2!
3.#81-4-1() !"@Ac! Z! 10/284(+-4@!-'81(+1(! 4-1)04(+/-! -1 82(1)-,() :,81-C! O-+-1 =0>(+!
2"#@AB;!D.'(+!48)0.1011:'1.'01 48K +(/18-"1 (10!) Z040!402!E'.X02!(!,0+/0.[02!3-+,(14(!.)!
(/28/0') -82!<(+-"14-19-() :,81-d!-!3-+,8+UZ!1Y-}40!]-/:'82(S![! 0! (2,.40!4(! 3+01(220!
8/E8/8,0C!e0814023+8)8+02!'},() :,8102!-4(2(/70'7(+!-!,(0+8-14-21 E+-5H(2!10/,J/.-2! (!
10/,+8%.8.1/0,-7(") (/,(! 3-+-1 02! 1-) 302! 4-1 <(0)(,+8-! 48E(+(@';! 1:'1.'0! 4(! 48E(+(/5-2!
E8/8,-2!(11:'1.'014(1 7-+8-5H(2;!-"ZA(! (/+8l. (1(+!-!,(0+8-1402! /b +02C! 9-2!|.(+0! +(<82, +-+!
-'<)) -2110/,+8*.85H(2!/0'/37("4-19-,() :,81-1(0) (/,-+;!'+(E(+(/,(*-!/0,-560;!8/,(+(2-/,(2!-0 !
1J7('"") Z480!4(!(/28/0RX)!3-+-!E./5SH(2&!3-+-!-1*-2(1402!"0<-+8,D2!/-,.+-82dH, b, d3-+-102!
'-402! 40! ,+8f/<.'0! &=gd!s! 3-+-! 0! 2() 8(+J)(,+0! 40! ,+8f/<.'0! &=gd¥r 3-+!0! 8/+&! 40!
,+8f/<.'0! &=gd!R! 3-+-10! 18+1./+-800! ,+8f/<.'0! &=gd! 43-+-120)-,h+80d!3-+-!-1./84-4(!

8) -<8/:+8-;!—!EC!"-) *7) 12(14(7(1-!D.'(+1-1/0,-*8'J228)- 11 Ehj+."-! €* = cos +i serx;!L.(!
3-+-I X1l S12(0 ,+-12E0H)! () 1 Tjimitwil) -18<.-'4-4(11.(! +(-180/-1 18/10! 402! ) -82
8) 30+,-/,(2!/b) (+02!4-19-,() :,81-C!?D DU;!"##PBC!
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$%&'()*%! +',%-.1'(@*.! *&01! 2%-34 -%5+! 61-6¢/6! 71! 70! %5! 2%-7+5-6+38*1 .9'(7+! #*
))%"*;1 $1'+! %+ 017%38*! <1&0+=! >121(6+/+! +! 61*0(HF{61.! (7()+7+! $0! @1A6*-1I1
2*® %'+7+! $*0! BCD'8A.06! $*0!*B1-61-710! &15! * E%1! +)*-61)(+! E%+-FGH! +6(-,(+! *!

‘(5 (61=!11%IB*7*110+!7(2101-6 1! 73657* 7*.1*%60*.!153615 6()*.! 7+!J$*)+!$*0!$*.6%'+0!'E% 1!
Kcada fune«o pode seéexpandida em sZtige potenciak=!M*33*%!)*5!+.1.J0(1.!71!N+F*0!
711 2*05 &+.6+-61! (-,@6=! M+%)PF;! +*1)0(6OHEr.6%'+38*! 21(6+! $*0! Q+,0+-,1;! -+ R.)*'+!
S*(6J)-()+! 71! S+O)P+5+! +61-38F1H15' (2] +-7%;1 +60+/J.1 7+! 2%-38* 1 HSGHIWAES +.6+!
*&.10/+0! 6*7+.1 +.1 710(/+7+.! 7+! 2%-38*! -*6FFH! X! #;! $+0+560+0! E%1! 1'+! -8*! {85
71.1-/*/(51-6*115 !.JO(L!71!N=+*0!-1..11$*-6*=!Y+.115&*0r!.1%!96*7*!+',J&0()*!6 1-P+!.1!
5*,60+7*! (-.+6(.2+690(*! $+0+! 286BH0! *1):")%"*;1 *1 .%0,(5L-6*! 7+! K61*0(+! 71! 2%-341.1 71!
%5+ [+0(:/1' O1+'L! )*5 +$'()+341.1 +1 %8 ,0+-71 /+0(17+71! 71! $0*&'2T -+! ;' 1&0+! 1! -+!
1%5 160(+;12%(1)*-.(710+7*1965- .. *1+1201-611*! 0+-711%.*1 7%1):")%"*1 7+.1/+0(+341.16*0-*%
$*.Z/1' +! %-(2()+38571! /:0(*.! $Q-)Z$(*.! 71 1.6+6Z.6()+! 1! H{+2 T\]> RI;! "##") |
IN>"ab;!'VedcW=!

741 J)%™! efaaa;! 5+! 6+58J5 ! 5%6(6+! )*-2%.8%1 E%+-6*1 +1 119%:) Z(*.) 2047+5 1-6+(.=!
11,%-7*1\*F10! TVeghW:! -1-PYBF. 15 J6*7*.1 15! /*,+:1 E%10! *.1 2'%H*.1 71! @ 1A6*-;! E%10! *.!
7(2101-)(+(.! 711 Q1(&-(i! *%! *.1'(61.1 71! B 15&106;! $+01)(+! .- €BEI0(*;! TS=jkhW=! B1/(7*! +!
1.6+12+'6+711)+01i+! 11+! (-66OBBL.1)*-2'(6+-61.;1Q-+i+OLHYBEDF %0, +-(i+7*0! 7+!/(690(+H
>1/%9638*1 Or-)1.+;|E%1!6-6885 |.11$01*)%$*965 1+IE%1.68*7*.1(-2(-(6146;17(..1m!

Aquele mZtodo tinha o grde inconveiente de considerar as quantidzs

no estado em que deixam, por assim dizer, de ser quantidades, ,porque
embora possamos semm@nceber bem eaz<o de duas gantidades, desde

que permaneeam finitas, essa raz<«o n<o ofereceeap’rito idZias claras e
precisas logo que 0s seteymos sdornem, um e outro, nulos a0 mesmo
tempo. (CARNOT, apusTRUIK, 1989 p.217).

S*0! (..*;! 616*%! 5.60+0'éfn que verdadeit@sp’ritd.! )*-.(.6(+! +! +:'(. 1! (-2({61.(5+=!
M*-)'%(%;! $*0J3 E%1!d§ verdadeiros princ’pios metaf'sidds.8*! Kos princ’pios da
compensas<o dos eosL=!D0,%5-6+/+E%1!*.!(-2(-(6J.t5.8*! quantitZs inapprZciablés%1;!
)*5 *1*1.n5 10*.1(5 +,(-:0(*.! .8*! (-60*7%:i(7*.!.*5 1-61! $+0+! 2+)('(6+0! +1§966+38*;! 1! .8*!
1'(5 (-+7*.) E%+-7* .11 )P1,+! +*1 01.%'6+7* 2(-+'=!]&.10/+0+! EGtBE>Ks imperfeitas! .1!
6*0-+9 Kperfeitamente exathd -*!):)%";! $1'+! 1'(5(-+38*1 71! E%-G7+71.1 6+()*5 *1 %
(-2(-(6J.(5*.! 71! *0715! .%$10(*0;! )%?+! BB:! )+%.+! 100*.=! 0%*+<G*E%1.6871! E%1!
E%+-6(7+71.! 131.+$+01)(8-6*! *%!.8*! *0%! -8*! .8*!i10*;! 01.$*-7(+! E%14K quantidades

chamadas infinitamente pequenas n<o s<o0 desmente quaisquer quantidades nulas, mas
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sim quantidades nulas designadas por uma lecaotinuidade que determina a relas<bO
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tendo o seu emprego mostrado grande fundidade e simplicidade juntamente com a
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Linguagem da Ciencid73>68!;1?B65EA.?;IF37!?AG?A33617?72

Aimport%oncialosprocessosnfinitesimais paraas exigencias priticas da
vida tZcnica dificiimente pode ser agerada. Paticamente todas as
aplicases da AritmZtica~ Geometra, Mec%onica, F'sica eZatmemo
Estat'stica envolvem taig@cessosdireta ou indiretamente. Inditamente
devido ao grande uso que tais ciencias fazem dos irracionais e
transcendentes; diretamente porgwes conceitos mais fundamentais
usados em tais ciencias n«o podeser definidos com qualquer concis<o
sem tais processos. Expulse-se ocpso infinito ea Matemitica pura e
aplicada serf reduzida ao estado em que eammhecida dos prZ-

pitag—ricos(DANTZIG, 1970p. 125-126).
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CAPETULO Il
ASPECTOS EPISTEMOLIGICOS, FI LOSIFICOS E HISTIRICOS DOS
CONCEIT OS DO C¢LCULO NiO-STANDARD
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D&/ H#1%EH#/ &, | BN &6#IFH)+ ()%*#BH0)3&!6+80,)/#/!I" H+H)VEH +O)HIHHHEH-" 16+1+,1+)(1%,)8
6H*8O)/H6%A +,BIK'1& )& )+ & GI*8,%6/+ & &H HDHHA&I+ %00+'#)+' ()%HBHO*L, | CHYIM&O+!9: ?@N!
O +64#PHIQUB, 1+' 1:?; =G&8/+H*80,)/-| 3&PIB+/YHOHB

Hilbert construiu uma linguagem ariifal baseadanum alfabeto finito, um
ncemero finit de regr& gramati@is que permitem especdir sen
ambigYicde quais as prposis>es coerentes e umomero finitode regras
de inferencia |—gica e d@oposis>es supostas verdadeiras adiomas. A
partir de um tal sistema ou linggam formal, um algoritmo universal
permite decidir da validade daima demonstrae<0 formulada nesta
linguagem. Podemos, assim, pelo metamsicamente, estabelecer a lista d
todos os te@mas demonstriveis s lingagem formal. Hilbert esperava
poder reduzir os teoremas matemdsic’quelesque s<o demonstriveis
numa lingtagem formal caveniente. Qeorema de G3del mostra que isso Z
imposs’'vel.(CONNES, 199p.217218
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mummn?& (1$$&Q9/ $!'s ;% EA6I$88 K ; (! +$&!-(8(=3&!U @ -,! AB % NCW% S5 D<$6*!, 96 %-880084,. &(&(&!$!
'=(, $+@:6$*1% B!S., -$'£; $IES-(<(+!CPBG-&+>!!

MmImEE 9%-%4&!%'AB %=%0;%40(6! G.%$! 65,$; $! (2666 H04$%&,H!SO,$! (! I-(+; %&! BQ()J %&>! K(-(!
6 $&,-(-!,(0&460,()J %&*! 8$04B$&!'$-140,H1&S0Mda axiomdtica consistente da aritmética é incompleta*!$.!
&%9B16 '$&&N0H;(;( 1.6 (1,9%-F'6 (,96 HAU(14$4&(+,%01 %. +&!$ .4 $&! QF6 (&! &O6D8*! BB&;(-! G.UME+/S!
'$&&.0 4%+ ,-(;0)I%8& '%-6 (+%4%S! ;%t+,-$! ;%! &% B QU8>! 22966001 (+; S '(-( ! 6 $&;(-! (! 4$+&K3+40Q!
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&%.805-096:!%!-%4%~!" $-192%6=$*T!EQ6 504 (>!$+, ; $1+/$!5!$&&N0E%6$+&(-! (14$+883+40!;%& &% 6
&(0-196&%.&!=060,%&*!%*! (&&06*! %8 VA0%HB! 4(6'$! ; (1= RIOA(TO-; BBQ(6 948,%! (8%8%>ii) A consisténcia
de qualquer axiomdtica consistente da aritmética ndo pode ser demonstrada'nessa axiomatica*'$.! @8(*!;%,-$!
;%016 (16O ,9%-@! (206 HAL(*! <H! &%08HG %&Y%&L -(! (&! G(0&H/$! 96 $&! -%&&(&! VG.%6)%8! G%! &!
;%086 Or(;(&! ;%!0r%4MN %8> P& & (BG.%8%&! 9(@R'S ; %6/ $! &6 $&,-(;(&1P. | &B(* &.(1:%;( ; 3. 1 7(=&0;(;%
+$!' $; %! &Y6-b: (;(14 $6 ! $&! BH6 (&!;H &BWG>! ?2%B'=FSILE! <O RIBY%!P! 4%+ N. $! 1 Entre o conjunto dos
naturais e o conjunto dos reais, ndo existe um terceiro conjunto “maior” do que os naturais e “menor” do que
os reais.3K(-(! AB%+%&8LR, %&HB!'S ;%! &HG%6$+&(;(! OW YNI%'(-( ! $!6(,96 HAI$! (6 %-4(+$! Ub<%!
OWZ' MH/$!" $; %! &UU ;(*! $.! &NIE$&:S.!G. %! (KO RIEES 145+ NS 1%-(1.6(1"- $' $&/$!0+%4MN %%+
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436" -%%+BF!\(b1&%! +%64%BIEHE ' -%6%+;%1%<(:% HPO&AS=(& (046" %G .%*I@io devemos ter uma visdo
estatica segundo a qual deveria existir, para todo o sempre, um numero finito de axiomas que desse respostas a
tudo. A nossa compreensao é, pelo contrario, dindmica” QFa a?] MWXW'>eW Mla(!-% G (;%61$&198-% G &t %!
AB;%=! (&&0€H&! =060,()J%&! ;%! G.(=G.%-b40&e6 HOIB! %! '-$:(! G.%! (! _(,% HO(! +/$!5!.6 ! (&&.+$!
(4(8(;$>1%!G.(=G.%-!8;$* +/$!;%0(! ;%!&%-! .§! |-(+;%!:%=%0;(*d_(,%6 HO4(!7.+;(6 %,(-1&%Blh+;$!;%=(!
6%& (4

I CY5-+%ab&! (1ICH<$6 10(;%'$!; $!" £, $+@HNU$6!&. (80 50&1%E6 5,-0H(&>!?6WXW 0& & %! %!

Levando tudo em conta, os matematicos deveriam ter a coragem de suas
convicgdes mais profundas e afirmar assim que as formas matemdticas tém,
com efeito, uma existéncia que ¢ independente da mente que as contempla...
No entanto, a qualquer tempo, os matematicos tém somente uma Vvisdo
incompleta e fragmentdria deste mundo das idéias. ODgF_*!('. ;!fEhN]S |
g?Clg*NWXi#*I'>'ZjM>1

I

HIMMhoeE $&%4,$*$!G %608 & IBHB0-&5+1%8WXX*(! -%&' 'Yl “Ndo consigo imaginar que voltarei jamais

ao credo do verdadeiro platonista, que percebe o mundo do infinito real estendido a seus pés, e que pode
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compreader o incompreesvel”, (ROBINSON, apud DAVIS; HERSH, 1984, p.360). Ao falar que jamais
voltara ao credo platonista que defende ser o matematico um cientista empirico, que nao pode inventar nada, pois
tudo ja existe, Robinson, no meu entendimento, se declara um adepto do formalismo que considera o aporte
hilbertiano, apesar das limitagdes impostas pelos teoremas de Godel.

A teoria robinsoniana ¢ um bom exemplo de que ¢ possivel criar em Matemética. E um método novo
(embora ndo o seja inteiramente) e sob alguns aspectos revolucionario por obrigar a rever conceitos
fundamentais, crengas fortemente arraigadas, e consequentemente, alteragio do discurso vigente. E também um
ramo da Matemadtica formal que tira partido de resultados e constru¢des oriundos da Logica. Na realidade, a
teoria de Robinson apresenta caracteristicas que vao além das caracteristicas que fundamentam uma criagdo
formalista: a intui¢do. Foi justamente na dosagem certa entre intuicdo e rigor que Robinson resolveu uma
questdo epistemoldgica antiga: a confiso entre grandezas quediferem porum nfinitZsima ou seja, passou-se
de uma confusa relag@o para uma bem definida relagdo de equivaléncia entre tais grandezas.

E certo que muitas e variadas sdo as limitagdes do formalismo, mas o que importa assinalar ¢ sua
permanéncia, ainda que implicita na pratica de muitos matematicos e l6gicos. Robinson ndo escapa a esta regra.
Aliés, nada pode impedir que o matematico formalista estude os seus sistemas simbdlicos, mas também nada nos
garante que ele ndo encontrard de vez em quando, contradigdes em sus transformagdes simbolicas. A idéia forte
que os formalistas perseguiram durante muito tempo foi a de que a Matematica pudesse fundamentar-se a si
mesma, inclusive com os recursos da logica. Essa proeza, se fosse conseguida, colocaria a Matematica numa
posi¢do invejavel, como a Unica ciéncia a fundamentar-se em si propria — Hilbert acreditava ser possivel tal feito.
Em sintese, o desejo dos formalistas era transformar o método axiomatico, de técnica que €, na esséncia da
Matematica.

Apesar da critica contundente de Godel ao método axiomatico, ele ndo serve apenas para sistematizar
teorias, economizar pensamentos, ele constitui-se num 6timo instrumento de trabalho e de pesquisa para a
Matematica. Vejamos entdo como devemos proceder, segundo o matematico, logico brasileiro Newton da Costa,
para se estudar uma teoria pelo método axiomatico:

Escolhe-se certo ncememribe>es e de proposie>es primitivas,suficientes
para sdore ebs edficar a teaia, aceitardo-seoutras idZias ou outras proposis> es
s—mediante respectvamente, definie>es e demonstrases; obtZm-se dess
maneira, umaaxiomdtica material da teoria dala; deixam-se de lados
significados intuitivos dos conceit primitivos, considerandoes como
termos caraterizados implicitam@e pelas proposieses primitivas.
Procuram-se, ent«o, as oseqYeni@s do sistema latido, sem preocupae

com a naturga ou com csignificadoinicial dessesdrmos ou das relas>es
entre eles existents. Estrutura-se, assim, o que se denomina uma
axiomdtica abstrata.(COSTA, 199, p. 49).

Muitos avangos em Algebra, Topologia, Analise e em outras areas da Matematica, alcangados
no séc. XX, encontram-se correlacionados com o método axiomatico. Também, para Robert
Blanché, autor do livro A Axiomiti@, “o mZtodo axiomitico prop>e, com efeito, excluir a
intuie<o para lhe substituir, n<o o racioc’niomas um cflculo, um manuseamento dirigido e
cego de s’mbolos. Na realidade, porZm, o #ismo n<«o pode funcionar sem se alimentar
da intuie<o.O (BLANCHE, 1978, p. 103). Embora a intui¢io niio possa nos dar o rigor, nem
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ERE, que significa SER FLEXIVEL, RIGIDO. Esse verbo apresenta uma forma derivada que
¢ o substantivo RIGOR, ORIS que significa “dureza, rigidez” e, de maneira figurativa,
“severidade, inflexibilidade”. Contudo, ser rigoroso ¢ ser inflexivel, orientado por um padrao,
inflexivelmente. O rigor ¢ também uma categoria historica, e o padrdo grego de Rigor era a
Loégica de Aristoteles. Euclides que seguiu fielmente esse padrdo pode ser considerado um
matematico rigoroso, apesar de também ser intuitivo.

Ora, para ilustrar a querela entre intui¢do e rigor lembremos que o calculo criado por
Newton e Leibniz no séc XVII, foi, durante muito tempo utilizado por muitos matematicos,
sem maiores preocupacgoes com o rigor. Parafraseando Borges (1984), isso nos sugere que na
criacdo cientifica o rigor tem pouco papel a desempenhar, que cabe a intuicdo e nao a logica,
o impulso verdadeiramente criador; que a fecundidade liga-se muito mais a necessidade e
muito menos a logica. Na verdade, “a ldgica e a intui¢do tém cada uma seu papel necessario.
Ambas sdo indispensaveis. A logica, a unica que pode dar a certeza, é o instrumento da
demonstracdo: a intui¢do é o instrumento da inven¢do”(POINCARE, 1995, p.22-23).

As idas e vindas dos infinitésimos até a sua sistematiza¢ao final, reforca a tese de
que na Matematica acontece periodos de paradas na investigacdo de certas idéias, mesmo
existindo a possibilidade delas renascerem. A idéia dos infinitésimos renasceu nos trabalhos

de Robinson revelando novas estruturas e métodos que enriqueceram a Matematica e

(5) Historicamente, o conceito de limite € posterior ao de derivada. Ele surge da necessidade de calcular limites
de razdes incrementais que definem derivadas. E esses limites sdo sempre do tipo 0/0.

resolveu o problema da ambigiiidade dos infinitésimos. Alids, com a criagdo de um novo
sistema numérico — denominado por hiper-reais e representado por *R, Robinson realizou um
sonho que Leibniz acalentou no séc XVII, que era a adogdo de um sistema numérico que
contivesse para além dos reais, elementos ideais infinitos e infinitesimais e que neste sistema
se verificasse as regras operatdrias usuais, o que era contraditério na época. Mas ha uma
diferenca decisiva entre a teoria dos infinitésimos de Leibniz e Robinson. Robinson inventou
uma teoria particular que constitui uma extensdo da analise real.

Robinson nos oferece, segundo o matematico, filosofo e epistemodlogo Lakatos
(1983), uma explicagdo racional e sem ambigiiidades da teoria dos infinitésimos que satisfaz
aos critérios do rigor matematico moderno, iniciado no séuclo XIX, com Bolzano, Cauchy e,
principalmente Weierstrass.

Temos, pois, com esses € outros matematicos um movimento de retorno aos
fundamentos, ou seja, um retorno ao ideal grego do raciocinio claro e rigoroso que parecia ter

sido abandonado, para clarificar certas no¢des nebulosas e assentar os diversos ramos da
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Matematica em bases so6lida. Das nog¢des nebulosas das quais se ocupavam os matematicos
desta €poca, a de infinitésimos estava nos fundamentos do calculo diferencial e integral e da
analise matematica.

Alguns matematicos em nome do rigor expurgaram a no¢ao de infinitésimo do
calculo. Porém, outros a usavam em aplicagcdes do calculo. Estava estabelecido o impasse
fundamentagao/aplicagdo, o que faltava fazer? Era preciso uma nova atitude frente ao desafio
proposto: procurar estabelecer novas relacdes. Faltava justamente trabalhar com a logica e a
intuicdo. Seria possivel aproxima-las o suficiente para trabalha-las conjuntamente?

Robinson que era ldgico, matematico e fisico percebeu que sim, € mostrou a
comunidade matematica esta possibilidade ao criar os hiper-reais, estrutura basica da teoria
ndo-standard. O valor da contribui¢do robinsoniana pode ser observado pelo alcance das suas
idéias ao conseguir uma sistematizacdo rigorosa dos infinitésimos diante das suas diversas
interpretagdes construidas ao longo dos séculos por eminentes matematicos. A aproximagao
na medida certa da loégica e da intuicdo resolveu definitivamente o problema da

fundamentacao dos infinitésimos.

A aproximagdo entre 16gica e intuigdo pode ser explicada a partir da percepgdo dos limites da logica.
Esses limites da logica foram demonstrados com muita énfase pelos teoremas de Godel, destronando assim, a
logica, em especial a classica, da condigio de guardii das certezas absolutas. E bastante claro que esses teoremas
referem-se a sistemas formalizados e, como a formalizag@o ¢ uma singularidade do conhecimento matematico (e
por que ndo dizer do conhecimento humano), devem ser considerados todas as vezes que fizermos uma opg¢ao
nesta direcdo de formalizacdo. Esses teoremas de Godel tém um grande valor epistemologico: sdo considerados
uma grande revelagdo conceitual de séc. XX; a meu ver, possibilitaram aos matematicos estabelecer relacdes

antes nao tentadas — pelo menos com sucesso.

A teoria robinsoniana ndo deixa, portanto, espaco para duvidas quanto ao rigor da
fundamentagdo dos infinitésimos. Formulada com principios, teoremas e defini¢des, pode-se
dizer, de forma plausivel, que sua criagdo representa o coroamento da aproximagao
intui¢do/logica e que os conceitos bdsicos do calculo ndo standard ganharam com o
reconhecimento da importancia da intui¢do, ou seja, os aspectos intuitivos fazem a diferenca
na compreensao e aplicacdo desses conceitos. Alids, ela tornou-se imprescindivel ao espirito
criativo, ndo s6 dos matematicos.

Um dos aspectos que chamam atencdo na estrutura dos hiper-reais (*R) de Robinson,

¢ a ndo conservagdo da propriedade arquimediana.

Constatamos que toda relagdo e toda operagdo em R se estende naturalmente a *R, por um lado, e que
todas as propriedades formais exprimiveis em linguagem elementar sdo conservadas. Exemplo: Vxy(x+y = y+x).
Mas por que a ndo conservagdo da propriedade de Arqumedes em *R se formulada em linguagem elementar?

Ora, se os hiper-reais sdo uma extensdo dos reais, a propriedade arquimediana sendo elementar e verdadeira em
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R, deveria transferir-se para *R como verdadeira. Mas ao contrario do que acontece com a propriedade da adi¢ao
Vxy(x+y = y+x), a propriedade arquimediana quando interpretada em *R, j4 ndo ¢ mais a propriedade de
Arquimdes, embora aparentemente lhe conserve a forma. O fato de *R ndo ser arquimediano significa que “para
todo x positivo em *R existe um elemento n de *N maior que x”, ou seja, dado x positivo em *R, um n em *N
tal que n > x. O nimero n que deveria ser um natural ordindrio, isto ¢, um elemento de N, podera ser um natural,
infinitamente grande, isto ¢, um elemento de *N (*N é a extensdo de N; N < *N — inclusdo propria®). O
problema ¢ que N ndo permanece o mesmo (ndo ¢ absoluto) quando se passa de R a extensdo *R pela operagdo
de “extensdo natural” , s6 os conjuntos finitos permanecem 0s mesmos.

Observemos que a interpretacdo dada ao niimero natural do qual fala a propriedade

(6) Lembremos que se diz que dois conjuntos sdo iguais se e somente se eles tém os mesmos elementos. De
forma mais pretensiosa: um conjunto ¢ determinado por sua extensdo. E importante entender que a extensdo nio
¢ s6 uma propriedade logicamente necessaria da igualdade, mas uma proposi¢do nao trivial sobre pertinéncia;
que a extensdo natural entre conjuntos infinitos € a inclusdo propria da teoria dos conjuntos. Se A e B sdo
conjuntos tais que Ac Be A #B.

arquimediana ¢é de carater epistemoldgico. Ocorre uma mudanga significativa no nimero n, que deixa de ser um

natural ordinario e podera ser um natural infinitamente grande pertencente a *N, extensdo natural de N. Alids, os
infinitesimais ndo podem existir como numeros ordinarios, eles pertencem a um sistema maior de nimeros — 0s
hiper-reais. De fato, esta interpretagdo possibilitou a Robinson que observou as extensdes nao-arquimediana de
R consideradas desde final do séc. XIX, para ndo falar dos pioneiros, definir os niimeros infinitamente pequenos
e infinitamente grandes. Cabe lembrar, que o novo sistema numérico criado por Robinson, ndo apresenta
nenhuma inconsisténcia, e que, portanto, tanto os infinitesimais como também os “novos” niimeros obedecem a

principios que permitem um desenvolvimento rigoroso do céalculo.

E possivel afirmar que as técnicas nao-standard ou infinitesimais podem ser usadas
para fornecer uma compreensdo mais clara de uma teoria existente, porque as provas e as
construcdes estdo mais proximas das idéias intuitivas subjacentes; para a descoberta de novos
resultados. Alias, a habilidade de qualquer nova teoria em dar tais contribui¢des ¢ o padrao
pelo qual lhe ¢ medida. Exemplificando, Robinson e Bernstein, em 1966, usaram as técnicas
ndo-standard para resolver o problema do sub-espago invariante para um operador
polinomialmente compacto em Espago de Hilbert Complexo. (OLIVEIRA, 1994).

O ressurgimento de idéias intuitivas na fundamentacdo do calculo, porém, com
sistematizacdo rigorosa, fez ou faz da criacdo robinsoniana uma grande contribui¢do
epistemologica, filosofica e historica ao desenvolvimento da Matemadtica, por mostrar que
algumas das intui¢des de Newton, Leibniz e outros ndo eram inteiramente sem sentido —
estapidas, embora fossem até certo ponto grosseiras. Os fisicos, com certeza, sentiram-se
aliviados com a teoria de Robinson, pois sempre fizeram uso dos infinitésimos, como por
exemplo, ao estabelecer equacdes diferenciais representando processos fisicos.

O fisico, na realidade, conhece de modo aproximado os niimeros que mede pela

experiéncia e pode supor que uma funcao ¢ continua ou descontinua, que uma fungao tem
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derivada ou que ndo tem, sem receio de ser desmentido — quer pela experiéncia atual, quer por
qualquer experiéncia futura. Compreendemos que essa liberdade que o fisico tem de poder
raciocinar sem estd preso a certos “principios” foi fundamental para Robinson na criacdo da

teoria ndo-standard.

CONTINUIDADE

E fato, temos em certa medida uma nogdo intuitiva da continuidade. Quando observamos o movimento
de um automével em uma estrada e o comparamos ao movimento de um canguru nesta mesma estrada; a
imagem mental que nos vem ¢ de uma linha reta, sem interrupgdes, no caso do automovel, e de marcas
separadas, pontos soltos, no caso do canguru. Esta oposi¢do caracteriza bem a idéia que o senso comum tem

sobre o continuo e o descontinuo.

Recordemos alguns fatos referentes a continuidade na Grécia Antiga. Um deles
€ 0 que trata da polémica entre os eleatas e os pitagoricos que levou a concepcio de um
mundo continuo e mével, onde 0 movimento é apenas uma opiniio e nio de verdade.
Neste caso, a continuidade seria incompativel com o devir. Tal polémica pode ser
ilustrada com os estudos desenvolvidos por Zenio de Eléia. Outro, é referente a crenca
racional dos gregos sobre o continuo das grandezas geométricas e a esséncia descontinua
dos numeros naturais.

Mas entdo podemos nos perguntar quais eram as idéias filosoficas dessa época que

deram suporte a polémica entre eleaticos e pitagoricos? Sabe-se que além dos pitagdricos que
defendiam a tese de fodas as coisas tém um numero e nada se pode compreender sem nimero,
duas outras correntes filosoficas persistiam na Grécia Antiga: uma em afirmar que a realidade
estd em perene movimento, nada se encontra parado, pois tudo é mudan¢a e outra em
postular que a realidade é a permanéncia, aquilo que ndo muda, porque o movimento é
contraditorio e jamais sera alcancado pela compreensdo. Como ja vimos, Zenao era
discipulo da ultima e o fil6sofo grego Heraclito de Efeso (576-480 a.C.) defensor da primeira.
Heréclito via na transformacgdo permanente, no devir, a esséncia das coisas. Vale relembrar
sua célebre frase: “Tu ndo podes banhar-te duas vezes no mesmo rio, visto que novas aguas
correm sobre ti”.

Na verdade, a concepgao eleatica sobre a compreensao do movimento se opde tanto a
concepgdo pitagorica quanto a heracliteana. Os eleatas mostraram através dos argumentos de
Zendo que 0 movimento é incompreensivel; ja os pitagoricos adeptos da teoria das monodas’,
consideravam o movimento como uma sucessdo de estados — de passagens de monodas a

monadas sucessivas e os heracliteanos segundo Caraga (1989, p. 67), consideravam “que é
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(7) Para os pitagéricos “a matéria era formada por corpusculos cosmicos, de extensdo ndo nula, embora
pequena, os quais, reunidos em certa quantidade e ordem, produziam os corpos; cada um de tais corpusculos —
monada — era assimilado a unidade numérica e, assim, os corpos se formavam por quantidade e arranjo de
monadas como os numeros por quantidade e arranjo de unidades.” (CARACA, 1989, p. 72-73).

impossivel, num dado instante, atingir a permanéncia, a estabilidade seja do que for, tudo
flui, tudo devém, a todo o momento, uma coisa nova.”

Entdo, quando admitimos a dicotomia do espaco - porque nao dizer, da reta (para
concretizar: basta tomarmos um barbante e cortd-lo ao meio, depois ao meio do pedago
remanescente € assim por sucessivamente) e também do tempo, podemos dizer que: quando
vemos uma andorinha em pleno v6o, vemos o movimento como um todo € ndo como uma
sucessao infinita de estados de repouso, como a reunido dialética entre o descontinuo e o
continuo no espago e¢ no tempo. E também, quando eu me movo, encontro-me num
determinado lugar e, simultaneamente, ndo me encontro nele; ¢ a interagdo entre descontinuo

e o continuo que torna possivel o movimento.

Ha filosoficamente uma importante diversidade entre continuo e descontinuo. Segundo Selvaggi,
professor emérito da Universidade Gregoriana de Roma, autor do livro Filosofia do Mundo: cosmologia
filosdfica,

O continuo é indiviso e, portanto, uno em si, um ente quanto, a unidade no
género da quantidade; o descontinuo é diviso, e portanto multiplo, muitos
entes quantos, muitos continuos. Sobre esta distingdo entre continuo e
descontinuo se fundam os conceitos de unidade e multiddo, que por sua vez
ddo origem ao conceito de numero. (SELVAGGI,1988. p. 175).

Na realidade, a importancia filosofica dessa distingdo entre continuo e descontinuo, ainda segundo Selvaggi
(1988, p. 175), “deriva do fato que a divisdo e indivisdo, unidade e multiplicidade sdo no¢ées que transcendem o
género da quantidade e podem ser aplicadas, de modo andlogo, ao ser em geral; sdo nogdes ndo so fisicas e

matematicas como também metafisicas.”

O que acabamos de dizer sobre continuidade nos mostra em parte a fecundidade
desse conceito. Porém, faz-se necessario observar de modo particular, o seu valor
epistemologico dentro da Matematica por ter provocado rupturas e conseqiientemente,

avangos.

Para alguns matematicos, o numero inteiro é o Gnico objeto natural de pensamento matematico®.
Defensor da concepcao intuicionista, Leopold Kronecker (1823-1891) foi um matematico que acreditava que
toda a Matematica deve se basear em métodos finitos, desenvolvidos a partir dos nimeros naturais. Especialista
em teoria das equagdes, fungdes elipticas e teoria dos numeros algébricos, disse: “Deus fez os numeros inteiros,

todo o resto é criagdo do homem”. Também criticou os trabalhos de Cantor cujo objeto de estudo foram os

(8). Os intuicionistas defendem a tese de que “a existéncia de um objefo matemdtico esta associada a um método
que permita a construgdo desse objeto”.
conjuntos infinitos’ com sua concepgio finitista e a controvérsia estabelecida entre os formalistas e intuicionistas

do séc. XX, ¢é essencialmente, uma continuagdo da controvérsia entre Cantor e Kronecker.
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Desse modo, o que dizer do continuo? Segundo Poincaré (1995, p. 95), “foi o mundo exterior que nos
impos o continuo; sem duvida o inventamos, mas esse mundo nos forgou a inventd-lo.” Mas nem por isso deixa
de ser um dos mais importantes objetos da Matematica. Alids, sem o continuo a Matematica se reduziria a
Aritmética e ndo haveria analise infinitesimal.

Sobre o objeto matematico vale ressaltar que alguns fildésofos da ciéncia rejeitam a concepgdo empirista
da matematica segundo a qual o objeto matematico ¢ uma simples abstragdo da experiéncia, apontando a imensa
abstracdo de alguns dos conceitos mais modernos dessa ciéncia. Realmente, nos ramos mais modernos da
matematica surgem conceitos altamente abstratos, aparentemente bem longe de qualquer intuicdo. Mas essa
concepgdo € enganosa, pois 0s conceitos matematicos, a exemplo do conceito de fung¢do, formam uma seqiiéncia
de sucessivas abstragdes e generalizacdes, “cada uma das quais repousa na combinagdo de experiéncias com
conceitos abstratos prévios”. Pode-se afirmar que é na vivéncia das experiéncias perceptivas sensoriais de onde
surgem as primeiras abstracdes da matematica. Por exemplo: da necessidade de contagem — aritmética (os
nimeros naturais); da necessidade de medir terras — a geometria. Construidas estas, surgem as chamadas
experiéncias mentais, com esses primeiros conceitos — a construgdo dos numeros reais a partir dos numeros
naturais. A natureza generalizadora da ciéncia na qual repousa a sua imensa fecundidade ¢ responsavel por novas
abstragdes, fruto das experiéncias mentais com as abstra¢des que lhe sdo anteriores.

Observemos que apesar de ser um intuicionista, Poincaré reconhece que a natureza ¢ bem mais rica que
a imaginacdo, e que, portanto, € necessario as vezes tomarmos caminhos até entdo negligenciados, pois esses
caminhos muitas vezes nos conduzira a criagdes importantes, como a do continuo. “Dedicamos quase todo o
nosso tempo e todas as nossas forgas ao estudo do continuo. Quem serd capaz de lamenta-lo, quem julgard que
esse tempo e essas for¢as foram perdidos?”(POINCARE, 1995, p.95).

Houve um movimento denominado aritmetiza¢io'® da Analise, comandado

(9)Para os matematicos um conjunto ¢ infinito sempre que for equivalente a um subconjunto proprio de si
mesmo. Caso contrario, o conjunto sera finito. E quando € que um conjunto é equivalente a um outro conjunto?
O conjunto A, dizem os matematicos, ¢ equivalente ao conjunto B, quando a cada elemento de A corresponder
um Unico elemento de B e a cada elemento de B corresponder um unico elemento de A.

(10) O termo aritmetizacdo significa construir os nimeros reais a partir dos nimeros naturais.

principalmente por Weierstrass, Dedeking e Cantor. Foi uma tentativa de fundamentagdo do continuo (nimeros
reais) em termos puramente algébricos ou analiticos, despidos da veste geométrica, mas (in)vestido de outra: a
intuicdo geométrica dd lugar a outra intuigdo, bem mais abstrata e poderosa, a dos conjuntos ou cole¢des
cantorianas. Mas, “a andlise nos abre perspectivas infinitas, que a aritmética ndo suspeita;, num breve olhar
mostra-nos um conjunto grandioso, cuja ordem é simples e simétrica; ao contrdrio, na teoria dos numeros, onde
reina o imprevisto, a visdo é, por assim dizer, tolhida a cada passo.”(POINCARE, 1995, p. 96).

Sem duvida, teremos necessidade de relembrar que é possivel encontrar aspectos intuitivos sobre os
numeros reais nos trabalhos do grande matematico Gauss'' (1777-1855), por apoiar-se na intui¢do geométrica.
Porém esses aspectos intuitivos foram, digamos, eliminados, quando a propriedade fundamental dos reais, a
continuidade, foi rigorosamente esclarecida através daquilo que hoje denominamos de Principio de
Continuidade e suas equivaléncias:

I) Principio de Dedekind: se o conjunto dos reais ¢ dividido em duas classes ndo vazias X e Y disjuntas,
de maneira que parax € X e y € Y arbitrarios se cumpra X <y, existe, entdo um tinico nimero a para o qual x

<a <y, quaisquer que sejamx € Xey e Y.
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IT) Principio de Cantor: dado um sistema de intervalos encaixantes (isto ¢, um
sistema de intervalos com duas propriedades: a) cada qual estd contido em todos os seus
predecessores e b) suas amplitudes, 0,1, 0,01, 0,001, ... vao decrescendo e tendendo para

zero), existe um unico numero real que pertence a cada um dos intervalos.

IIT) Principio de Weierstrass: se uma sucessdo ndo decrescente de numeros reais esta cotada
superiormente, entdo ¢ convergente.

IV) Principio de Cauchy: toda sucessdo fundamental de niimeros reais converge.

O conceito de continuidade €, na verdade, a propriedade natural dos nlimeros reais. Ela impede que os
reais sejam enumeraveis. Diz-se enumeravel, qualquer, conjunto que possa ser colocado em correspondéncia
biunivoca com os numeros naturais; logo de mesma poténcia (cardinalidade) do conjunto dos naturais.
Enumerar, significar contar, isto é, colocar os objetos em correspondéncia um-a-um com o conjunto N dos
naturais ou com parte dele. Exemplos de conjuntos enumerdveis: o conjunto de todos os nimeros pares, 0
conjunto de todos os niimeros impares, o conjunto de todos os nimeros racionais € muitos outros.

De fato, um conjunto cujos elementos ndo podem ser enumerados ¢ o conjunto dos

—H-Aspreoeupacdes-de-Gauss com os fundamentos da Analise, e com o rigor na Matematica, revelam, de um
modo geral, uma sensibilidade bem apurada. Gauss s6 publicava trabalhos bem acabados.
numeros reais. Mas o que impede a correspondéncia biunivoca entre seus elementos e os numeros naturais? A

continuidade, propriedade inexistente tanto nos naturais como nos racionais.

Procuremos esclarecer melhor. Para tanto comparemos as propriedades dos nlimeros racionais com as
propriedades dos nimeros reais.

1) O conjunto dos pontos de uma reta ¢ infinito - o que ¢ o mesmo, em certo sentido, o conjunto dos
nimeros reais; o conjunto dos racionais também o é.

ii) Ambos os conjuntos sdo ordenados: dado um ponto P da reta e outro ponto A, este precede aquele se

estiver a sua esquerda; dados dois racionais X e y, x precede y quando x for menor que y.

ii1) Dados dois racionais distintos quaisquer entre eles ha uma infinidade de outros
racionais; o mesmo acontece com dois reais distintos quaisquer. Conjuntos com essa
propriedade sdo chamados de densos. Mais formalmente um conjunto C ¢ denso se nele existe
uma relacdo de ordem R com a seguinte caracteristica: sempre que x R z (supondo x # z),
existe um y tal que x R y e y R z, ou seja, dados dois elementos distintos, x ¢ z, de C, ha um
elemento y entre eles.

Apesar de ambos possuirem essas trés propriedades, seus elementos ndo podem ser
postos em correspondéncia biunivoca. O conjunto dos pontos da reta ou o conjunto dos reais,
ndo ¢ enumeravel. A poténcia dos reais ¢ de outro tipo. A cardinalidade dos reais (podemos
chama-la de c¢) ¢ maior que a cardinalidade dos naturais (). Demonstra-se que ¢ = 2N,

Porém pode-se estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta ¢ os

pontos de um segmento (Fig. 2.1). Seja AB um segmento e r uma reta qualquer paralela a AB.
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A D’ C FE B
p m
D C E T
Fig.2.1

Liguemos A e B ao ponto C, da reta r, de tal maneira que o angulo ACB seja reto. A projecao
C sobre AB ¢ C’. Seja D um ponto qualquer de r a esquerda de C e o liguemos ao ponto B.
Sobre o segmento AC, temos o ponto p, cuja projecdo sobre AB, serd D’. Do que foi dito,
conclui-se: a qualquer ponto D (a esquerda de C) corresponde outro ponto D’ a esquerda de
C’. De forma analoga, seja um ponto qualquer E em r a direita de C e o liguemos ao ponto A.
Sobre o segmento BC determinemos o ponto m cuja projecdo sobre AB ¢ E’. Logo: a
qualquer ponto (2 direita de C) corresponde o ponto E’ a direita de C’. Desse modo, o que
acabamos de fazer pode ser estendido para todos os pontos da reta r, ficando, desta forma,
estabelecida uma correspondéncia biunivoca entre os pontos da reta r € o segmento AB.

Mostramos que ha uma correspondéncia biunivoca entre os pontos de uma reta r e um
certo segmento. Portanto, se o conjunto dos reais, em certo sentido, ¢ 0 mesmo que o conjunto
de pontos de uma reta, pode-se afirmar que de fato a correspondéncia ¢ biunivoca entre o
conjunto dos nimeros reais ¢ os pontos de uma reta, ou seja, a todo numero real corresponde
um ponto da reta; a todo ponto da reta corresponde um numero real (postulado basico da
Geometria Analitica).

Para Caraca (1989), a linha reta ¢ a imagem ideal da continuidade.

Concentremo-nos na imagem da reta quanto a continuidade. A riqueza da estrutura
da reta vai além “da simples variacdo por gradagées insensiveis” segundo Caraga (1989). E
preciso, portanto, para perceber a continuidade; ter clareza da no¢do da reta e procurar
estabelecer critérios distintivos e simples que permitam observar qualquer conjunto e verificar
se ele tem ou ndo a mesma estrutura da reta e, claro, se podemos atribuir-lhe ou ndo a
continuidade.

Um critério importante para verificar a continuidade de um dado conjunto ¢ o
conceito de corte que estd no principio da continuidade desenvolvido por Dedekind (1831-

1916):
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Se uma reparti¢cdo de todos os pontos da reta em duas classes é de tal
natureza que todo o ponto de uma das classes esta a esquerda de todo o
ponto da outra, entdo existe um e um so ponto pelo qual é produzida esta
reparti¢do de todos os pontos em duas classes, ou esta decomposi¢do da
reta em duas partes. ( CARACA, 1989, p. 60).

Em outros termos: Verifica-se um corte num dado conjunto A nao-vazio, quando ele ¢
separado em dois outros B e C, tal que:

1) todo elemento b € B ¢ menor do que todo elemento ¢ € C.

i) A=BuUC.
EX1: \\ C
Neste caso, 1 é: 1) elemento separador do corte, e,
x<1 1 x>1 ii) elemento maximo da classe B.
Ex»: B <C Neste caso, 1 é elemento minimo de C.
1

Do que foi dito, conclui-se: 1) 1 é o supremo de B no exemplo 1.
i1) 1 € o infimo de C no exemplo 2.

Mas, além desses “cortes”, ha outros. Vejamos outro exemplo mostrando que no
conjunto dos numeros racionais hd cortes que ndo tem elementos de separagdo, para nao
pensarmos que para todo corte no conjunto dos racionais, existe um numero racional a separar
B e C. Antes, porém, consideremos a defini¢do:

Chamamos numero real ao elemento de separa¢do dos dois conjuntos dum
certo corte qualquer no conjunto dos numeros racionais, se existe um
numero racional a separar os dois conjuntos, o numero real coincidira com
esse numero racional, se ndao existe tal numero, o numero real dir-se-a
irracional. (CARACA, 1989, p. 62).

Exs : B C

b’ <2 ¢ >2  Neste caso, consideremos: i) B o conjunto formado por

2 todo racional b cujo quadrado seja menor que 2, isto €,
b* < 2; ii) C o conjunto formado por todo racional ¢
cujo quadrado seja maior que 2, isto &, ¢* > 2.
Nota-se que o critério de reparti¢do abrange todos os racionais, mas lhe escapa o nimero cujo
quadrado seja igual a 2. Entdo, qual seria o elemento de separacao dos conjuntos B e C? — ndo

existe! ele seria o nimero de quadrado igual a 2.
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O numero cujo quadrado ¢ igual a 2 é o numero real irracional ¥2 . Portanto, V2 ¢ 0
numero real irracional que separa o conjunto B dos racionais b, tais que b” < 2 do conjunto C
dos racionais, tais que ¢* > 2. Isso significa que todo corte tem elemento de separagdo,
estando este elemento no conjunto dos reais, como € o caso de 2 .

Pelo que vimos, podemos afirmar que:

1) todo corte ¢ produzido por um ponto da reta.

i1) todo ponto da reta pode produzir um corte.

Dessa afirmacdo, conclui-se que: todo racional produz um corte nos racionais,
porém, ndo se verifica a reciproca, isto €, pode existir um corte nos racionais positivos que
ndo seja produzido por um racional. Na verdade, encontramos a razao da nao correspondéncia

biunivoca entre os reais € 0s racionais.

O conceito de continuidade evoluiu gradualmente, assim como o conceito de fungdo'”. Inicialmente se
confundia a fungdo com sua correspondéncia analitica’ e a continuidade significava a permanéncia da mesma
formula que define a funcdo, ao passo que “descontinuidade” significava, ndo a ruptura do grafico da funcdo,
mas da expressdo analitica
ou lei que definisse a correspondéncia entre variavel dependente e a variavel independente (ou variaveis
independentes).

Somos portanto levados a enunciar, em linguagem, digamos, contemporanea, algumas definigoes.
Bolzano, em um trabalho publicado em 1817 escrevera: “uma fungdo f{x) varia segundo a lei da continuidade
para todos os valores de x situados num intervalo se a diferenga f(x + @) — f(x) pode tornar-se menor que
qualquer valor dado, se se pode sempre tomar ® tdo pequeno quanto se queira.” (AVILA, 2001, p.128). Essa
defini¢do ¢é praticamente a mesma defini¢do de continuidade de Cauchy:

A fungdo f(x) sera continua em x num intervalo de valores dessa variavel se,
para cada valor de x nesse intervalo, o valor numérico da diferenca
fix + @) — f(x) decresce indefinidamente com a. Em outras palavras, f(x) é
continua se um acréscimo infinitamente pequeno de x produz um acréscimo
infinitamente pequeno de f(x). (AVILA, 2001, p.128).
Essa defini¢ao apresentada por Cauchy estd muito préxima da que usamos hoje em dia, em termos de &
e O: uma fungdo dada por y = f(x), chama-se continua, se existe para cada & >0, um & > 0, de modo que para
todo x;, x> com [x;—x,/ <& vale [fx) —f(xs) | <&. Alids, essa simbologia também ¢é devida a Cauchy, que a
usa em varias demonstracdes, embora ela s6 tenha se universalizado devido as prelegdes de Weierstrass em
Berlim, por volta da década de 70 do séc XIX. Weierstrass também apresentou em notas dos cursos que
ministrava a defini¢cdo de continuidade em termos de desigualdade envolvendo & e d.
Na verdade, Weierstrass deu uma definicdo um tanto equivalente as defini¢des de Bolzano e Cauchy
para uma fun¢do continua, porém com maior clareza e precisdo. Para ele, dizer que f(x + AX) — f(x) é um

infinitésimo, ou que, torna-se € permanece menor que
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(12) Segundo Eves (1995, p. 660-661), “a palavra fung¢do parece ter sido introduzida por Leibniz em 1694,
inicialmente para expressar qualquer quantidade associada a uma curva, como , por exemplo, as coordenadas
de um ponto da curva, a inclina¢do de uma curva e o raio da curvatura de uma curva. Por volta de 1718,
Johann Bernoulli havia chegado a considerar uma fun¢do como uma expressdo qualquer formada de uma
variavel e algumas constantes; pouco tempo depois Euler considerou uma fun¢do como uma equagdo ou
formula qualquer envolvendo variaveis e constantes.” Hoje utilizamos uma defini¢do mais geral de fungdo, que
evoluiu principalmente nos trabalhos de Joseph Fourier (1768-1830) que foi levado a considerar, em suas
pesquisas sobre a propagacdo do calor, as chamadas séries trigonométricas e Lejeune Direchlet (1805-1859).
“Uma fung¢do f: D =Y é uma lei que associa elementos de um conjunto D, chamado o dominio da fun¢do, a
elementos de um outro conjunto Y, chamado o contradominio da fun¢do.” (AVILA, 2001, p. 100).

(13) A formula ou lei expressa em simbologia matematica que define a fungao.

qualquer quantidade dada, a medida que Ax se aproxima de zero traz & mente ou o infinitamente pequeno ou

nogdes vagas de mobilidade. Weierstrass definiu f(x) como continua, dentro de certos limites de x: se para
qualquer valor x, desse intervalo e para um numero positivo arbitrariamente pequeno & é possivel achar um
intervalo em torno de xy, tal que para todos os valores deste intervalo a diferenga f(x ) — f(xy) é, em valor
absoluto, menor que &.

Cauchy ¢ considerado comumente por muitos historiadores da matematica como a pessoa que pds o
calculo em terreno firme, apesar dos equivocos encontrados posteriormente na demonstragdo que apresentara
para o principio da convergéncia'®. Esses equivocos levaram muitos matematicos a procurar uma solugio para a
demonstragdo. A procura por uma solucdo satisfatéria aconteceu entre os contemporaneos de Cauchy, como

também por outros matematicos um pouco mais tarde.

Abrahan Robinson, por exemplo, considerava em certa medida, a definicdo dada por
Cauchy sobre continuidade, misteriosa e prop0s com sua teoria nao-standard uma nova

solugdo ao problema da continuidade.

Robinson observou que a histéria do calculo admitia duas teorias sobre o continuo: teoria leibniziana e
teoria weierstrassina. Essas teorias, na verdade, eram rivais. O continuo de que trata a teoria leibniziana vai de
Arquimedes até o continuo nao-arquimediano mediante a adi¢do dos infinitésimos e dos numeros infinitamente
grandes. Segundo Robinson, Cauchy era adepto da teoria leibniziana (LAKATOS, 1983). Ja para a teoria
weierstrassiana, o aspecto revoluciondrio era a possibilidade de explicar todo o célculo conhecido e também
desenvolvimentos posteriores que incluissem os nimeros reais.

E possivel mostrar, segundo Robinson que os argumentos de Cauchy nio devem ser interpretados como
welerstrassiano e sim como um genuino leibniziano.

Vejamos a interpretacdo apresentada por Robinson.

Seja lim s, (x) = s, (x) donde s,(x) sdo continuas. Entdo a fim da provar que s,(x) é continua em algum

x;, temos de mostrar que s(x; +a)—s(x;) ¢ infinitesimal para todo

(14) Lembremos que o objetivo de Cauchy era provar que: seja f uma fungdo continua num intervalo I = [a,b],
com f(a) #f(b). Entdo, dado qualquer numero d compreendido entre f(a) e f(b), existe c € (a,b) tal que
f(c) = d. Em outras palavras, f(x) assume os valores compreendidos entre f(a) e f(b), com x variando em
( a,b), por meios analiticos, sem recorrer a intui¢do geométrica. Desse objetivo € que surgiu o seu critério de
convergéncia, formulado aqui, para o caso de uma seqiiéncia de fungdes: “ Se uma seqiiéncia de grandezas
Fi(x), Fy(x),..., Fu(x),..., Fy + (x),... estd sujeita a condi¢do de que a diferenga entre seu n-ésimo F,(x) e cada
membro seguinte F, , .(x), ndo importa qudo distante do n-ésimo termo este ultimo possa estar, seja menor do
que qualquer quantidade dada, desde que n seja tomado bastante grande, entdo, existe uma e somente uma
determinada grandeza, da qual se aproximam mais e mais os membros da segqiiéncia, e da qual eles podem se
tornar tdo préximos quanto se deseje, desde que a seqiiéncia seja bastante longa.” (AVILA, 2001, p. 74).

infinitesimal o.
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Nessa formulacdo esta sendo empregado o conceito de continuidade de Cauchy, que sera equivalente ao
conceito de Weierstrass, somente se para qualquer proposicdo que seja verdadeira para todas as quantidades
infinitesimais também seja verdadeira para quantidades finitas suficientemente pequena e vice-versa.

Entdo: | s(x; + ) —s(x1) | = | Sn (X1 + o) — sp(Xy) + 1p(X) + ) — 15(X1) |

< |sn x; +a) — sn(x1)| + | r(x; + o) |+ | ra(X1) |d0nde I, SA0 0s restos.
Cauchy acreditava que a parte esquerda era infinitesimal para todo infinitesimal o, posto que |sn x; + o) —
Sn(X1) | ¢ infinitesimal para todo n, devido a sua defini¢do de continuidade; e | ry(x; + o) le | ra(X1) | seria por
sua vez infinitésimos para todos os n infinitamente grandes devido a defini¢do apresentada por Cauchy: a, — 0
se a, ¢ infinitesimal para n infinitamente grandes.

Para Robinson, este argumento implica que s,(x) deveria estd definida e ser continua, e convergir ndo s6
para os pontos standard weierstrassianos, mas para todos os pontos do continuo mais denso de Cauchy, e a
seqiiéncia s,(x) deveria estd definida para indices n infinitamente grandes e representar fungdes continuas de tais
indices.

Observa-se que a nogdo de convergéncia'® de Cauchy pode ser interpretada pela teoria robinsoniana da
seguinte maneira: Seja *R uma extensdo elementar dos nimeros reais R e *N a extens@o correspondente dos
numeros naturais N. A prova de Cauchy de seu teorema da continuidade exige a convergéncia de uma seqiiéncia
transfinita.

Simbolicamente: { s(n) /n € N}, donde s(n) €*R.

Assim, a seqiiéncia { s(n) / n € N}, donde s(n) €*R, converge (segundo Cauchy) para o limite t e*R se
existe uma fungdo M(n) em R tal que para todo m em N e para todo n em *N: n > M(n) —> | s(x) -t | <m™.

Segundo Robinson, com esta defini¢do, o teorema de Cauchy ¢ correto no sistema

(15) Para Cauchy, toda seqiiéncia monotona e limitada é convergente. Diz-se que uma seqiiéncia (a,) é limitada
inferiormente, se existe um namero A tal que A < a, para todo n; e limitada a direita, ou limitada
superiormente, se existe um numero B tal que a, < B para todo n. Quando a seqiiéncia ¢ limitada a esquerda e

a direita a0 mesmo tempo, dizemos simplesmente que ela € limitada e, mono6tona quando satisfaz a qualquer uma
dessas condigdes: crescente, decrescente, ndo decrescente e ndo crescente. “Diz-seque uma seqiiéncia (a,) é
crescente se a; < a; <.. < a, <.. e decrescente se a; > da, >... >a, > ... Diz-se que a seqiiéncia é ndo
decrescente se a; < a, <... na <...endo crescentese a;> d;=>.. = a,= ... (AVILA, 2001, p. 56-57).
Esse critério de convergéncia permite saber se uma dada seqiiéncia é convergente, sem conhecer seu limite de
antemdo se ela for mondtona. Em contrate a esse critério de convergéncia, veja outro de carater geral que se
aplica a qualquer seqiiéncia. “Uma condi¢do necessaria e suficiente para que uma seqiiéncia (a,) seja
convergente ¢ que, qualquer que seja & > 0, existe N tal que n, m >N = /a,, - a, /<§. “(AVILA, 2001, p. 67).
Em outros termos “dado & >0, existe um indice N tal que, para todo inteiro positivo p, n >N =
/a, - na+p /<& (AVILA, 2001, P. 67).

dos hiper-reais, mas ndo o ¢ para o sistema dos niimeros reais R. (LAKATOS, 1983).

Isso nos mostra que a teoria de Robinson proporciona explicagdes precisas sobre as nogdes de Cauchy,
como também se propde a explicar as idéias de Leibniz. Observa-se que ao dar muita énfase a idéia de
continuidade de Leibniz e Cauchy, o levou a uma falsa reconstrug¢do da prova de Cauchy de 1821. Segundo
Lakatos (1983), as definicdes dadas por Cauchy e Robinson sobre continuidade apresentam menos
similaridades do que as defini¢cdes dadas por Cauchy e Weierstrass.

Robinson tem razdo em sinalizar que Cauchy fazia um esfor¢o para escapar dos infinitésimos, cuja
debilidade logica havia sido mostrada por Berkeley. Porém, uma analise do termo variavel usado por Cauchy,

vai mostrar que no se trata s6 de uma maneira de falar, pelo contrario, suas variaveis reais recorriam aos
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CAPITULO III
A CIENCIA MATEMATICA NO ENSINO MEDIO

Em meio a tantas definigdes sobre ciéncia, diremos que a ciéncia possui dimensoes tais como: descobrir
e descrever através de uma linguagem rigorosa e apropriada os aspectos factuais do mundo empirico, as relacdes
do mundo das idéias e propor e testar explicagcdes sobre o por qué o mundo funciona e como funciona. O
compromisso maior da ciéncia ¢ com o conhecimento através da verdade. A verdade é a idéia nuclear do
conhecimento. Ha diferentes tipos de verdade (citaremos os mais conhecidos): coerencial, correspondencial e
consensual. Pode-se dizer que a verdade por consisténcia ou coerencial é caracteristica da ciéncia matematica; ja
a verdade por correspondéncia ¢ caracteristica da ciéncia fisica e a verdade consensual ou pragmatica ¢
caracteristica das ciéncias humanas. E importante ressaltar a necessidade da existéncia de um permanente
dialogo entre as diferentes verdades.

Sobre a Matematica, através de Keith Devlin, autor do interessante livro “O Gene da Matematica”,
diremos que a “matematica é a ciéncia da ordem, padrées, estruturas e suas relacoes logicas.”(DEVLIN, 2004,
p- 95-96). Essa defini¢do, embora expressa de forma sucinta tem um carater amplo. Alids, é justamente por ser
sucinta ¢ ampla que a consideramos pertinente ao nosso proposito de apresentar uma defini¢do da ciéncia
matematica para alunos do ensino médio.

Desde a Grécia Antiga, que a Matematica ¢ considerada uma ciéncia. O conhecimento matematico foi
um dos primeiros — se ndo o primeiro, a estruturar-se num corpo ordenado de conhecimentos, com seu objeto
bem definido e a sua metodologia propria. A geometria euclidiana ¢ um dos mais belos exemplos desta
estruturagdo, cuja metodologia foi instituida pelo matematico grego Euclides (séc. III a.C). De qualquer modo, o
conhecimento matematico ao desenvolver-se, tornou-se parte essencial da cultura contemporanea por fornecer
instrumentos (conceitos, analogias, modelos, etc.) para o estudo da natureza, além de inquietagdes filosoficas e
também estéticas. Portanto, sua presenca na educacdo basica e, conseqiientemente, no ensino médio é
indiscutivel.

A Matematica no Ensino Médio tem um valor formativo, que ajuda a
estruturar o pensamento e o raciocinio dedutivo, porém também
desempenha um papel instrumental, pois é uma ferramenta que serve para a
vida cotidiana e para muitas tarefas especificas em quase todas as
atividades humanas. (BRASIL:PCNEM, 1999, p.251).

”» < EL RT3

Voltemos a defini¢do acima. O que quer dizer “padrdes”, “ordem”, “relagdes”... ?

Faz-se necessario, algumas, explicagcdes. Usada numa acepg¢do ampla pelos matematicos, a palavra
“padrdo”, nessa definicdo nio se restringe a padrdes visuais, como os de papel de parede, os das pedras de uma
certa calgada, ou os de azulejos no chdo do banheiro; embora possam ser estudados matematicamente Segundo
W.W. Sawyer, apud Devlin (2004, p. 95), deve ser entendida como “cobrindo quase qualquer tipo de
regularidade que se pode imaginar na mente.” E,

Os padroes e relagdes estudadas pelos matematicos ocorrem por toda parte
na natureza: os padrdes simétricos das flores, os padrdes — muitas vezes
complicados — dos nos, das orbitas descritas pelos planetas a medida que se
deslocam nos céus, os padrdes da pelagem de um leopardo, o padrdo de
votagdo de uma populagdo, o padrio produzido pelos resultados aleatorios
num jogo de dados ou na roleta, a relagdo entre as palavras que formam uma
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frase, os padrdes de som que reconhecemos como musica. As vezes 0s
padrdes sdo numéricos e podem ser descritos usando-se a aritmética — os
padrdes de votagdo, por exemplo. Mas, com freqiiéncia, eles ndo sao
numéricos — por exemplo, os padrdes de nos e os padrdes simétricos das
flores pouco t€m a ver com numeros.(DEVLIN, 2004 p.96).

Para alguns matematicos, a Matematica pode ser definida sucintamente como “a ciéncia dos padroes”
(DEVLIN, 2004)'. Nesta mesma perspectiva, embora considere ser impossivel definir rigorosamente a
Matematica (até agora), Borges (2001) nos diz que ha uma defini¢do que poderia servir de guia ao professor de
Matematica: - “a matemdtica é a procura de padroes”(BORGES, 2001, p.3). Podemos dizer que, dessa
definigdo, surge a necessidade de desenvolver na educagdo basica o habito da observagdo, das semelhangas e das
diversidades para que o aluno seja colocado no caminho da procura de padrdes. Para Borges (2001), poucas
ciéncias se igualam a Matematica na apresenta¢do de situagdes nas quais esse exercicio possa ir as ultimas
conseqiiéncias. Mas adverte que ndo se deve transformar a Matematica em simples esquemas abstratos
logicamente manipulaveis e, muito menos, em simples receituario.

A Matematica, embora ciéncia formal, o que pode dar a idéia de algo estatico, ¢ uma ciéncia viva, ndo
apenas no cotidiano das pessoas, mas também nas universidades e centros de pesquisas, onde se verifica, hoje,
uma impressionante produg¢do de novos conhecimentos, que tém sido usado na solugdo de problemas cientificos
e tecnoldgicos da maior importdncia. Um exemplo interessante dessa producdo sdo as “algebras ndo
associativas” também conhecidas com ‘“algebras genéticas” — existem grupos formados por matematicos

e geneticistas

(1) Keith Devlin nos diz que a frase “matemdtica é a ciéncia dos padroes” nao é sua. Na verdade a viu pela
primeira vez impressa como titulo de um artigo na revista Science, feita pelo matematico Lynn Steen, em 1988.
Também nos diz que Steen admite ndo ser o autor dela e que a fonte escrita mais antiga que descobriu foi no
livro de 1955, Prelude to Mathematics, de W.W. Sawyer. (2004. p.94).

trabalhando com esse sistema matematico, cuja a operagdo da multiplicag@o é ndo associativa. Mas ndo € s isso,

além do carater pragmatico do conhecimento matematico, temos os aspectos especulativos (filosoficos) e

estéticos sem os quais o conhecimento matematico perde parte da sua natureza.

Pode-se afirmar que o conhecimento matemdtico, do ponto de vista do ensino,
apresenta caracteristicas peculiares: o cardter abstrato, a precisdo dos conteudos, o rigor do
raciocinio e a especificidade da linguagem. Essas peculiaridades sdo pontos que merecem a
atencdo tanto por parte de quem vai ensinar, como de quem vai aprender Matematica. A
fecundidade — talvez sem limites — da Matematica, reside no seu alto grau de abstrag¢do. Sao
construidas abstragdes sobre abstracdes num processo que ndo parece ter fim e, sabemos pelos

estudos dos especialistas, que quanto mais abstrato ¢ um conceito, maior a sua area de

aplicacdo. A Matematica parece a ciéncia ideal para fornecer modelos as outras ciéncias.
Podemos dizer que a Matematica € altamente abstrata, tanto em seus métodos como em seus objetos.

Dessa peculiaridade surge a necessidade de seu ensino receber um tratamento mais cuidadoso. Na verdade, ndo

se aprende partindo-se do geral para o particular, a ndo ser em niveis bem especializados. Portanto, a marcha é

do familiar para o abstrato, do particular para o geral, da intuigdo sensivel a intuicdo mais elaborada - intelectual.
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Mas, alguns livros e professores violam esse principio basico da aprendizagem. O resultado dessa pratica é o mal
estar causado nos alunos e, conseqiientemente, a falta de interesse que estes tém demonstrado.

Algo mais precisa ser dito, contudo, sobre 0 nome Matematica. Na verdade, qual a origem do nome
Matematica? Sabemos que sua origem esta na lingua grega. Porém, como nio temos conhecimento suficiente do
grego, optamos por transcrever um trecho do artigo O nome “Matematica” do renomado professor e pesquisador
da Matematica, Irineu Bicudo, que trata deste assunto, com algumas adaptagdes, publicado em 2003 no
“Folhetim de Educag¢do Matematica”, em nimero especial.

A lingua grega classica possui um verbo, MANTHANO, em polaridade com um outro, DIDASKO. Este
significa “ensinar, instruir”, aquele, “aprender”. A nuanga expressa nos textos antigos, em relagdo a manthano, é
“aprender praticamente, aprender por experiéncia, aprender a conhecer, aprender a fazer”, mas acaba por se
aproximar do sentido de “compreender”.

Dos substantivos de acdo derivados desse verbo, Bicudo destaca “MATHESIS”, “a¢do ou fato de
aprender” (chegando, por alargamento de sentido, até “conhecimento, instrugdo, ciéncia”), e o resultativo
“MATHEMA”, “aquilo que ¢ aprendido”(culminando, por extensdo, com “aprendizagem, conhecimento,
ciéncia”). O plural de “to mathema” ¢ “ta mathéma”, ja usado por Arquitas, Platdo e outros para designar “o
conhecimento matematico”.

O substantivo vernaculo ‘“matematica” (como muitos outros substantivos portugueses, “gramatica”,
“dialética”, “retorica”,...) era, na lingua grega, a forma feminina de um adjetivo, “MATHEMATIKE”. O
feminismo sendo exigido pela concorddncia com o substantivo feminino “TECHNE” (“o saber fazer de uma
profissdo; técnica, arte”), que acompanhava sempre o adjetivo: “he mathematikétéchne”, literalmente, “a arte
relativa aquilo que pode ser aprendido”. Com o tempo, o substantivo “téchne” deixou de ser mencionado, e o
adjetivo “mathematiké”, ganhou status de substantivo: “he mathematiké”, “a matematica”.

Mas como os antigos explicavam o nome Matematica?

Anatoélio, bispo de Laodicea (ca. 280 A.D.), citado por Heron (Definigdes), justifica do seguinte modo a
origem do nome “matematica” (traduzido do grego classico):

“E a partir de que foi chamada matematica?

Os peripatéticos, afirmando, por um lado, alguém haver de ser capaz, ndo tendo aprendido, de
familiarizar-se com a retérica, com a arte da poesia, e com a musica popular, como um todo, e, por outro lado,
relativamente as coisas que sdo, particularmente, chamadas mathémata, ninguém aprender o conhecimento, sem
antes ter passado pela instrucdo dessas coisas, pensavam ser chamada matematica a teoria dessas coisas, por
causa disso”.

Para Bicudo, desde que os gregos conceberam nossa ciéncia, como a entendemos hoje, esta expresso em
seu nome (“que, em certo sentido, ¢ a propria coisa’) que ela ndo €, como a retdrica, ou a poesia, ou a musica,
um presente dos deuses aos homens, gratuitas. Nao, a matematica, para ser conhecida, demanda estudo arduo,
persisténcia, animo forte, paixdo, pois, aqui, “os deuses vendem, quando dédo”.

Sem duvida, ja nos perguntaram muitas vezes para que serve a Matematica, ¢ se as idéias matematicas
apresentadas no ensino médio ndo sdo concebidas por nosso capricho enquanto professor.

Para responder a essas questdes, argumentaremos que ¢ fundamental mostrar ao aluno do ensino médio,
geralmente jovens entre 14 e 17 anos, que a ciéncia matematica trata da formagao das primeiras abstragdes a

partir da experiéncia. Exemplificando: a idéia de funcdo como abstracdo da causalidade (causa e efeito) sendo
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aquela representada pela varidvel independente e este pela variavel dependente. Outros exemplos (ja citados): o
conjunto dos naturais como abstracdo da contagem e o conjunto dos racionais como abstragcdo das medidas. Da
elaboragdo de novos conceitos matematicos a partir de conceitos anteriores — a criagdo dos nimeros complexos a
partir dos reais, fungdes de varias variaveis e sua organizagdo em teoria, ¢ da correspondéncia entre a verdade
coerencial e a verdade correspondencial — sdo as aplicacdes.

A Matematica tem inumeros aspectos a serem considerados em se tratando do seu desenvolvimento e
ensino. Para torna-la atraente no ensino médio, ¢ preciso considerar os aspectos mais pertinentes ao ensino dessa
ciéncia: historicos, filosoficos e conceituais. Segundo E. L. Lima (2001), € possivel tirar proveito das muitas
faces (aspectos) da Matematica na organizacdo do seu ensino. Vejamos suas consideracdes com as quais
concordamos.

* Ela é como uma arte, onde o enlace das proposigoes, as conexoes entre
suas diversas teorias, a elegancia e a limpidez dos seus raciocinios, a
singela elogiiéncia de seus enunciados e a surpresa de algumas de suas
conclusdes enlevam o espirito e comprazem nosso senso estético.

* Ela é tambem um eficaz instrumento, as vezes simples em suas aplicagoes
cotidianas, as vezes sutil e complexo quando empregado na solu¢do de
problemas tecnologicos ou na formulagdo de teorias cientificas, pois dispoe
de um inesgotavel repertorio de modelos abstratos que podem ser usados
nas mais diversas situagoes concretas.

* Fla ¢ uma linguagem precisa e geral, tdo bem sucedida que o fato de
poder exprimir principios cientificos por meio dela é uma prova do estado
avancado dessa ciéncia.

* A Matemdatica é ainda um grande desafio, tanto do ponto de vista ludico,
que a tornou popular desde tempos imemoriais com seus problemas
folcloricos, como na disputa eterna entre o matemdtico e a verdade oculta
sob varias formas. (LIMA, 2001, p.160).

Na realidade, as consideragoes de Lages soam como um desafio ao processo ensino-
aprendizagem da Matematica, em especial ao professor. A este, cabera mostrar ao aluno do
ensino médio que aprender Matematica contribuira para sua formagdo enquanto cidaddo
(um dos objetivos da educagdo bdsica) como também para conhecer como as verdades
cientificas constituiram-se ao longo dos séculos.

H4 muitos motivos respeitaveis pelos quais os alunos do ensino médio podem
empreender para aprender Matematica. O primeiro ¢ desenvolver a curiosidade intelectual — o
desejo de conhecer a verdade, as idéias, o saber por que as coisas sdo assim (crucial nesta
época de suas vidas). Depois, o orgulho, a ansia de ficar satisfeito com seu proprio
desempenho — mostra do que ¢é capaz. Por fim, o desejo de alcangar o reconhecimento familiar

e social (aprovacao em vestibulares e concursos) e at¢ mesmo poder e dinheiro.

A Matematica ¢ formada por diversos ramos. Um dos mais trabalhados na educagdo basica ¢ a
aritmética pela grande familiaridade e simplicidade de suas regras, o que a torna mais acessivel a pessoas com
menos instrugdo. “A aritmética é a base de toda a matemdtica, pura ou aplicada. E a mais til das ciéncias e
provavelmente ndo existe nenhum outro ramo do conhecimento humano tdo espalhado entre as

massas”,(DANTZIG, 1970, p.44).
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Serd que podemos dizer que a Matematica ¢ uma ciéncia popular? O grande matematico inglés G. H.
Hardy(1877-1947), na obra Em defesa de um matemadtico diz que

Existem poucas matérias mais “populares” que a Matemdatica. A maioria
das pessoas entendem um pouco de matemadtica, assim como a maioria das
pessoas consegue apreciar uma melodia agradavel; e provavelmente
existem mais pessoas interessadas em matemadtica do que em musica. As
aparéncias podem até dar a entender o contrario, mas é facil explicar isso.
A musica pode ser usada para estimular as emogoes das massas, ao passo
que a matemdtica ndo, e a incapacidade musical é tida (sem duvida com
razdo) como uma imperfeicdo leve, ao passo que a maioria das pessoas tem
tanto medo do nome da matemdtica que estd sempre pronta, sem falsa
modeéstia, a exagerar a sua propria burrice matematica. (HARDY, 2000,

p.82).

Desejamos refletir um pouco sobre o que disse Hardy na primeira metade do século XX. Para tanto,
basta observar com atengdo para notar que no ensino médio, a grande maioria dos alunos tem uma resisténcia
bastante acentuada em relacdo a ciéncia Matematica. Muitos alunos dizem abertamente que ndo sabem nada
sobre Matematica e pior, que ndo desejam aprender.Sera o exagero a burrice da qual fala Hardy, ou é a
popularidade da Matematica que esta em baixa?

Para o renomado matematico brasileiro e professor Omar Catunda (1906-1986), ¢ sabido, e facilmente
comprovado, que aos 2 ou 3 anos a crianga comeca a aprender a contar; pouco a pouco, vai ampliando o campo
dos numeros conhecidos e quando for capaz de escrever, aprendera também o sistema decimal de numeragdo.
Durante o curso primario — hoje da 1% a 4 série do ensino fundamental, ¢ possivel ensinar progressivamente, as
quatro operacdes, com muitas aplica¢des, bem como as principais figuras geométricas e suas medidas.

Um aspecto a observar, segundo Catunda (1993), é que muito cedo desponta na crianga uma nova
curiosidade, um rudimento de raciocinio de que é tipica a pergunta por que? , com a qual muitas criancas
azucrinam a paciéncia dos pais. E que o cérebro humano, desde a infincia, ndo se contenta em receber e arquivar
na memoria as informagdes fornecidas pelos sentidos; ele tem exigéncias dinamicas, precisa conhecer a razo
dos fatos que presencia, a concatenacdo dos fendomenos e das idéias. Essa exigéncia da mente humana é que
constitui a fung¢do essencial do ensino da matematica, ao longo da infincia e da adolescéncia. Esse treinamento
do raciocinio, essa formagao do ser racional, ¢ muitissimo mais importante do que o conhecimento de formulas e
regras decoradas para resolver problemas padronizados.

Catunda também nos diz que, como a formacdo da mentalidade se processa ao longo de varios anos, ¢
preciso que o ensino de cada topico seja adaptado ao estagio de desenvolvimento intelectual dos alunos. Por isso
o planejamento de um ensino formativo, com 0s sucessivos processos racionais — experimentaggo, justificacdo
intuitiva, comparag@o com resultados conhecidos, prova ¢ demonstrag@o, s6 pode resultar de uma colaboragdo de
matematicos e pedagogos especializados.

Diante desse contexto, ndo deixa de ser preocupante a incapacidade demonstrada por parte dos alunos
no ensino médio, visto que, ja estudaram Matematica no ensino fundamental. Era para realmente conhecerem um
pouco de Matematica — acha-la popular como afirma Hardy e apresentar uma certa curiosidade em relagdo a
Matematica pelo que nos diz Catunda. Mas como sabemos, ainda que mecanicamente — resultado do atual
ensino, a maioria dos alunos do ensino médio continuam sem conhecé-la, melhor, sem aprendé-la.

Portanto, para conseguir progressos frente a resisténcia dos alunos, acreditamos ser preciso reorganizar

o processo ensino-aprendizagem da ciéncia Matematica no ensino médio, pois ¢é fato que,
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Os movimentos de reorienta¢do curricular ocorridos no Brasil a partir dos
anos 20, ndo tiveram for¢a suficiente para mudar a prdtica docente dos
professores para eliminar o carater elitista desse ensino bem como melhorar
sua qualidade. Em nosso pais o ensino de Matemdtica ainda é marcado
pelos altos indices de retengdo, pela formalizagdo precoce de conceitos,
pela excessiva preocupagdo com o treino de habilidades e mecanizagdo de
processos sem compreensio.(BRASIL: PCN/MATEMATICA, 1998, p.19).
Podemos comecar por levar em conta, a fim de atender as exigéncias da sociedade tecnologica moderna, as
necessidades do mundo do trabalho, a penetragdo ¢ a importancia crescente das técnicas matematicas em
diversos ramos do conhecimento, por reconhecer que ela progride a medida que novas descobertas criam a
necessidade de alterar (pelo principio da extensdo) explica¢des anteriores e por enfatizar com bastante clareza,
que ndo ¢ possivel uma ciéncia feita s6 de aplicagdo.

Sabemos por experiéncia que o aspecto utilitarista da ciéncia matemadtica estd em voga na educacdo
basica. Dai pergunta-se: que sentido tem no ensino médio buscar uma ciéncia s6 de aplicagio? E evidente que tal
preferéncia prejudica outros aspectos igualmente importantes e, se o aluno do ensino médio estd na fase de saber
o por que das verdades cientificas, tal preferéncia néo se justifica, até porque, “as verdades so sdo fecundas se
forem ligadas umas as outras. Se nos prendemos somente aquelas das quais se espera um resultado imediato,
faltardo os elos intermedidrios, e ndo haverd mais cadeia”(POINCARE, 1995, p.89).

Observemos que a idéia que decorre das palavras de Poincaré é a busca por estabelecer relagdes entre os
diversos aspectos da Matematica e ndo particularizar, restringir, ..., ¢ preciso generalizar. A fecundidade da
Matematica se encontra na generalizacdo das propriedades essenciais dos objetos; ¢ uma necessidade
caracteristica do conhecimento matematico que se impde desde as idéias mais simples as mais complexas. Ja
definir, inferir e demonstrar sdo atos inerentes a aprendizagem matematica. Os conceitos de generalizacdo e
demonstragdo evidenciam o carater original da Matematica, (BORGES, 2002d).

Vejamos um exemplo de como generalizar. Comecemos com o caso da potenciacdo — operagdo bem
conhecida pelo aluno do ensino médio. Parte-se de observagdes empiricas para expoentes inteiros e positivos: 2°,
35, 7%° etc.. Apresentam um significado intuitivo e sugerem a defini¢do por recorréncia’: para todo niimero real
a positivo e para todo numero inteiro # € N, a poténcia enésima de a, ¢ definida por:

a=a

a""'=a".a

Dessa definigdo chega-se as regras da multiplicacdo e divisdo de poténcias inteiras positivas.

(an)m :anm;

a"/a’=a"""(n>p)

Em seguida outra generalizac¢do; procura-se a extensdo daquelas regras de célculo
quando os expoentes sdo inteiros relativos. Na terceira generalizacdo incluem-se os expoentes
racionais, em seguida os reais e finalmente os complexos. Veja como cada uma dessas
generalizagdes enriquece o saber matematico.

O saber matematico compreende o dominio do sistema de representa¢do e

também das regras que regem agoes abstratas. A leitura (compreensdo) de
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escritas matematicas requer o conhecimento do sistema de notagdo. Sem
este conhecimento, torna-se dificil ligar as expressoes simbolicas com os
significados. Tais caracteristicas exigem do ensino medidas especificas para
que as informagades veiculadas nas aulas se transformem em conhecimento.
Para resolver uma equag¢do, o individuo precisa saber, pelo menos, o
significado dos simbolos utilizados, as relagdes implicitas e os passos ou os
procedimentos adequados a cada situagdo; se desconhecer isso, ou parte

disso, os resultados sdo prejudicados. (MICOTTI, 1999, p.163).

Esse aspecto de generalizacdo precisa ser melhor tratado em nossas salas de aula,

(2) A definigdo por recorréncia consiste em definir uma propriedade para o nimero 1 (ou 0). Em seguida, definir,
como a propriedade segue de n paran + 1. Exemplo: l.a=a; (n+ 1).a=n.a +a.Com estas equagdes juntas &,
por exemplo, definida a multiplicagio de um numero real a pelos naturais. (cf. DICIONARIO DE
MATEMATICA, 1980).

principalmente no ensino médio. Ele é fundamental na procura de analogias com fatos matematicos, como, com
fatos de outros ramos cientificos.

Diante dessas caracteristicas peculiares a Matematica, que atitude tomar quanto ao ato de ensina-la no
ensino médio? Ja falamos que o aspecto utilitarista tem sido fortalecido, mas esta longe de ser suficiente. Porém,
se compreendemos que ha varios aspectos a serem trabalhados no ensino, torna-se necessario enfatiza-los. De
qualquer modo, sera preciso estabelecer uma atitude ousada que faga interagir os diversos aspectos pertinentes
ao ensino, por isso, ndo hesito em dizer que a Matematica merece ser abordada em uma perspectiva mais
contextualizada no ensino médio.

E pertinente enfatizar o que queremos dizer quando utilizamos a palavra contextualizada. Queremos
dizer que nos referimos a um processo de ensino que busque a interacdo dos aspectos historicos, filosoficos,
conceituais e pedagogicos dos conceitos matematicos, como também dos conceitos matematicos com outros
ramos cientificos. A nossa preocupacio em chamar a atenc¢do se justifica porque a palavra “contextualizacdo”, na
maioria das vezes, ¢ utilizada como referéncia apenas ao aspecto utilitarista da Matematica.

Desde 1996, com a aprovacdo da Lei das Diretrizes e Bases da Educagdo Nacional (LDB/9394) pelo
Congresso Nacional ¢ depois com os Parametros Curriculares Nacionais (PCNs) instituidos pelo Conselho
Nacional de Educagdo (1998), que a “contextualizagdo” passou a ser uma das diretrizes para um ensino de
qualidade defendida nos documentos oficiais referentes a educagao basica, aqui no Brasil. E, cabe reconhecer
que, depois da divulgagdo dos PCNs para ensino o fundamental e dos Parametros Curriculares Nacionais para o
Ensino Médio (PCNEMs), pelo Ministério da Educagao (MEC), praticamente, todos os professores que atuam

na educacdo basica passaram a falar de “contextualizacdo”.
Vejamos alguns aspectos da “contextualizagdo” enfatizados nos PCNEMs:
Contextualizar o conteudo que se quer aprendido significa, em primeiro
lugar, assumir que todo conhecimento envolve uma relagdo entre sujeito e
objeto. [...] O tratamento contextualizado do conhecimento é o recurso que

a escola tem para retirar o aluno da condigdo de espectador passivo.[...] A
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contextualizagdo evoca por isso dareas, dmbitos ou dimensoes presentes na
vida pessoal, social e cultural, e mobiliza competéncias cognitivas ja

adquiridas.(BRASIL: PCNEM, 1999, p.91).

E ainda,

A contextualiza¢do do saber é uma das mais importantes nogoes
pedagogicas que deve ocupar um lugar de maior destaque na andlise da
didatica contempordnea. Trata-se de um conceito diddtico fundamental para
a expansdo do significado da educagdo escolar. O valor educacional de uma
disciplina expande na medida em que o aluno compreende os vinculos do
conteudo estudado com um contexto compreensivel por ele. (PAIS, 2001,

p.27).

Contudo, o tipo de contextualizacdo que tem sido evidenciada no ensino médio, atualmente,
ao tratar da ciéncia matematica ndo tem contribuido de forma significativa para a
aprendizagem matematica, embora saibamos que, a contextualizacdo do ensino da ciéncia
matematica ndo ¢ bem uma “novidade” pds PCNs; encontra-se inimeras referéncias a
contextualizacdo em Matematica anteriores aos PCNs (AVILA, 1994; BORGES, 1983;
CARVALHO, 1994; CATUNDA?, 1972; LIMA, 1991).

Percebe-se claramente que falta encontrar caminhos para mostrar que os avangos que fazemos na
compreensdo de uma certa ciéncia, no caso - a Matematica, vém de observagdes, de descobertas intelectuais e
das idéias inéditas que novas reflexdes trazem a nossa forma de organiza-la, pois da maneira como a
organizamos emerge o modo como a compreendemos. E preciso deixar claro no ensino médio que nossas
construgdes mentais baseiam-se em fatos - sdo eles que desejamos explicar, mas que as teorias cientificas vao
muito além dos fatos. Através delas € possivel explicar situagdes que aparentemente sdo consideradas
contraditdrias, que os olhos nao véem, mas que sdo identificadas pela 16gica da razdo.

Mas antes de ir mais adiante, vejamos o que diz os PCNEMs sobre o ensino médio, a ciéncia e o saber
matematico. Segundo os PCNEMs,

Um Ensino Médio concebido para a universaliza¢do da Educacdo Basica
precisa desenvolver o saber matematico, cientifico e tecnoldogico como
condi¢do de cidadania e ndo como prerrogativa de especialistas. [...] Para
uma educag¢do com o sentido que se deseje imprimir, s6 uma permanente
revisdo do que sera tratado nas disciplinas garantirda atualiza¢do com o
avango do conhecimento cientifico e, em parte, com sua Incorporagdo
tecnologica. [...] Nunca é demais insistir que ndo se trata de se incorporar
elementos da ciéncia contempordnea simplesmente por conta de sua
importdncia instrumental utilitaria. Trata-se, isso sim, de se prover os
alunos de condi¢oes para desenvolver uma visdo de mundo atualizada, o
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que inclui uma compreensdo minima das técnicas e dos principios
cientificos em que se baseiam. (BRASIL: PCNEM, 1999, p. 208-209).

Na realidade, ¢ preciso desenvolver um processo de ensino que articule os diversos

(3) Omar Catunda morou aqui na Bahia de 1963 até o seu falecimento em 1986. Como professor da UFBA,
liderou um grupo de professores, e no inicio da década de 70 publicou Matemadtica. 2° ciclo — ensino atualizado,
cole¢do em 3 volumes, destinada ao nivel de ensino que hoje corresponde ao ensino médio. Seus livros, embora
tenham como objetivo difundir a chamada “Matematica Moderna”, cuja idéia fundamental era a prevaléncia do
formal, do abstrato, do geral sobre os processos heuristicos, apresenta uma abordagem que enfatiza a relagdo
entre os conceitos matematicos. O volume 3, por exemplo, no cap. 1 trata de “Nogdes de Topologia,
Continuidade e Limite”. Na verdade, ao observar esses volumes, encontra-se bom exemplos do que estamos a
buscar no ensino de Matematica para o nivel médio - a interagdo entre os conceitos matematicos. Cabe procurar
livros mais “antigos”. Certamente, nos servirdo de parametros para estabelecermos um “ensino contextualizado”
em Matematica.

conceitos matematicos de forma a conduzir a um aprendizado signiﬁcativo4, até porque, por ser o ensino médio a
etapa final da universalizagdo da educagdo basica, o aluno encontra-se, geralmente, numa idade propicia a ter
uma maior ambi¢do formativa, a buscar o conhecimento independentemente da sua da sua opgdo profissional.
Neste contexto, trabalhar com os conceitos matematicos torna-se imprescindivel. Trata-se de uma excelente
oportunidade para “seduzir” o aluno do ensino médio pelo jeito matematico de pensar.

Segundo Borges (2000), existe dois modos de pensar: o pensar ndo matematico e o pensar matematico.
No modo matematico de pensar, primeiro, raciocina-se com fatos, em seguida, raciocina-se com hipoteses
pertencentes a idealidade (teorias matematicas), jA o pensar nao matematico que € o que a maioria das pessoas
fazem durante toda a vida baseia-se em raciocinar com fatos.

Observemos: pensar no ponto como um ente sem dimensio e na reta como um ente com uma dimensao
e pensar esses mesmos entes, 0 primeiro como a marca deixada no papel pela ponta de um lapis e o segundo
como a marca deixada pelo mesmo lapis apoiado numa régua e ligando dois pontos, sdo duas maneiras de
pensar: a primeira faz parte do modo matematico de pensar e a segunda € como a maioria das pessoas pensa.

No ensino de Matematica ¢ pertinente considerar os dois modos de pensamento.

O aluno educado matematicamente deve saber ir e vir de um pensamento ao

outro, conforme as suas conveniéncias, enquanto o educador deve
inicialmente, privilegiar aquilo que é comum a todo o mundo: o pensar ndo
matematico. Isolar o ensino de cada ciéncia de suas bases intuitivas é um
erro de danosas conseqiiéncias. ( BORGES, 2000, p.3).

As “bases intuitivas de cada ciéncia” sdo importantissimas no processo de aprendizagem por trazerem
os elementos formativos dos conceitos, porém, precisam ser adaptadas (algumas) em uma linguagem acessivel,
clara; com um grau de abstracao e generalidade adequados ao nivel de ensino, mas sem perder o rigor das idéias.
A necessidade de reduzi-las a principios simples nos faz lembrar de um comentario do grande cientista do século
XX - Albert Einstein, no Escritorio de Patentes em Berna onde trabalhou no inicio da sua vida adulta, quando
dissera ter descoberto que até as nog¢des mais complexas podiam em geral ser reduzidas a um conjunto de

principios fundamentais simples, a respeito da linguagem utilizada na representagdo das idéias.

I3

(4) Segundo Baraldi (1999, p. 38), a Aprendizagem significativa é o conceito mais importante na Teoria
Construcionista de David Ausubel, cuja idéia central ¢ a de que o mais importante ¢ aquilo que o aprendiz ja
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sabe. Para ele. A aprendizagem significativa ocorre quando o individuo estabelece significados entre as novas
idéias e as suas ja existentes.
A Matematica é, antes de tudo, uma maneira de pensar e seu estudo da ligdes de humildade (BORGES,

2001). Uma verdade matematica como “a soma das medidas dos angulos internos de um triangulo vale 180°” —
s6 possui sentido se dentro de uma determinada teoria. Assim, a verdade acima s6 ¢ valida na geometria
euclidiana. “A4 ciéncia é baseada em verdades transitérias™. Ha outras geometrias nas quais a soma pode ser
inferior ou superior a 180°. Por isso, o seu estudo deve desenvolver a tolerancia e servir de antidoto a qualquer
espécie de dogmatismo. Na realidade, existem varios pontos de vista, sob os quais uma mesma questdo deve ser
tratada e ¢ dessa diversidade que a maioria dos professores de Matematica foge.

E preciso reconhecer que é drdua a tarefa para tornar o ensino da ciéncia matematica livre de dogmas,

LEINTS

pois ao longo dos tempos, incorporou-se convic¢des como: “a Matemdtica é exata”, “a Matematica é abstrata”,
“a Matematica é para poucos — inata”, “a Matemdtica se justifica pelas suas aplica¢ées praticas”, “a
Matematica desenvolve o raciocinio logico”, entre outras. Entendo que ha, realmente, vontade por parte dos
interessados (professores, alunos e escola) para melhorar a aprendizagem matematica no ensino médio, ao
examinar as razdes que levaram a construgdo desses “dogmas” e, conseqiientemente, desvanecé-los.

Ora, a possibilidade de desvanecé-los implica num ensino que apresente ao aluno do ensino médio o
conhecimento de novas informacdes e instrumentos necessarios para que seja possivel a ele estabelecer relagdes,

refletir, decidir, continuar aprendendo. Atualmente, saber aprender € a condigdo primeira/basica para prosseguir

aperfeigoando-se ao longo da vida.
Pois bem, ¢ precisamente essa condicdo que precisamos, enquanto professor,
desenvolver no ensino médio — com urgéncia. Para torna-la possivel, aceito que

A Matematica no Ensino Médio ndo possui apenas o carater formativo ou
instrumental, mas também deve ser vista como ciéncia, com Suas
caracteristicas estruturais especificas. E importante que o aluno perceba
que as defini¢oes, demonstragoes e encadeamentos conceituais e logicos tém
a fungdo de construir novos conceitos e estruturas a partir de outros e que
servem para validar intuigoes e dar sentido as técnicas aplicadas. (BRASIL:
PCNEM, 1999, p. 252).

Por experiéncia, sabemos que o ensino da ciéncia matematica no ensino médio tem deixado muito a
desejar. Observa-se que ainda ndo ha resultados significativos, mudangas visiveis se considerarmos as metas

descritas nos PCNEMs desde 1999. Na verdade, ainda

(5) Essa afirmagdo ¢ um fragmento do que disse a brasileira Ligia da Veiga Pereira, doutora em Genética e lider
de um dos mais importantes grupos de pesquisa em Genética do Brasil, ao defender o uso de embrides humanos
como caminho possivel para tratar doengas hoje incuraveis, em entrevista concedida a revista Isto E/1819 -
18/08/2004, p. 7-10-11. “A grande diferenca entre ciéncia e religido é que enquanto a religido se baseia em
verdades absolutas, a ciéncia é baseada em verdades transitorias.”

estamos a construir um ensino que priorize a interagdo dos diversos aspectos do conhecimento matematico ¢ ndo

o isolamento, como aconteceu ¢ ainda acontece. Sei muitissimo bem das dificuldades encontradas para
implementar mudangas — convicgdes arraigadas sobre o ensino de Matematica, professores mal preparados e
alunos com potencial negligenciado, entre outras.

Desejo, porém, apenas reforcar a necessidade de mudangas frente as condi¢des da realidade atual do
ensino de Matematica no ensino médio, e claro, contribuir para que as mudangas comecem acontecer.

Afirmamos, com Lima (2001, p. 190), que
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E desejavel, e certamente possivel, fazer com que, ao final dos seus trés anos, o
aluno egresso da Escola Média tenha adquirido, mesmo que seja mediante o estudo
de temas elementares, uma idéia bastante clara do que é a Matematica, dos seus
métodos, seu alcance, sua utilidade, sua relevancia social e sua beleza.

Ressaltemos ainda, que os PCNEMs recomendam explicitamente considerar a
Matematica como uma ciéncia autbnoma, com uma linguagem propria e métodos de
investigacao especificos. Além disso, ndo se deve esquecer do seu aspecto instrumental, com
importante funcdo integradora junto as demais ciéncias humanas e da natureza. Por isso, os
conteudos matematicos podem ser desenvolvidos de modo a permitir que os alunos do ensino
médio usufruam tanto do valor intrinseco da Matematica quanto de seu aspecto formativo,

instrumental e tecnologico.

A FORMACAO DE CONCEITOS CIENTiFICOS (INCLUSIVE OS MATEMATICOS) NO ENSINO
MEDIO

A aprendizagem matematica atualmente passa por um momento crucial. Nosso
ensino ¢ criticado principalmente pelo baixo desempenho dos nossos alunos (E o
desempenho dos professores?). Para isso contribuem varios aspectos inerentes a
aprendizagem que foram e ainda continuam sendo negligenciados no processo ensino-
aprendizagem de Matematica. Um deles € a formacdo de conceitos cientificos, discutido
em diversas teorias socio-cognitivas. A nossa pretensio, neste trabalho, é a de investigar
os principios que o fundamentam (em algumas teorias) e, apresenta-los de forma
sucinta. Visamos também a apresentar algumas reflexdes a fim de contribuir para a
compreensiao desse importante aspecto do ato de aprender. Aprender vem do latim

apprehendere, que significa apanhar, apreender, apropriar-se e compreender.
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Pois bem! Comecemos por dizer que o processo de formacdo de conceitos ndo decorre de uma
perspectiva restrita apenas aos fatos relacionados a capacidade mental do aluno, mas da interacdo dos diversos
aspectos que os geram e os determinam. N3o ¢ um processo Obvio, nem simples, mas complexo. O
desenvolvimento conceitual implica uma continua reorganizacdo da estrutura cognitiva, na qual os conceitos
existentes sdo modificados a medida que interagem com novas percepgoes. Isso se torna possivel a medida que
se desenvolve, gradativamente, a capacidade cognitiva de realizar abstragdes. Para Vygoststy (1998b) e Luria
(1987), a capacidade de isolar e abstrair sdo de fundamental importancia no processo de aprendizagens
conceituais.

De qualquer modo, vejamos outras concepgdes sobre como o conhecimento acontece e evolui. Para o
estudioso suigo Jean Piaget (1896-1980), o conhecimento s6 € possivel através de transformagdes ativas, ou seja:

Para conhecer objetos, o individuo deve agir sobre eles e, portanto,
transformad- los;, deve deslocd-los, liga-los, combind-los, separad-los,
desmonta-los e voltar a montd-los. Desde as mais elementares acgoes
sensorio-motoras (como puxar e empurrar) até as mais refinadas operagoes
intelectuais, que sdo agoes internalizadas e executadas mentalmente (por
exemplo, reunir, conjugar, ordenar, colocar em correspondéncia um a um),
o conhecimento esta constantemente ligado a agdes ou operagoes, isto é, a
transformacoes. (PIAGET, apud BODEN, 1983, p. 22).

Ja os bidlogos chilenos Maturana e Varela® (2001, p. 33), consideram que “ndo hd divida de que ele se

manifesta em todas as agoes da vida social humana [...]. Ndo ha descontinuidade

(6) Humberto Maturana Romesin e Franscisco J. Varela Garcia sdo autores de varios livros e professores que
entre o social, o humano e suas raizes biologicas. O fenémeno do conhecer é um todo integrado e esta

fundamentado da mesma forma em todos os seus dmbitos.”
E para Borges (1984),

O conhecimento esta ligado, desde a sua origem, ao problema da
sobrevivéncia. Trata-se pois de uma relacdo dialética entre o ser vivo e o
seu contorno, visando a sobrevivéncia daquele. Como essa relagdo é
dialética, existe uma agdo do contorno para o ser vivo e outra agdo deste
para aquele. E natural concluir portanto: o conhecimento estd ligado a vida.
Mais ainda: é através dele que o ser vivo sobrevive, isto é, adapta-se ao seu
contorno. Por conseguinte: o conhecimento é vida e é poder, este, para
transformar o mundo e, nessa transformagdo, transformar a vida com a
aquisi¢do, pela consciéncia, de novos estados de percebimento. Ora, sendo
a Matematica uma parte do conhecimento, ela é vida e é poder, no sentido
acima indicado.

Ao que nos parece, o ato de aprender ou conhecer ocorre de maneiras muito
diferentes em funcio de interesses e possibilidades dos individuos, como também das
situacoes em que se encontram. Talvez possamos dizer que o processo de formacao e
desenvolvimento do conhecimento origina-se de uma necessidade tanto biolégica quanto
social — questdes de sobrevivéncia, de uma indagacio, ou de uma dificuldade, a qual

pode ser imediata ou a médio e longo prazos. Nesse contexto, o individuo precisa gerar
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um conhecimento novo para dar conta da situacio e resolver as situacées que sejam
problematicas. Embora convenha assinalar que nem todo conhecimento provém de
demandas exteriores e que também ocorrem reorganizacoes internas de conhecimento
anteriores que diao lugar a outros novos, pois um individuo pode armazenar um
conhecimento de alguma maneira e utiliza-lo muito tempo depois em uma situacio que
lhe pareca apropriada para isso, modificando-o ao coloca-lo em contato com outros
conhecimentos que também possui.

Sabemos que o conhecimento matematico tem a caracteristica da
cumulatividade, isto é, o estudo de cada conceito ou teoria exige o conhecimento das
nocoes e teorias que lhe servem de base, e que a psicologia do desenvolvimento
reconhece a importancia das experiéncias do aluno e de suas interagdes com o mundo
para o desenvolvimento do conhecimento matematico. A compreensio de que o nimero
de objetos em um conjunto nio se altera se for mudada sua disposiciao espacial, que duas
coisas iguais a uma terceira sio iguais entre si, que se um objeto A é menor do que um
objeto B e B é menor do que um objeto C, entdo, A é necessariamente menor do que

C; que coisas que coincidem uma com a outra

sustentam que “o comhecimento ndo se limita ao processo de informagdes oriundas de um mundo anterior a
experiéncia do observador, o qual se apropria dele para fragmenta-lo e explora-lo. [...] que os seres vivos sdo
autéonomos, isto ¢, autoprodutores ao interagir com o meio. vivem no conhecimento e conhecem no
viver.”(MARIOTTI, 2001, p. 14).

sao iguais, ou de que quantidades iguais adicionadas ou subtraidas a quantidades iguais
permanecem iguais, sio conceitos matematicos basicos adquiridos por meio de
observacdes, acoes e reflexdes sobre objetos e situacdoes do mundo em que vivemos. Esses
conceitos servirio de base para a formacido de outros conceitos. E caracteristico da

Matematica a formacao de novos conceitos a partir de conceitos anteriores.

A relevancia do conhecimento anterior no desenvolvimento de novos conhecimentos é enfatizada em
diferentes teorias sobre o desenvolvimento cognitivo. Para Piaget, por exemplo, o desenvolvimento de conceitos
logico-matematicos ocorre quando a crianga enfrenta situagdes problematicas e tenta, para resolvé-las, utilizar o
conhecimento anterior de que dispde. Da perspectiva piagetiana, a crianga tenta assimilar a nova situagdo
usando as respostas de que ja dispdoe. Quando isso falha, elas tentam novas respostas, desenvolvendo novas
estratégias que levam em consideracdo as caracteristicas da nova situagdo. Nesse processo, para que uma
situacdo seja considerada um problema, ela deve ser de um nivel de complexidade que permita a crianca
relaciona-la com o conhecimento de que ja dispde.

A teoria piagetiana sustenta que a crianga constrdi suas estruturas 16gico-hipotéticas através da interagéo
com o meio, atravessando quatro (4) estagios distintos até sua maturidade plena: o sensorio-motor, o preé-

operacional, o das operagées concretas e o das operagoes formais.
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Na obra 4 Construgdo do Real na Criancga, Piaget diz que a crianga se organiza organizando o mundo:
“a inteligéncia ndo comega, pois, nem pelo conhecimento do eu nem pelo das coisas enquanto tais, mas pelo
conhecimento de sua intera¢do, e é ao orientar-se simultaneamente para os dois polos dessa interagdo que ela
organiza o mundo, organizando-se a si mesma’”, (PIAGET, 2003, p. 361). Para a crianga, o0 mundo ¢, a0 mesmo
tempo, definido e limitado pelos seus esquemas. Seus esquemas, isto €, suas a¢des, constituem o seu mundo, sua
realidade.

Assim, as acdes da crianga constituem, cada vez mais, uma rede de classes e relagdes, inicialmente
prética, e, posteriormente, cada vez mais simbolica. Cada idéia que ¢ assimilada’ nessa rede passa a fazer parte
de uma totalidade organizada, totalidade que se reorganiza em funcéo da nova idéia a ela assimilada. Conhecer
uma idéia ¢ situd-la num emaranhado de classes e relagdes. Conhecer mais significa desenvolver, qualitativa e

quantitativamente esse emaranhado.

(7) A assimilagdo ¢ um conceito importante da teoria piagetiana — significa a incorporagdo de uma nova idéia ou
objeto ao que ja € conhecido, ou seja, a0 esquema que a crianga ja possui.
As construgdes da crianga, durante o sensdrio-motor, passam por uma profunda transformagdo.

Tornam-se simbélicas®. E o advento da fungdo simbédlica ou semidtica: a fungio que torna possivel a linguagem.
Isso significa que um novo aspecto organizador foi construido e que tanto o espaco quanto o tempo passam a ter
outra importancia nas construgdes das criangas — acontece uma revolug¢do na percepgdo do espago e do tempo.
As coisas, as pessoas, os acontecimentos poderdo, de agora em diante, ser lembrados/evocados. Podemos dizer
que eles ndo se reduzem mais ao imediatamente percebido, que desaparecem e reaparecem na dependéncia
estrita do quadro perceptivo. O que aconteceu, ontem a tarde, passa a ser evocado, hoje de manhd. O
acontecimento de ontem a noite é evocado hoje a tarde. A seqiiéncia: noite/escuriddo, dia/claridade, comeca a
fazer sentido. Ontem, anteontem, depois de amanha, semana que vem, més que vem, ano que vem. Aniversario,
dia das maes, festa de Sao Jodo, dia dos pais, dia da crianga, natal, férias. Mas esse alargamento do tempo
demora algum tempo (anos) para ser construido; porém, sua condi¢cdo de possibilidade ja foi construida,
possibilitando assim, constituir-se em um novo e monumental instrumento do pensamento: a linguagem —
entendida, por Piaget, como fala, distinguindo-a de outras fungdes semidticas (imitagdo, jogo simbdlico,
desenho, imagem mental, etc).

Para Piaget, a linguagem encontra sua condi¢do de possibilidade na fungdo simbolica ou fungdo
semiotica. Essa funcdo representa o ponto de chegada, uma verdadeira sintese de todas as construgdes ou
coordenagdes de agdes do sensorio-motor. Essa funcio ¢ que torna possivel todas as formas de representagdo —
imitacdo diferida, brinquedo ou jogo simbodlico, desenho e a linguagem, entendida, aqui, como fala — que
caracterizardo o pensamento daqui para diante. E tornam possivel a representacdo das coordenacdes das acdes e
ndo, apenas, das aquisicdes perceptivas. Alids, a organizagdo das aquisi¢des perceptivas ¢ fungdo estrita da
coordenagdo das acdes, segundo Piaget.

A funcio semiodtica emerge das coordenacoes do periodo sensorio-motor, mas é
caracteristica do periodo pré-operatorio - é a condicao prévia, de toda a socializacdo. Na
verdade, o periodo pré-operativo nao se limita a criar novos sistemas de representacio,
mas ¢ a fase em que um sistema de representacio socialmente estabelecido - a

linguagem social, é reconhecido e apreendido como uma forma possivel de
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representacio do mundo. Pode-se dizer que a0 mesmo tempo em que a linguagem é um
fator importante para o desenvolvimento mental da crianca, exercendo uma funcio
organizadora e planejadora do seu pensamento, ela tem também uma funcio social

e comunicativa. A comunica¢io implica

(8) O que Piaget chamou de funcdo “simbolica” ou “semidtica” € o surgimento, na crianga, das primeiras
representagdes de objetos e acdes.
essencialmente em uma linguagem quer seja esta uma inscricio em pedras, troncos, um

dialeto falado, um sinal de codigo Morse, gestos e sinais da linguagem dos surdos-mudos
e outras. Por meio da linguagem, o individuo é exposto ao conhecimento humano e
adquire conceitos sobre o mundo que o rodeia, apropriando-se do conhecimento
proveniente da experiéncia acumulada pelas geracées anteriores e nao tem que partir do

Zero.

Convém enfatizar que a linguagem nao € o unico aspecto a constituir a fungdo simbolica, embora seja o
instrumento mais adequado para representar a atividade simbdlica dos processos mentais superiores: abstragdo,
generalizacdo, analogias, etc. Por isso uma fungdo simbdlica precaria, isto é, fundada em precarias nog¢des de
espaco, tempo, objeto e relacdo causal, possibilitard, na melhor das hipdteses, uma socializagdo precaria, um
exercicio precario da linguagem e uma precaria construcdo das condi¢des prévias da aprendizagem da
matematica propriamente dita.

A fungdo simbodlica apresenta outros aspectos que influenciam na formagdo de conhecimento, além da
linguagem. Sera possivel ensinar verbalmente uma pessoa a andar de bicicleta e esperar que ela aprenda apenas
com esta informag@o? Segundo Sam Glucksberg (1971), autor do livro Psicologia dos Processos Simbdlicos,
ndo € possivel descrever, somente com palavras, todas as atividades que compdem o andar de bicicleta, e ainda
que fosse possivel, grande parte do comportamento necessario ndo ¢ passivel de controle verbal. Assim, mesmo
que o aprendiz seja devidamente informado, ndo tera capacidade para realizar a tarefa. Da mesma forma, ao falar
com um aprendiz de piano sobre como mover os dedos ndo trara qualquer contribui¢do na sua transformagéo
num pianista competente. A aprendizagem acontece de forma gradual. Para Glucksberg (1971), os movimentos
muito complexos nao sdo passiveis de controle simbolico direto.

No periodo das operacdes concretas a crianga consegue passar efetivamente da a¢do a operagdo, pois €
nessa fase que ela procura integrar os esquemas de classificagdo, de seriacdo e de correspondéncia, de identidade
e negacdo. Caracteristico para essa fase é o desenvolvimento do conceito de conservagdo. Neste periodo a
crianga percebe e explica adequadamente os problemas referentes a conservacdo do comprimento e de areas.
Nesta fase, o pensamento conserva, porém, seus vinculos com o mundo real. As solugdes dadas aos problemas
sdo empiricas, baseadas na experiéncia de agdes concretas. As transformagdes do real sdo concebidas a partir da
experiéncia ¢ manipulagdo do mundo real. A construgdo do real pela crianga ¢ vital e em grande parte coincide
com a construcdo do edificio matematico, especificamente com o que da sustentacdo a esse edificio: seus
fundamentos. Os conceitos associados aos numeros racionais, por exemplo, estido entre os mais importantes e

também complexos que a crianga trata no ensino fundamental. O seu desenvolvimento aumenta a capacidade da
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crianca de compreender e manipular uma série de situagdes e problemas tanto na escola quanto fora dela, como

também, servem de base para fundamentar as operagdes algébricas elementares.

Mas com o aparecimento do pensamento formal, este periodo se altera. O
pensamento formal amplia significativamente as capacidades da crianca, ja que ela nao
€ capaz somente de raciocinar sobre o real, sobre o que conhece ou sobre o que esta
presente, mas pode fazé-lo também sobre o possivel. O possivel é construido
fundamentalmente servindo-se da linguagem. Também podemos dizer que o real é o
possivel atualizado. Na verdade, o pensamento passa a dispensar as bases empiricas e a
desenvolver-se meramente no mundo do possivel. Trata-se de um pensamento baseado
em hipoteses verbalmente concebidas, em verdades possiveis, que se liberaram das
limitacées impostas pelo mundo real. £ pertinente observar que antes dessa etapa, a
ciéncia s6 pode ser abordada de forma preparatoria. De fato, sio todas essas
capacidades que permitirio que o adolescente entenda o pensamento cientifico e
raciocine sobre problemas complexos. O adolescente domina as categorias do
pensamento abstrato e formal, desenvolvendo espontaneamente a combinatéria’, a
correlacdo, as formas de reversibilidade (inversdo e reciprocidade). Tudo isso tém
grande importincia do ponto de vista da aprendizagem escolar, dai a importancia do
pensamento formal e abstrato para a formacao dos conceitos cientificos, em especial, os
matematicos.

As mudancas intelectuais no periodo formal sdo de tipos diversos e afetam todas
as areas da conduta. Por isso, podemos dizer que continuamos incrementando a nossa
capacidade cognitiva e os nossos conhecimentos ao longo de toda a vida, pelo menos no
caso de algumas pessoas, embora necessariamente nio tenha de ser assim, mas que
chegamos ao topo na forma de abordar os problemas na fase final da adolescéncia. O
adolescente, por exemplo, ¢ muito capaz de interpretar a experiéncia do que uma
crianc¢a e, principalmente, de manipula-la, de criar condi¢des para poder observar um
fendomeno, ou seja, isolar as variaveis que produzem um fenémeno. Também sio capazes

de formular hipoteses e de contrasta-las, de examinar se sdo verdadeiras ou se sdo falsas.

Essa evolucdo interna do pensamento em esquemas e estruturas ldgicas cada vez

(9) Podemos dizer que controlar variaveis, formular hipoteses e examinar as suas
conseqiiéncias, ou seja, manejar o possivel pressupoe a utiliza¢do implicita ou explicita de
uma combinatoria. Lembremos que Piaget e um dos seus colaboradores — Inhelder,
estudaram um problema cuja resolu¢do requer a utilizacdo da combinatoria. Consistia em
cinco liquidos contidos em diferentes recipientes, a mistura de trés deles produzia uma certa
coloragdo, um quarto recipiente continha agua que ndo alterava a cor e outro continha um
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produto quedescoloria o I'quido deixando-transparente. ddos os I'quidos apresentavam o

mesmo aspecto, eram transparentes.
mais complexas, desde as formas mais elementares da adaptagdo do organismo ao meio, culmina na estrutura'

INCR, que se compde de quatro tipos de transformacdes: I —identidade; N — inversa (negagdo); C —
correlatividade; R — reciprocidade. Essas transformagdes formam uma estrutura na acepgdo piagetiana, pois estdo
logicamente inter-relacionadas de modo a construir um sistema completo, fechado e reversivel; sucessivas
transformagdes podem levar-nos de qualquer ponto, no interior da estrutura, para qualquer outro ponto, e voltar
ao principio. Para Piaget, isso significa que elas — as transformagdes, estio em equilibrio'".

A obra de Piaget, proporciona, em niveis de observagdo e teoria, um estimulo incomparavel para a
compreensio do desenvolvimento do conhecimento. Porém, isso ndo significa isengdo de criticas'?. Piaget ainda
atrai discipulos devotos e criticos severos. Mas ndo ha duvida de que foi um dos grandes mestres da ciéncia no
século XX. Seus estudos focalizam o raciocinio em seus aspectos logicos, analisam as representacdes que a
crianga tem do mundo que a cerca, investigam as razdes da cognigdo ¢ buscam verificar a influéncia de fatores
externos como, por exemplo, o meio social ¢ a linguagem. Esses estudos tém por objetivo evidenciar e
identificar os passos ou etapas que conduzam ao conhecimento cientifico:

O conhecimento cientifico ndo ¢ uma categoria nova, fundamentalmente
diferente ¢ heterogénea com relagdo as normas de pensamento pré-
cientifico e aos mecanismos inerentes as condutas instrumentais proprias da
inteligéncia pratica. As normas cientificas situam-se no prolongamento das
normas de pensamento e de praticas anteriores, mas incorporam-lhes duas
exigéncias novas: a coeréncia interna (do sistema total) e a verificagao
experimental (para as ciéncias nao dedutivas). (PIAGET; GARCIA, 1987,
p.37).

Por essa razdo, Piaget focaliza que em seu estado mais evoluido, as operagdes cognitivas sao

(10) Idéia fundamental da teoria piagetina, fundamentada em trés noc¢des basicas: totalidade,
transformagdo e auto-regulagdo. Assim, uma estrutura ¢ um todo unificado cujas partes sé
podem ser identificadas em relagdo mutua e no lugar que ocupam na estrutura global. E, para
Piaget, as estruturas sdo dindmicas, tanto em seu desenvolvimento quanto em sua
automanutengdo. E as alteragdes estruturais ndo sdo mudangas simples, mas transformagdes
ordenadas, onde uma forma ou conjunto de relagdes estruturais ou sucede uma outra forma ou

outro conjunto.

(11) O conceito de equilibrio em Piaget (2004) com relago as estruturas cognitivas deve ser concebido como
uma compensacdo das perturbagdes exteriores por meio das atividades do sujeito, que sdo as respostas a essas
perturbagdes. Mas no caso das formas inferiores de equilibrio, sem estabilidade (formas senso-motoras e
perceptivas), as perturba¢des consistem em modificagdes reais e atuais do meio, as quais as atividades
compensatorias do sujeito respondem, entdo, como podem. E no caso das estruturas superiores ou operatorias,
por outro lado, as perturbagdes, as quais o sujeito responde, podem consistir em modificagdes virtuais, isto é,
nos casos optimum podem ser imaginadas e antecipadas pelo sujeito com forma de operagdes diretas de um
sistema; neste caso, as atividades compensatorias consistirdo, igualmente, em imaginar e antecipar as
transformagdes, mas no sentido inverso.

(12) Uma critica contundente ao trabalho de Piaget foi feita por Hans Freudenthal, um importante matematico

abstratas, aplicam-se a todo tipo de objeto e independem de conteudos especificos. O
conhecimento que delas deriva ¢ de natureza formal e ndo ¢ possivel comprovar
empiricamente a verdade de tal conhecimento — a Matematica, em certa medida, prescinde da

realidade para estabelecer seus critérios de verdade; busca-se a verdade coerencial. Isto posto,
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podemos dizer que € possivel estabelecer relagdes rigorosas e formalizaveis com os conceitos
intelectuais (conhecimento abstrato), como também, estabelecer correspondéncia entre
modelos abstratos e realidade (mundo fisico) — as propriedades dos objetos no mundo fisico,
correspondem as outro constantes e varidaveis do modelo abstrato; enquanto que, com o
conhecimento da realidade fisica material é possivel garantir a relagdo com o real

experimental.

Para Piaget, o sujeito amplia sua subjetividade na medida em que toma posse de si mesmo, de suas
acdes: isto é, na medida em que toma conscienciadas coordenac¢des gerais de suas agdes. Isso, porém, so ¢é
possivel através de muitas mediagdes: das coisas fisicas, do meio social, da linguagem dos outros sujeitos. Na
verdade, a tomada decongiencia, segundo Piaget, inverte a ordem da formagdo do conhecimento, ou seja, a
conceituacdo passa decididamente a determinar as a¢des; antes, a agdo determinava a conceituagao.

Para Vygotsky (1998a), o desenvolvimento de conceitos cientificos pressupde conceitos anteriores, ou
seja, conceitos cientificos somente podem nascer na mente da crianca a partir de generalizagdes prévias e
inferiores.

Da perspectiva vygotskiana, as tarefas de compreender ¢ comunicar-se sdo essencialmente as mesmas
para o adulto e para a crianga. A crianga — num estagio inicial de seu desenvolvimento, é capaz de compreender
um problema e visualizar o objetivo colocado por esse problema, como também desenvolver conceitos'.

Entretanto, as formas de

holandés que se tornou membro da ICMI (International Comission on Mathematics Instruction) ¢ a presidiu por

4 anos. No periodo em que foi presidente da ICMI organizou o 1° ICME (Congresso Internacional sobre a
Educagdo Matematica) em Lion (Franga) em 1968. Seu interesse pela educagdo matematica o levou a escrever
varios livros e artigos. Os livros mais conhecidos sdo: “Mathemdics & an educational task” (Matematica como
tarefa educacional — 1973); “Weedingand Sowing. Refaceto a Sdenceof Mathematical Edu@tion” (Capinar e
Semear. Prefacio a uma ciéncia de educagdo matematica — 1978) e “Didactical Pheromenobgy of Mathematical
Stuctures’ (Fenomenologia didatica de estruturas matematicas — 1983). Em seus artigos afirmara que Piaget ndo
entendia muitos conceitos matematicos como espago (topoldgico, projetivo e euclidiano), numero cardinal e
ordinal, etc., e que muitos dos seus experimentos testam o dominio lingiiistico em vez do matematico.
Freudenthal participou de inumeros congressos — um deles foi o 1° Congresso Internacional de Educagao
Piagetiana, organizado por Lauro de Oliveira Lima que aconteceu no Rio de Janeiro, em julho de 1984. Nesse
Congresso, Freudenthal criticou Piaget, como ja fizera antes. Os organizadores do Congresso ndo gostaram da

critica. Alids, nos anais do Congresso a presenca de Freudenthal foi simplesmente ignorada. (NEELEMAN,
1991). Outra critica ndo menos contundente foi feita por René Ton, um importante matematico francés, que
responsabilizou Piaget pelo formalismo no ensino de Matematica. Piaget, € claro, se defendeu dizendo que nao
era responsavel pelo entendimento que outros estudiosas davam a sua teoria.

(13) Em Matematica, numa idade ainda precoce, a crianga desenvolve varios conceitos fundamentais a formagao
de outros conceitos.

pensamento que a crianga utiliza ao lidar com essas tarefas diferem profundamente das do adulto, em sua
composicdo, estruturacdo e modo de operagdo. Assim, a questfo principal quanto ao processo de formacdo de
conceitos segundo Vygotsky (1998a) é a questdo dos meios pelos quais essa operagdo ¢é realizada. Considera que
ndo ¢ suficiente a explicagdo de que o processo ¢ induzido pelas necessidades humanas, mas que devemos

considerar o uso de instrumentos ¢ a mobilizagdo dos meios apropriados sem 0s quais 0 processo nao se realiza.
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O adolescente formarf e utilizart umnceito commuita proprielade numa

situae<o conaeta, mas achart estranhamnte dif'cil expressar esse conceito
em palavras, e a definie<o verbal serha maioriados casos, muito mais
limitada do que seria de esperar a perdo modo como utilizou o conceito.
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Na crianea pquena apdavra suscitaacima de tdo, reas>es emocionais e
imagens diretas; na crianea em idadscelar prim¥ia, a palavra implica
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(21) Concdemos que o sentido de uma gah depende da forma com que estf sendo
empregada, isto Z, do contexto em que elgestO seu significado, no entanto, permanece
relativamente estfvel. formado por relases que foransendo associadas ~ palavra ao
longo do tempo, o que faz com que se censid significado unsistema estivel de
generalizaes>es, compartilhado por diferentessgeas, embora com n’veis de profundidade e

amplitude diferentes.
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Os conceitos de movimato, derivada e integral s« conceitos cient’ficos
imprescind’veis ao desenvolvimte da ciencia Matemitica. Rtanto, nada mais pertinente
que estudi-los no ensino mZd.estudo de alguns aspectossegmol—gicos, hist—ricos e
filos—ficos desses conceitos faerdido pedagogiamente, popossiblitar ao duno  ensiro
mZdio a obtene«o de uma boa nos<o sobre agens da ciencia, n«o s— de Matemitica, visto
que, compreender as origens Z importante para compreender e julgar o presente; como
tambZm encoraji-los a investigar os fatogue proporcionam mudeas significativas na
ciencia.
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correpondencia entreposis«o e tenpa!

Duas estas>a ferrovifriss est<o a 50km uma da outra. E44 horasde
stbadog das trens partem, um em dires@o outro, um de cadastas«o. No
momento engue 0s trensleixam aseshe>es, um pissaro coea a voar a
partir do primeiro trem em dires<0 ao outro e vice-versa, descrevendo este
movimento atZ o momergm que os &ns seencontram. Se ambos 0s trens
viajam 25 km por hora e o pfssaroava D0 km por hora, gantos km o
ptssaro tert voado atZ o momenémn queos trens se cruzam?
(GLUCKSBERG, 1971.54).

Ent<o,como proceder para encontrara solueo de problemas como esseb que
estratZgias utilizar? Sert que as informas®assimiladasO sobre o conceito de movimento
dar<o conta para elaborar uma solu«o? Para esse problema, uma dakie>es
apresentadas por Glucksberg consiste ematentaginar, a dist%oncia que o pfssaro voa em
cada viagementre os dois trens, considerands diferentes dist%a®em que os trens se

encontram em

2IMBN K2, +!)+-2$(0+04$)!2957' 089018, H$)*D0.!12. 1<*%,$). %). 9-(&03!9%!,5012. <*%,$)8ORD:!!
cada momento. Esse mZtodo mefitationa, embora seja cansativDa’, ao tentar resolver
esse problema utilizalo essa estratZa, o indiv'duo, segundo Glucksberb(1971)
dificilmente conseguirf guardar os resaados de todos os cflculos necessirios.
Outrgpossililid adeapresetadapor GlucksberlZ a detrandormar a representas<o
simb—lica da pergunta: Oquantos quil™metpdssaro voar:?0 para: Oht quanto tempo o
pissaro estava voando?O. Essa transformaeraa o problema banaD as transformaeses
que precisam ser feitas nas representas>estsi-licas das situaseinicid e final do
ptssaro, tanto em termos de tempo nogaanto de dist%oncia percorrida, tornam-se

intuitivamerte claas.
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1 \ 1

y=bt — 161 v=>b—32

Fig. 3.1
A generalidade e a significancia da diferenciacdo podem ser vistas examinando uma
grande variedade de aplicagdes, mas nenhuma aplicagdo isolada conta toda a histéria do
conceito. Dai a necessidade de inumeras aplicacdes, inclusive, para melhorar a compreensao
intuitiva das derivadas.

Vejamos outros exemplos onde se aplica o conceito de derivada.

(1) Encontrar a inclinagdo da curva f(x) = =— 1 para o ponto x = 5.
Seja 'x z0, infinitesimal.

Comecemos por calcular "y/'x.

y+'y==%-1+"x

'y= %1 +'x - x—1

'y=—1+'x - a1

'X 'X
y=m (el A X - %=1 ) (-1 X+ % 1)
'X 'X(=2—1T +'x + %—1)

'y = 1

X -1+ 'x + -1

Calculando a parte standard.
st|'y| = st ( 1 w
'X L+—1+'x++—d

= 1

st [*—1 + 'x+—)e—1J

= 1

st (3=T 7% Jrst( a1 )
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Vx—1 + Vx-1
= 1
2V -1
f’(x)=st(Ax 1= 1
by | 2T

A inclinagdo da curva ¢ a derivada de f(x). f(x) = 1

Para x = 5, a inclinacgdo da curva ¢ de Ya. 2Nx -1

(2) A particula se move de acordo com a equagio y = t* . Encontrar a velocidade da
funcdo em t.

Para encontrar a velocidade desta particula, basta proceder de modo analogo ao
exemplo anterior, utilizando as idéias do célculo ndo-standard. A velocidade em fungdo de t
serd a derivada de y, ou seja, y’= 4t .

Muitos problemas que envolvem maximos € minimos podem ser tratados com o
auxilio da derivada. Vejamos: a que angulo de elevagdo deve ser langcado um projétil a fim de
que seu alcance seja maximo? Se uma lata deve ter capacidade de um litro, quais as
dimensdes que consomem menor quantidade de material? Como pode um fabricante
minimizar o custo de producdo de determinado artigo? Sdo inumeras as suas aplicacdes.
Como ja enfatizamos, os conceitos fundamentais do célculo tém servido de alavanca para
desenvolver diversos segmentos das ciéncias e principalmente a tecnologia. Podemos dizer
que das importantes criagdes matematicas — o céalculo, foi a que resultou como a mais frutifera
para o desenvolvimento atual das ciéncias. Esse ¢ mais um argumento a reforcar a
necessidade do aluno do ensino médio comegar a conhecer este ramo extremamente poderoso
da Matematica. Defendemos essa iniciagdo pelos conceitos do calculo ndo-standard por
assegurar uma abordagem mais intuitiva do que formal.

Além da derivada, outro conceito fundamental ¢ o conceito de integral. Com o
conceito de integral, segundo Swokowski (1983), ¢ possivel determinar o trabalho necessario
para distender ou comprimir uma mola, calcular o centro de massa ou momento de inércia de
um so6lido, calcular o fluxo de sangue numa artéria, estimar a depreciacdo do equipamento
numa fabrica, investigar conceitos como areas de superficies, volumes de s6lidos geométricos
e comprimentos de curvas, ... .

No célculo ndo-standard, a integral, praticamente, apresenta os “mesmos” teoremas,

defini¢des e regras do calculo tradicional. Portanto, suponhamos que desejamos encontrar a
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BSI>B@HBR! B! B@p@B! 9?HBKHIG?! ?FBI? |@HBIB&HB! ' BKMG@IG?B@MEZN
CBFBHIHIS?;! Bl EEZ?H?C! >?;! I>MI?;ND@&DERIHD;N! @YD! >BSBCI?!IBULDBEZROVI>DQ!
&DCH?@HDN!>HPEEBB<!>D;!FD@HD;!>BIF?@?'HB@H?HENERIZC! ?' E=?0I1>?>B!>D!
B@;l@D!>B!9?HE&?! @D!B@;MEIDN!;BU2lbordar das idZias, dasnceites matenitticos
historicamente produzidddBB;FBGI?ON!D;!GD@GBIHD;!>D!GHO@=aD:@Y D@ ! 111111

;H?@>7C>! ?D! B@;MIIDX &?C?! H?@HOGBOBSID;! P=@<=B@HD;! >D;! GD@GBIHD;! >B!
<DSk B@HDN!S?CI?AYDN!GD@HI@=I>?+@NBBCPER"2BID! FCDFOHOPK!E=B!B;;B;!
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ACLV@7?=CHIN_## NIFQ!a’ IN!@DHLSBO!FB@;?>DCll@>1?@DN!!

A madureza nada tem que ver com a idade; ela vem com a compreens<«o. O
ardente esp’rito de investigas<o Z talmnais ficil para os jovens, porque os
mais velhos jf foram muitfustigadogda vida, osconflitos oscansaramg

a morte, dediferentes famas, os espreita. Issxm significa que sejam

incapazes de resoluta investigas apenas lhes Z mais dif'Ql
I
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$%&'OSH! +,&-1 [0+ [ '&%$1-/-1 + [%8& () /-1 20$! 3$1.$44-1$+1 (/--/'5 +0(/67!8,!
1$,98','$*1)1,),:8 '$! 0+ /(.$&)/ | ,4-)1,; /1", $<3$1&=(.&,! ./)&'&,(,7! >/1! &--/F-$?0(/!
@%$9%,??&! A"BCCD! :! 31/E$--/1! '$! E&IBIER:! (F/! G! 3/--;%%9! ', 1! O 'SE&(&HF/!
31/31&,4)%$!'&),! /! movimento localA.l,+ ,+/-1'$!+ /%&$))/! E;-&./D*! +-1 $+31$$('$1!
0+,,(J9&-$!'"$-.1&)&P4

20$!/1,90(/I'/1 $(-&(/1+ C&/N1$./(1$H,120,( /1$-)J! definindd /01'$-.1$%$(/!,92/*! ./+/!

)+ 4G+lexplicandd! L! 31/3M-&)/*! 3/'$+-1$-),4$9%.$11 04 ,(,9/2&,! /+ 10+,13,1)&!'$!
E0)$4/9N!/120$!E,01/1(,11,/11$-3/1) &GHSIS!'$1$%$! /1 20$!%=+1/120$!/4-$1%!1$+ 3/RISJ!
NI+ ¥),18-),1$<39&.,1/-19,(.$-1"13,1)& *I'®@1/-13/120=-1$/)G.(&./N'FEE&(S! -I$-)1,)G?& 1,/
HAL AL [ UASI2,1$-1$%$+ 1-$1/+ 3/1),11(/I'S-$(%/9%E&K)/",13,1)&, TIKS--$1+ /'/*]

1'$- 1&HFIGI0+1&('&.,HF/!",20 &9/120$! ,3,1$. /1! +$&/!",1/4-$1% HF/*!" | $<351 &=, | $*!
$+4/1,19$1','$&1,MIGIO+A, 31/<&+ ,'/'$LI(1$.$1!,11$,9&','$7!

HWISSRI8 $X)/(1-/41$!+ 1%& $)/1$-),+ [ -1'S-. 1$%$(/1/01'SE&(&(/PILI?0(-1 3L/ES--/1$-!
10+ ,+1,31$-$0),1! $--,1 9$&! '$! 8$X)/(! J+/! O+ |1 'SE&(&HF/* + (,] %$1','$*! G! 0+ !
'$- 1&HF/7IY4'$- 1&HF/1 3/'$! -$11 E$&),! YoG-1",! (/-1 9&(?0,2$+! [+ O+! J+/1),+ AGH!
)1,%G-I'$1041$20,HF/7!!

Devemos antes de tudo afirmar que o lugar, o estar em um lugar € 0 mover-
se localmente s<o algoedreal, um procedimento real e um modo real de
ser. Movemanos, pois,em uma conceps0 realista e n«@uramente
subjetivista e idealista.Devemos, emgundo lugar, afirmar tambZm que
lugar, posi<o e movimento local s<o0 algo deelativo entre muitos
corpos.[.] Da relatividad do lugar,posie<o e movimento se segue que s<0
diversamenteleterminados segunas caopos aos quais s<o refatbs.O

|
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$%&()*+,!1-1./0,1+ (11,2/.1.34%" .1$("" ,5(( 13*6712().1(1( !5(3,8*+.+(8,6$).6)(9!:!3*67.!
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87." .+.1+(15(3,8*+.+(1+($$(!" ,5* (6),1%6%1,2(AL(!.$!+*$)HB" §<(28,22*$! (" 1*+M6)*§],
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6,0, +(! )(' <, 6, 8,68(*),! +(I ?5(3,8*++( 8,6$).6)(O! (>! 8,68%(DP(6)({6)(>! 6,$!
<(24%6)(,$J! (12(3./0,! 1D%(1)('<,1,1T 5*( 6),1)(" !'D%(!$(2!8,6$).6)(LA2*.! (" <!
C(+%+,1<,2.34%'1 2(3R4*%,1 (1<.2)*8%3.0R2.1 1 1T$*8,!1)(R2*8,! U((! L',3*6! V"WWX>! <9! YZ[\>!
N« podemos conceber a idZia de movimento sem que haja @m@/0,! +(1)( <,>!
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L(4%6+,1L',3*6! V"WWX\>1:3&(2)! 1*6$) (*6>! DB&(BE, %! .1 ) (,2*.1+(1N_),6!$,&2(1, (" <,>!
(3,4*,%! .128,2.4(" | (! +*$8(26*(6),0! +(1 () ,6! <.2.! ,<,2E$(183.2.' (6)(! .,! D%(! $(2*.! ,!

' (37,2!.24%(6),! 1*3,9R1*8,! V.$! *+.$! +(1 F( $8.2)($! (' U(&B*G\! (1 1.G(2!),+.$! .$406/b($
6(8($$=2*.$!<.2.182* 219 T$*8.!D%(I1*G($$(1$(6)*+,9!!
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2(3.8%,6.3>1(8,.2.'1.,13,64,! +.1 T*$)R2*.| + 1 TB*8.1 (1 +.11*3,$,1*.1 (| D%(! <(2+%2.! .);! 7,B(>! -!
' (+*+.1D%(1)(6).,$!(6)(6+(2!D%.3!60, 1+ (1) (" <, N(1N($<./,1+(5(2*%.1$%8$)*)sBL. 1+ (1 ( ),69!

VYT &,2.0), +$1$.58" 1D, $I2(RAS! (+(¢ 1) <,>($$(<2 &F' .18,659(!6,11.), 1H{!$(2( !, $!12(RA$!
$*E)( .$! 1T$*8,$18,53(,$! (>! <,2).6, >! $BE*),$! .1 * <(21(*/0,>! .| &2 2! 96<.2.2! +{ 1%8*,6.2! < 2 1.3).1 +(!
(6(24%1@%, 2(( <39!S,2; 1$(1<(4.2' ,$!+,*$2(F4%$>1 982 6'G=ES! (1 +(* =B $!( 11%6. (6)>M+(<,*¥
+(1.34%1)('<,18,  18(2)(G.!($).20,!". 28.6+,17,2=2* $H*1(26)($9! 1 N($$(18.5,31)(" <,!;I.<( 6.3!,! D%(! ,$!
2% (+( K8, L IC*H( ' 9%)$I2(FUL$>I()+$ H$8,2" 1$,&20,1) (1 <,>17=1"08)$1)(" <,$!+1(26)($9!
LC 1% (' <,1.&$, I, >k (', $+G(2L.<B.BIDAL!) (1 < 1+(18%, 1<, AD% BYEZR(RA*! DUE-(8%.' , $Po$.aNl
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$%! &'()*%0! +*1 > 1*1*00 [T +*10%1,'&! [ -23- %41 *%,5+/+/%! &' *&%6&+6'7! 8/9! /!

&* *N%6+/+*! +*1 %,:/;1 [/ [<5&'=! >?1 &FUIFI@*<! +*1 *&%6&'=! /! *A6%,B&:6/! +*! +6C*;*&,*U
Y&*.()*%!1%'2;H' - '@6-*&,'=1@6%,'1%*;12/98,/& 5- 1/.;*%*&,/;1&*6,'l-  '@6-4&,'=!

*- 1 *&I%!5- 1. *,%.%:,6@/7! D! & %PAh*%*33!>5%, <&, *!:'&,;6256;! ./ ;/'*A.<6:/;1+/1- *<E")

- 1&%6;/'."%%9@*<!*%%/%! &'()*b'E&SB6," +*1- ‘@6 *&,'"*&@<@*7!G';,/&,'=1+6%:5,6;! &'!
*&%6&'1 3+6'1 %'2;*19%0*;1' *- '1/2% " <5,'I'5!*</:6'&/<!1 %*;?1 2/%,/&,*!"."; 5&'! .[;/I F5*1']

[<5&" .1%%*! /1 '&E*:*;1 /%! +6C*;*&,*%! &'()*%0! %*L'N F5*=!:*; /- *& *11:&,;6255;4" ./;/!

- *<E"[1%5/1/.;*&+6H/1*- 1%'2;*1-'@6- *&,'7!

Se n«o existe tempo absoluto, ent«o lags deNewton n<o &zem sentido.
Devemser substitu’das porum tipo difeente de lei que #a sentido quando
o tempo ér medido porqualquer rel-gio. [..] Leibniz ninca foi capazde
inventar tal B. Mas Einstein foi, e afo de ele ter encontrado uma maneira
de expressaras leis do moviment de modoque qualque rel—gio
empregado pudesse @sdar o seu significado, Fealmené uma das

maiores conquistas de steoria da relatividadé!
i

[*6,/@/- 1:" - " 1&/,5;/<I''&:*6,'1+*15-  [IF5/&,6+/+*1Al@/;6/&+":'&,6&5/&,**] *&+*&+'E
*-15-1 C<5A:'&,9&5'=! ./;/15- 1 @/<; A71 G';3- 2 F5/&+'1 %*! | ;/2I<E/' - 15- 1 @/;,6?@*<
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[inclina¢do em (X, Yo)] = [ 0 nimero real infinitamente proximo a Ay/Ax]
Calculemos Ay/Ax como antes:

Ay =(x¢t AX)2 — x02 =2Xo + AX
AX AX
Este ¢ um numero hiper-real, ndo ¢ um namero real. E desde que Ax ¢ infinitesimal, o

nimero hiper-real 2xy + Ax ¢ infinitamente proximo ao nimero real 2x,. Desse modo,
concluimos que

[inclinagdo em (Xo, yo)] = 2X¢ .

Tenho uma observacao a acrescentar. Para que raciocinios intuitivos e manipulagdes
algébricas (como as apresentada acima) se tornem praticas recorrentes no aprendizado do
ensino médio, € preciso um esfor¢o por parte do professor, no sentido de familiariza-los (os
alunos) com outras praticas, observando que a medida que se ampliam os conjuntos
numéricos e se estendem as operacdes para os novos conjuntos, os significados dessas
operacdes vao tomando um sentido mais amplo e mais geral. Na verdade, as questdes que se
colocam para o professor, no processo de expansiao dos conjuntos numéricos, ndo se referem
apenas as defini¢des que apresentam os resultados das operacdes ou as demonstragdes formais
da permanéncia das propriedades do conjunto ampliado, mas, fundamentalmente, a uma
compreensdo das razdes pelas quais as operagdes, com 0s novos numeros, devem ser
efetuadas de um determinado modo e por que algumas propriedades permanecem validas e
outras ndo. Lembremos: o conjunto R ¢ arquimediano, ja o conjunto R* ¢ ndo arquimediano.

Cabe ressaltar que expansdes numéricas como a dos naturais, racionais, reais,
complexos foram apoiadas no principio de permanéncia das leis formais ou princ’pio de
Hankel— como também ¢ conhecido. Entretanto, tornou-se depois ultrapassado € mesmo um
entrave a novas expansdes (os quatérnios de Hamilton® , algebra das matrizes, etc) por impor
que, fossem desenvolvidas de modo a conservar a generalidade da aplicacdo das propriedades
formais®. Para ilustrar: o produto entre duas matrizes quaisquer A e B ndo ¢ comutativo.

De fato, tornou-se essencial observar, que em certa medida, é produtivo ndo se

“prender” a certos principios, até porque, o rigor excessivo, imposto prematuramente no

(3) Sdo nimeros da forma a + bi + ¢j + dk com a, b, ¢, d nimeros reais. Analogos aos nimeros complexos, mas
nao comutativo nas operacdes de (+) e (.); foram desenvolvidos por Hamilton por volta de 1843. Aplica-se na
descrigio da rotagdo do espago e na teoria dos numeros. (cf. DICIONARIO DE MATEMATICA, 1980).

(4) Chamamos de propriedades formais as propriedades que mostram as varias formas pelas quais os dados
podem ser combinados sem alterar os resultados, alguns exemplos: a+b=b + c; a.b=b.a; a.(b + c) =a.b +ac;
a".a"=a™"";logy,(a.c)=1logya+logyc. Pode-se dizer que as propriedades formais das operagdes adigdo,
subtragdo, multiplicagdo, divisdo, potenciagdo, radicia¢do e logaritmagéo constitui o conjunto das leis operatorias
do célculo aritmético e algébrico. Também cabe observar as propriedades ndo formais dessas operagdes — estas
dizem respeito a maneira como os resultados variam quando os dados variam — alguns exemplos:
b>b>—>a+b>a+b;b>b>>a-b<a-b;a>b,c>0—>ac>bc;n>ma>1—>a">a™.
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Comecemos representando a grandeza custo’ pela fungdo y = Vx . A derivada da
funcao custo ¢ conhecida como custo marginal. Nesse caso, o custo marginal € y’.
Calculemos. Antes, porém, observemos que para encontrar a derivada da funcao
y =X , é preciso considerar trés possibilidades: x < 0, x = 0 ¢ x > 0. Como nossa situagdo
refere-se a produgao, consideremos x > 0.
Sejay = VX e Ax um infinitesimal diferente de zero (Ax # 0). Entdio,
y+Ay=vx +Ax
ay=tr T ax
Ay =Vx +Ax - Vx

Ax Ax

Ay=(x +Ax - VX ) (X £ Ax + Ix)

Ax Ax (\x +Ax + Vx )
= X +AX)- X

Ax (Vx +Ax + \/;)

= Ax = 1
Ax (\/XTAX + \/;) Vx +Ax + Vx
Tomando a parte standard st| A = st 1
Ax Vx +Ax + Vx
= 1
st (VX TAX + VX )
= 1
st (WWFAX) + st (VX))
=1 = _1
Vx +Vx 2\x
Portanto, quando x > 0, f’(x) = _1__
2Vx
Desse modo, a derivada da f(x) = VX ¢ a fungio fx)=_1 e odominio ¢ o conjunto

2 Vx
de todos x > 0.

(4) Convém ressaltar que o custo de uma mercadoria nao se limita ao seu preco de aquisi¢do. No custo também
entram alguns fatores: gastos de armazenagem, transporte, comercializag@o etc. O levantamento sistematico do
custo de uma mercadoria ¢ feito, nas empresas mais estruturadas, através de uma planilha. No entanto, é muito
comum, empresarios simplesmente arbitrarem uma determinada taxa de lucro a qual imaginam cobrir suas
despesas e permitir um lucro liquido razoavel.
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os alunos com as dimensdes sintatica e semantica e criar estratégias para que o aluno aprenda
e se desenvolva.

Com imagens conceituais mais ampliadas que o aluno, ¢ papel do professor, por
exemplo, mostrar que o conceito de derivada pode ser aplicado a qualquer quantidade ou
grandeza de varia¢ao continua — “toda fung¢do derivavel é continua”, mas a reciproca ¢ falsa; e
como essas grandezas ocorrem em quase todos os ramos do conhecimento, as aplicagdes da
derivada sdo numerosas e variadas. Essas tantas possibilidades para o conceito de derivada
podem levar o aluno do ensino médio a perceber que, o que estd sempre em jogo, em cada
situacdo a estudar - ¢ uma taxa de varia¢ao continua. De fato, perceber aspectos essenciais de
um determinado conceito e ser capaz de explicita-los, melhora, substancialmente, o seu
aprendizado. Sem duvida, a abrangéncia e a diversidade das aplicagdes do conceito de
derivada constitui-se numa contribui¢do capaz de melhorar qualitativamente e
significativamente o aprendizado do aluno do ensino médio, principalmente, se ocorrer no
processo ensino-aprendizagem desse conceito, estratégias que possibilitem ao aluno
questionar, experimentar, analisar situagdes e desenvolver um espirito critico a respeito das
solucdes encontradas.

Entendo, que considerar a fecundidade do conceito de derivada na perspectiva do
calculo ndo-standard, onde intuicao e rigor t€ém papéis definidos, mas interagem - sdo tratados
conjuntamente, seja uma alternativa para despertar maior interesse nos alunos do ensino
médio e conseqiientemente, desenvolver um conhecimento mais critico e reflexivo em relacao
aos contetidos de Matematica.

Quando pensamos em determinar a inclinagdo ou o coeficiente angular da reta
tangente em um ponto do grafico de uma fun¢do e a velocidade de um corpo em movimento
retilineo, estabelecemos alguma relagdo? Aparentemente, essas duas situagdes sdo diversas —
diferentes. No entanto, ao analisa-las, compreendemos que ambas nos conduzem ao mesmo
conceito — a derivada. A inclinagdo da reta tangente pode ser usada para indicar a taxa a qual
o grafico de uma curva sobe (ou desce), e a velocidade ¢ a taxa a qual a distancia varia em
relagio ao tempo. E o poder da generalidade dos conceitos matematicos.

Com o conceito de derivada, resolvemos um problema considerado basico para a
Matematica: determinar a dire¢do de uma curva em cada um de seus pontos, visto que, em
cada ponto, a curva pode ter uma direcdo diferente. Em termos graficos, a direcdo de uma
curva em um ponto ¢ dada pela reta tangente a curva, nesse ponto. Na verdade, a reta tangente

contém um ponto da curva, e seu coeficiente angular ¢ a derivada da fun¢ao neste ponto.
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Para Keisler (1986), dada uma curva y = f(x) e um ponto (a,b) na curva, a inclinagao
f’(a) esta definida, ou seja, a derivada. Entdo, a reta tangente a curva no ponto (a,b) estd
definida para a reta que passa pelo ponto (a,b) e tem a mesma inclinacdo em relagdo a curva
para x = a. Assim a reta tangente ¢ dada pela equacdo: t(x) = f’(a)(x —a) + b.

Para a curva y = x°, encontrar a reta tangente nos pontos (0,0), (1,1) e (-1/2, -1/8).

A inclinacdo da curva, ou seja, a derivada ¢ dada por f(x) = 3x* (esse resultado ja
foi calculado antes na perspectiva do calculo ndo-standard).

Para x = 0, f'(x) = 3.0 = 0. A reta tangente tem a seguinte equacdo:
tx)=0x—-0)+0 ou t(x)=0 ouainda, y=0.

Parax =1, f°(1) = 3. A reta tangente ¢:
t(x)=3.(x-1)+ 1,out(x)=3x—-2 ouainda, y =3x—2.

Parax =-1/2, £(-1/2) = 3. (-1/2)* = %. A reta tangente ¢:
t(x) =%(x—(-1/2)) + (-1/8) ,ou t(x)=3/4x+1/4 ouainda, y = 3/4x + 1/4.

Fig. 4.5

Determinemos agora, o coeficiente angular das trés (3) retas tangentes que
encontramos - o coeficiente angular ¢ a derivada da reta tangente no ponto dado. Portanto, o
coeficiente no ponto (0,0) ¢ zero (0), pois a reta tangente coincide com o eixo x. No ponto
(1,1), o coeficiente ¢ 3 e no ponto (-1/2,-1/8) € 3/4 .

Na busca por uma aprendizagem mais significativa para o ensino médio, cabe estudar
“coeficiente angular” ndo de modo estatico, cateto oposto dividido pelo cateto adjacemtes
pensa-lo de forma mais dindmica, como 0 ncemero pelqual Z pecisomultigicar o cateto
adjacente para obter o opostBsse modo de pensar, ndo sé torna possivel entender que o
quociente dy/dx é o coeficiente angular da reta tangente, como também contribui para

relacionar o “coeficiente angular” com a diferencial dy: dy = f’(x)dx. A diferencial de x ¢ a
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y= x> , torna-se x =y 3

Os limites de integragdo saoy = -1 e y =1 (Fig. 4.16).

y

AN
A

\Vd NS
/-1

Fig. 4.16
Terceira Solugdo
Entao,

A=@ Q-y)-yPdy=2y-12y* -3/4y**| ' = 4

-1
Observa-se, que as trés estratégias apresentadas encontram a mesma resposta.
Questdes como essa do exemplo acima, desenvolve a percep¢do, a atencdo, a

memoria e a imaginacao do aluno, porque ele vai aprendendo a observar diversos aspectos de

uma mesma questdo e a vé-la de diferentes angulos. Provavelmente, ao reformular uma
questdo — reescrever, trocar informacgoes, refletir, registrar, explicar para um colega; maior
serda a possibilidade do aluno enriquecer sua imaginagdo com dados novos e acrescentar
outros dados a coisas ja conhecidas, como também desenvolver sua memoria, pois o registro
possibilita que as informagdes sejam relacionadas entre si e articuladas com o conhecimento
anterior do aluno. Portanto, ao incentivar essas atividades no ensino médio, o professor de

Matematica, certamente, estard contribuindo com o desenvolvimento do papel formativo da

Matemética que tem sido prejudicado pela énfase dada a solugdo de exercicios’, ainda hoje,

nas aulas de Matematica.

Nos dias de hoje, a aprendizagem escolar ndo pode ser concebida “apenas” como um

(5) Estes exercicios s@o resolvidos de forma automatica; ndo € preciso tomar decisdes sobre eles, na maioria das
vezes, basta reproduzi-los de acordo com o exemplo dado pelo professor.
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O critZrio central Z o @ contextualizas<o e dainterdisciplinaridade, a
seja, Z o potencial de um temermitir conex>es entre diversos conceitos
matemiticos e entre diferes formasle pensamento matemitico, onds

a relev%onciaultural do tema, tanto nqual diz respeito “s suaaplicas>es
dentro e fora da Mtemitica, como™ sua import%oncia $ti—rica no
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MZtodos e Conceitdd &'()*+,! -,)! .*(/0)1! 2,3)04+!&! 5&)6&)+! .,66*4' &4+)&! "$789"$7"%!
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'D,!0*410!0+30*'E!
O ensino de Mtemitica tem degenata com freqYencia num vazio treino
de resolus«o de problemas, qumbora possa desenvolver utmbilidade
formal, n«o conduz auma compreens<«o efetiva, nem amai maior
independencia intelectual. A invegéie<o matemitica revela umeendencia
no sentidoda superespéalizas<o e da enfase excesg na abstras<o.
Aplicas>es econex>es com outros cgus do saber tem sido negligenciadas.
Contudo, estas condis>es n<o justificama pior daship—teses, uma pol’tica
de omiss«oPelo contrtrio, a rea«o oposta pode e deve partiadueles que
se entem conscientes @ valor da disciplina intelectual. Bfessores,
estudantes, e o poeblicdto exigem uma reforma construtiva, e n<o uma
resignas<o seguindo a fiha de menoresistncia. A meta Z a compreens<o
genu’nada Matemitica como um todarg%onico e como base par pensar
e o agir cient'ficosF2GH.IJKL!.GMMNJO%!P888Q
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% Matemitica, por sua universalidadie quantificae<o e express<o, como
linguagem, portantp oaupa uma posie<o singular. No Ensino Ndio,
guardo nas ciencias torna-se esserai uma caostrue<o abdrata mais
elaborada os instrumentos matemits s« espcialmente importantes.
Mas n«o Z s— nesse sentido gue artttiea Z fundamental. Psdgelmente,
n«o existe nenhuma aidade da vida contenapeonea, damaesica
informztica, do comZrcié meteorobgia, da medicina ~ cartografia, das
engenhariass comunicas>es, em que& Matemitica n<o compareea de
maneira insubstitu’vel para codificarordenar, quantificar e nterpretar
compassos, taxas, dosage coordendas, tensses, freqYencias e quast

outras varifveis houve&'(%)*+,!-./012!"3332  11456™75!
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Q. '%;4)Q+*41:4. 1;(0%>(BOR+9%bc! 7%06! ATNBYAKAA B)24184*(1/( 8+1*(1. 4084) &%'VVB'. 41 *(!
76/;%'1%300p0YB8YD61%& )+ % 1. 99(10+;%5(&4;4) 01'+43;4) /0+66C/)6. (3(. () 04. 40+Bo*4<!
NG Bo(1*4/(. 4/1%AD6BEI28S O ()IHAIB6(]) 24184* (1/('. W 1+) 4UASI(I>A %IUR 95!/4'(!! 4!
&'4;(I1 AU ()*+,%-(. 1(1(00*( CI(1d%&'()*+,%. !. 99( 10+;%<!

HINININE 48, (/& (;0+8%64/ IKQRST/5!

A Matemttia ciencia, com seus pr@ssos de construeo e validas<de
conceitos e @yumentas>es e 0s procédentos de generalizar, relacionar e
concluir que lhe s<o aracter’sticos permite estabelecer relases e
interpretar fa@™menos e informae>e8s formas de pensar dessa ciencia
possibilitam i alZm dadescrie<o da realidadee daelaboras«o de modelos.
O desenvolwento dos instrumentos meaniticos dexpres<o e racioc’nio,
n<o deve se preocupasapenas dgrofessor de Matemittica, mas dies
quatro disciplinas cienfico-tecnol—gas, preferencialmente de forma
coordenadapermitindo-se que o alunmnstrua efetivamentas abstras>es
matemiticas, evitando-se a memoripandiscriminadade algoritmos, de

forma prejudcial ao gprendizadoWXY=N_"eKSQSRT5!"aaa5!&<$"'b<!
I
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B+'3/-* 1&2IN&! 4+/-* 18&/-1+* 5+ *++/1 ' &3! - . & -3!8(B38&3;¥&'425&=&!IB+3-* +'4&* -4+* 488! A&.
* 25-'5 &!'&! 5+8&+/! 5&31382&3! B34/ &/+3t +!.38=B+/* 4.2 e! [-4+* :4.8-1 1-'5+3! -(- ' ?&3,13! -,.&* -3
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%&'()%*(1+((-,. !,1(/-10)(A*(12/'3*-. ,(12)3/-/ 41/(5617,& 141/8'2/0/14%)&Q(/! 2'7.1,;))*. | 1%&()%*!<!7.!
+*00/((M1&/=>1)*8%#14 ¥ 1?27/ 2)((*!-/(7 &LI'71()(1/). 1., 1/ . ' 1)%8%*/-/41/5!

nmmmin@s- A,/ 4)-,) 4%0,12/1%A()2/-, -1, ., (1%&) %*(R7/1B*CH(*48! % |=-,42/1]( 3*A!
2/(/ 40*8/7!,! 4*0,! U *-), 1 2*(1 )43W)K(). *(5! D8! %*.! %*4(PEEY)3 *(! %1%/} (! 2*! %'8&&! 4G:(1, 42,-2!
3%, 170X, 1.1/ ., 1)%,/41/coerante!/! corsistentes!H/' 7,827/ -1, *2*81,11*-),14G*(1,42,-2!. *(:*7:
(/M)4I). 'O/ &H &, (! ,-1)YEAL /(N /4 1-1'*1)A1FL)B! /I * 1 &F)%B! /1 )(1F -/3*-A1 1 1/(/' 2/ ?7/8! 4,1 C(/! 2*!
%%19%)./4%!.,1/ . ' 1)9@(1"* \+ 4(,. [4F1)417)1)B5!

MK, +*-1.43(1 +,-,1 *1 +200/((*! 2/1 +-/ 42)L,=/. | 2*] %#A9/%9. /41*! . , 1. "Dl (G*!,(! 2)3/-/4A,(
[H)(X. *&=00,(B1-,0<(12/& (\<H*((O/&?7/'*( 1, & 4*(1+/-%/C,. \271%)(,(1? 7/ +,-/%/. 1(/-'%*41, 2)11-),(84,!
0/-2,2/84G@!* (G*D;/. +83%,42M)(X. ,(',- ?7) 12),4*(1%. *I*(1-/, )W) (Y. ,(14G*,-?7). [2), 4*(1%*.*!
*(193+/-:-/,) (BN*I)((* 814,1:&, (12/13*. ,1,2/?7, 2,14*1/4()4*!. Ly8!(/. I/;,=/ -*(1(). CI®H(8!<47. 12/(,3)*1?7/!
(/M. +H1OMI+-*3/((*-/(12/'P,1/ . ' 1)%,5!

MNIH/%R)2,. 141/8%(! 2/(,3)*(! 3,L/. 1+,-1/'2,10)2,!%*1)2),4,'4,(! (,&,(R/" ,7&,8!2,1 /(. ,}. ,4)-' 27/
3L VLN 25 (1 AX((F(1+-*C&., (Y%, * I +-*3/((*-/(B) 6! 1%2%1 . * . [ 42*81 1 +-*3/(X-1 1/. 1 27/1 1*. , -1 2/%)(I/(M!
%*. * 1 -[(+*42/ -V V7. V+[-=74L1 %71 V7. 1 9%0*R718! %, *1/(1). 7&-!,&7. | ,&4* +*7%! [ 40* £)2*8! % *!
2. 4)(1-,-! (P 2)0-(0)2,2/( ) 2% =-7+*8! Po5! 6! +1)%,! +2,=J=)%,!<! -/,&. /41" %*.+&/;,8! 0)(1*! ?7/8! |
-(+*4 (,C)&)2 N 21V 21%) -1 (/=7 )-17. V* 71 *T71-1 2-/AGH 2/ +/ 42/1 211 (7,(1 +J+),(! %*4Q%Al! Q/4?7, 4F!
+*3/((* -RYR/N(7,1 +-3+), N AT)AG*BI*-1)((*8!. 7)F (1+-=*3/((*-/( ;) =I. 1?71'&I(1(/S,. 12,2, (1-1%/)1, (8?27/!&/(!
(/S (%&,-19BF! (*C-N*1 27/13,L/-1]. 19%,2,l. *. [41*120(7,! +-'1)%,! +/2,=]=)%,5! N*-8)((*! 4G <! +*((>0/&8!
+-27N*A() 4%, %*411%NAI,-),. 1411 . 1%*41/; 1% BP6/-1*UBI T1'0/&UBA2/1% 2,1 4*0*!+,( (*12/+/42/1 2!
7. 1%*4S742/10,-) ON('Q.7)1,(12/&,(1+-J+-),(12/'7. ,12/1/-)4,2,1()17,AG* RI/&7/1*1+-*3/((*-12/0/'(/-1%,+,L!
2/1-1&%%4" & (/'] ;+QWL :&(1S74 X!, * (1,&74*(5!

HINIINN1 %' 867 & (/40*&0)2%1+*-1 B*CWU(*4! 4G*! <! ,1,. [41/')=7,&! ,*1 %'&%7&*! 1-,2)%)*4)848,(/' 4,
1/%),12*(1&).)1/(8L., (19", ,)((/. 1&9,4A,(°7/'12)3/-14A,(5'6&=74(" . ,(1%&' (()%*(FL '+-*0,(1?27/'+,-1%/.!
7. 17 2)3/-/42(8!. , (1?7,42*1*(19% &F&(\(G*/ 317,2*(B¥Ck. (!* (1. /(. *(-/(7 & 2*(BWr. 1)((*8!%-4,: (/!
7. VI %/&/A) \&1/-4)Q! ¢ | %'&&T 1-,2)%¥, &! +¥1 +*()O&)1,-! FO,(U! 3*-. (1 +,-,! 2/ (%*C)-! *(! 0, &*-/(!
) R ), K177 N 3AAG 2/ -), 1 (7. ) QY%FE8IHR-IS ). +&811. I [4%-12)(IX49)2/1 7. !
+&A4 /1,1 * I(/7' (* &R8!*194M2/1=-,0)2,2/! 2* (1%*-+(1?27/! (/\,1-,/. Y'+-1+-/0/-1,(13- Q1,(12%("(,1<&)1/("1/--/(1-\Y
+,-,0 +*S/110() (1201, 2,-1(Y+,-,12/(1,-11/*-),(1-1&,1)0,(1O (1% 41/(*%/X4)%,(!/'O12)4)R6,'12,! 1. *(3/-,8!
(1 +-)4%)+,& 141/8!+*-1 1/-14*1 (712/(] 40*&). [41*1)2<)1)417)1)0,(! &J=)%, (5! D({,)2<),(!?7/! +,-1%/. ! (/ -!
%*412)13-),(1 4*(1342,. [4%(12*1% '8 7BY%*. \B*CY(*482/(/ 40*&/7:(/','(7,")41-,AGS5!

HIEMIMHA3,1*81 1/%-),143:(1,42,-2I<7. 1. *(1-,12/1%*. *1/(1,C/&/%/-1-1& Al/YA1-/',(+/%1*(1?2784,!. ,)*-),!
2,00 O/L/ (! (B! 1-,1,2%(" )(*&,2,. 141/8! +*2/1 21 C*4(!-/(7 &1,2(5! N*-1 )((*8! ,* *C(/-0,-! ,! 1-,313),! 2*!
2/(/ 40*8D). 14! 2% %'8F&! 4G:(1,42,-2! +2/. *(! D-,-! ,&=7. , (! QAI/(' ). +*-14Y(" +,-, | *I [4()4*! 2/!
P,Y. "1%,51Z.,12/&, (1<!,14/%I/(()2,2/' 2I'*C(/- 0,-1*1?7/1S19,0),!()2*! 3/)1*8!*7 (5,8 (=,1,-1)2<),(I/!. *2)3)%"
& (/" 41%I((- *SIK(E1 L. 1), +*-Dd%) +/2,=J9)%,8! 32,!. ,)(1%* | ,|F43,(/'?7/1<12,2,!,17,&. 141" *1?7/1 <!
4*0*8!-Po/AN8). 12/1:). /A2 12*1271'\ S YA B [GH(N 1-, 112/1(,;7 2*()(. *8! , (12/'-/%*49/%/-1*1 0,& -12/((,( !
)2<),(M+,-,17. V%% +/14(G*. ,)(1,2/?7,2,'2*(1 %*86/)1*(} , 1/.'1)%*(5!@!%*!,2. ))7![\1 *4Mse eupude
ver mais longe Z prque esava apoiado em ombros de gigantessV 7%, 847, ,1%/-11*7(, 2)1/19% -, =/. 1+,-12,-]
7. 14+,((*1O13/4U B BCAC* A *7(* 71 ,(1, -098&! *1)AT7))0*!/ 1 *1 &=P8! /1 %*-,S(,. 41 %*4(17)7!,&*14*0*!/!
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UQ(**+&'(,!-. 1(&*%&0M)(2%*134(1%**.1 2))+,115)'%246+)! | %B'%{!. 1@9%.!1. :(1*()! .! diferencid! 19+
+4 %6%HBE. I . I(&*U&< 0 Yl +1<( 6= )+)FA+1+)(&: %o>+9(,!
2 40,1 +*1(2 %1 )& (! &! (( *(&7.67% (& ¥ @Y% . Y @19 1()*IAK2% (! <4%*!
<+'( <B%2.*1@)(&'(!C*12)D'%2H{REG6+KL(6++EYIFU+*1*( 4| @A&:H&' * 1-+ 17():+:( N+11()*%*A&2%+
@644 (1 (* 1)+&G+! ([*( *1()./1( &)(1*+'%*@+GH.!P({GH.,! I'<+%* @B2%6(93%6)! 34! * (11(&*+!34(1+
* BAGHB 4(IE4*2+<.*I(* B1)8;% 1< +*10K +98: UG ()*(7()+)!34+& . |&H.I*(17A< +1*+Dr11+)+1+ GBAG + (!
341 (E@K+<.*,1J &) (" +&. 1&.1 (& % 1 0&(2(**B)%: *+ ) +1 1()*%* A&GRRH< | +*1 (;1( 2'+' %7+, 1-H:+)! 14)+1%(!
(E)AGHF. B)(14<11). BR< H*(1. 1< (*< J&H! )(1)(*( &HB () (**(1+84< | 1) +LI+B4&, 1K) O< /1*(1. 1 +@& | &H
(<& HBOCH(! 1. ) &H!'()!1 2. &*2962% :+1*4+1%1.)' L&29M 24E (1 + 11). @*. )! (*' % 460! *4+1 2394% + (1 (!
0B2APME14<12()". L:(*( NIz (D)(*.67().1 1).EF< +/12.<. '+< ED</12.&2( () M§(!+84< 1O(< 1.P/119+!134(1(§!Q!
+@&R. < (1+1:(29H.L( 1:( : BH)M*(1B)(@H(! )(*.6TAME-(**(12 . &' . N(*1()+M*B4A(.1+ & 1+1)(&: +!!
5! perseerar a despeitode insucessos apreciar pequenos progressos, a
esperar pelddZia essenai e a concentrar todo o seu potencial quando esta
aparecer. Se 0 estudante n<o tivema escola, a oportudade de se
familiarizar com as diversas emoe>afie surgem nauta pela soluso, a
sua educascomatemttica terfalhado o ponto maisvital,!QK?ST5/1"UUV/

1I,"#RMN
I

HIIN?E7%< (&' (1 34(1(; %*'(: 1 9@ () (& 1. ** U6+ 1-)+HE.): H)1.%1 2. 82(%"*!:. 12B6BUEHM*+&4): 1&.!
(&*%% 1< 0:%/! < +1&H!0!(; +9().12. &*%)+)! +lapresantas<o clara das idZias principais!2.< . 1(%;.11)%&2%1#6!
34+98%()! (*)+'09%+*! .41 €.:.6.9%+*! (1 (&%&. B6Y%B*/! +*1 B! %:0%F! 2.%'4< 4< | *()1 26+)+*1 (/! F:(*+@¥%4
2.< (G, 134+&:.1'(< . *134(1 +1) (& AM6+* K06 B6+*! (1 B.2BM6+*1 (3) B'%2+,! W+DH (P ) +&:(1 %4. )'L&2% &l
clarezadas idZiasprincipais!(< 134+84()!:9%24**H *, E)(1+1)(& %+9(<,!
NI B@+8+*1* E)(1 O 1+&:H)!:(! E%2%26[&-P14< +12 %*+1012()'+Y.I&H 1) (&: (11+ 1+&:H!:(! E%2%26('«!2.
A4 A¥16(%* K (2L&Y2+!:(1-2'.&! (1*%</". < +&:. | 7TB)%+*! 34H (1+1)(&:(&.! ¥ *%9&M Yo2+: *1 :(1*(4*
TB)H2.< L.&(&'(*1I1*(1< +96*1"+):(/1490<!: (*(NDI*()14<I1).N('%*"+!:(E%266+/! (&'H./0!12.)&(12.&=(2()! +*!
6(%*!:+ RL&Y2+,! [%F (K +1) (@ )A&2%HES62% 261 +)%: %>()! 34(1 & A &%&.! . ¥12.8&2(%' *K +( <B'%2.*R+E(!
*AE*%%)! ¥ +@'. * 689B.M@x +%*!(I6+tlareza dasdZiag:.*!+ *1(2'.* %&'4% Y H*AHE(6(2(&:.! 2.&(\(*!
2.< 1 A)A < M2 &=(%4& 1 2.< . |+ [D*062+%6.9% +! J2.&.< W! ('2,/W(*'+! @.)</! 0! 1.**D7(6!
+1) ;% DLI&*®. (1< +(<B'®@+!1< 1L 12.< . 1+1M +(< BB+ @1:980.) 9%2+<(&'(12. &*) 4D+, !
HINNINNS&: +H* E)(1+tlareza dasidZias 298 [@B+*/V(N<« . *1.134(1:96*(1I56E()' 1J9%&* (@WQUS 11, "RY !
Dos doze aos dezesseanos, failiarizei-me com o0s elementosed
Matemitica, incluindo o princ’pio doftculo diferencial e cflculo integral.
Tive a sorte de encontrar livros queo se preocupavam com o dgl—gico,
mas que permitiam a apresentae<o cdamda idZias principais. Era um
trabalho verdadeiramente fascinant certos pontos extremos me
impressionava tanto quanto da geonetelementar B a idZia bisica da
geometria anal’tiqa, as sZries infinitas, amceitos de derivadas e irjtegrais.
Tive a sor¢ ambZm de aprender gssultados essenciais e os mZtodos de
todo o campo das cienas naturais,numa excelente obra popular que se
limitava quase queexclisvamente as aspectos uplitativos (Bernstein,
Popular Baks on Natural Science, eemco ou seis volumesg,que li com
absorvente aten«o. Jt estudarambZmum poucae f'sia te—rica quando,

com dezessetanos, entrei para a geola PolitZcnica de Zurique para

estudar matemitica e f'sica.
i
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&0'/067(),&0-/8(9&3:! ;(8&,! <'6! -&! =60'! */+,6'l &&'1<->7*6 263! (1&0476! &! /01&,&"&@" A(/"
&'1,(1B9!) ,&2/(3 '&,1&'1/3<*(-("106!&0'/06!3B-/6!CIB!J /''<3 (I(1,/=</4?6!-6!),68."6,@!!

-&*&'1 ;(8&,! /01&,81(45&" &' /0;&,HO2/('! BF! &3! 2&,1(! 3&-/-(F! 2,<2/(*1 Y(&I&(,! (!
(),&0-/8(9&313(183 >1/2(!-6' (*<06'@!.01,&1(016F 9&perinciaF!)6-&36' -/8&, | E<&! 076! B
<3(1),>1/2(13</16!-/"&3 /0(-(! C!),/02/)(*3 &O1(! &'26+(1)I=*/2(@' K*/>'F¥BL6! 2633 FB!
&02601,(,!),6:&"6,&"1-& G(1&31/2(! E<&! ()&0[(),&'&0X3! 1L)/26''6=,&! <3 -&1&,30(-6!
("<016! &3!'<(' (<*('F! &! 076! ;(8&3nenhuma,&;&,HOR (1*/+,6' 6<! (<16,&'@! M&! ;(16F!'&! 6!
(*<06! -6! &0'/06! 3B/6! 076! B! &'1/3<*(-6! (1 *&,! -/;&01&' */+,6'F! 263,>7*6'F! &' 26*IH7*6'F!
28&,1(ROL&F'<(1(),&0-/8(9&B&,>!), &N<-/2(-(@!

G(1&3>1/2(!1B!'<32(3) 6! (/0-('&3!;6,3 (4?6F! )&'(,!-&!'&,! =("1(01&! (3)*6 @' O&9<0-6! P/,&'!

QRSSSF!@"T"UF!
Nas celtimas dZcadas, os recsrsoetodol—gicos para o ensino de
Matemitica foram colocados no centias atenees de grande parte das
a»es de capacita=<o de professores,como tambZm das pesquisas
academicas:o uso de jogos, de nmatais de construe<o e manipulaspa
incorporas<o didftica c Hist—riada Matemitica, dos elementos do
cotidiano (especialmente por mim uso de jornais e revistas), a utiliza«<o
de v'deos, calculadoras computades (mesmo em menor escala) s<o
alguns indicadores dessagmcupas«o. Noentanto, apesar do farto material
existente, calendo sugest>es metodoleag para oprofessor, na pritica hi
uma grandalificuldade para incorpof-los ~ priticada salade aula@!!

I

&V/'1&01&TW!),>1/2(! )&-(9L9/2(96&,! (1,/=X-(! (6"),6 =*&3('1 -&! ;6,3 (476! 1B20/2(! -6!

),6:8"6,!CIBI0&2&"> /6(=&,!<31)6<26!3(/'!-6! E<&!(E<ME<&!'&!-&&&0'/,!&!W!,()/-&8!
-(13 <-(04(1C!<3 (1-&*(!B!6!,/136!-612,&'28 816! E<(F1(1/+6!E<&! (1/09&!6! &0'/MBIE!

),6:&"6,&'13 (018 1<31260'1(0R!/,1&!+/,|8N&!6!E<&!'€3 |&B!E<&!076!'(=8B&01,&! 6! E<&!
183-&!;(8&,1&!6!E<&!)&:3!;(8&,F1&01,&!6!BB&, /3 801(,(3!(01&,/63&01&!&! (KR&"/(-& !
-&1/01,6-<8/,1/06+(45&'F! &01,&! 6! E<&! (H/@BH'16! ,&(*/8(,! & 6! E<&! (1 260-/45&'1 -&! 2(~(!
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%&IH()&! *+,-'% 1 +-&(\O+,11 21 (.'1-&()'3 )&IA5' &) *,&6'..&,! -, 7+ 'l -, 7+] 5+ +)5+89&!
T %) T-+06)' |+ i+ (& &L TH< +] 4141 (&8 &(-T)&<I V! * -7 +1 ' +/=&) %+7.1 45'1 &!
>4+2'1.82,'@!) % 7(+:&! +..50)&<!"1%47.1:&! 45" ™ &:5AT 1 )7;7:+:.1' % B, 7'<! +.145+7.!
*' BXC'% | 5Yor! -/+.."1 08U&=D(+E! 1 *-7.+1 11 -&(0'-7% '()&.! 45 *&..727/7)+%5%-+
+)5+89&IA5&(.7:' 1.5 1+/5(&.1, +T IF1-&% 1.5+.1:7:, 741!

-&%6,&%6 )79 &! *'..&+/' :&! *,&6 "..&,! "% !,/ +89&! +&.! .'5.1 +/5(&.! T I * J* 7+ )+,'6+! ;']
(.7(+, 1

nmmnnnK5%+1 *' *¥'-)7,4+1-&()'3)5+/7A+:+<! *&:'%&! :7A",' 45" 5%! *,&6'..&,! -&%*,&% ) 7:&!
“&YA+! 5+ +, 6+ (. 7(+,1(9&!BISWH &6'..& 1>?&(AT(0&@<!*, 7(- T*¢Iph"1>.' 12&(AT7(0&@!
6&,!,'.5/)+:&! :&! *'(+% ()& )7*&L! SM/'1 *+. .+ YO&! *'/+! -+7'8+<! &! B! *'-7.& '.)5:+ <!
45+/45'1-&7.+145' "16+8+!B!+-'7)+@A.! &!451'(6,')+! +!: THYA+!:&!:7+0+0O: 7H.+/+!:" |
+5/+1% ) +(: &I +*&T &I &P) T;&) (+1.5' +89&! : +.1 :767-5/:+". 145" &1 +/5(&.1+*,". ' ()+%1! Q%
S L767-5/+:1BI+16+/)+]:"1+)'(B89&!'1% & 7:+89&!*+,+1&!".)5:&1!R&,! 7..&<!B!.+/5)+,1&?.",;+,!
S+ .+ 1'17.-5)T; U510 1) %7 (+:&.1% &'()&.1 (+!.+/+1:'1+5/+1:&!'(.7(&! % B7&<!5%+
>:5,4+@<! . i+:+] (#1 0&,+! - )+<! *&:' * &:&-+ 5U '6'7)&! ) 796/+:&,! %57)&! ¥B&,! :&! 45'!
*+/+;,+.1:7)+.1%!15%!)&%! 0.5+ 1*&,1*+,)'1:&1*,&6"..&,1!!

(F] +/+] 5[+ T&) +-&()' -1 F/&164)&! ' (9&) ') +,% &.1.567-7'()'98 ()'1*,*+,+1  &.I*+ +]
(T -8YN+.1:76' 8+ x4 +1 4. 500 TU8)+ | F&(APTIT:H N (T(+% &1+1)&:&.1!
V&()5:&<IBI*,-7.&1'(-+,+,1'" )+, +/7:4:11(9&!:.7.)7,1:12  5.-+,15%+16&,%!:'1+)5+89&1%7 |
&(7.) 01 T6T-T()<! (A5+()&! *,&6'..&," 1T N+)% VYT-+! 451 * 70404 *&.,1 %'/0&, +,! +!
A5+[T: 471+ (:TA+='061%4)' 90Y7-+1(&)'(. 7(&19B7&1!

(&!'(.7(&! 'TN+)% Wr7-+1! M(),)+()&<! (7(=5B%+(0+! +&! ;",! 5% +! -, 7+(8+<! 59P&;%!
* ) 7-+(&<1*&,V'3UF /&< T +(&<!; T &IT (&< VO N *&, L 7+1IR+,"-'@. 145" (&! X, 7'()'1 (9&!
B7)1LTB. XD, T(+%0&! 70 (7;&E R+, 24)+()" &%&,)5(&! 4+, UG&S
0+27/7:+:"1'1-W/-5/&!'(;&/;'(:&! +.1&* +8C".  165(:+% ()+7.1)+()&!-&!7()'7,&.!-&%&! -&%!
H-T&(+7.<1;7.)&IA5'<128+FR)1+/5(&.145' 7(=," . +% 1(&!'( .7(&IVBT&<!I+7(:+1+*,"'()+,'%!
'67-7D(-7+.145+()&!+!'£1&* +8C. LIGT7+()7..&<!&!78&,)+()''B!"()'(:",!45'1% ' %&,7A+,!"]
-&o6 " (1.9&1)+,'6+.1-&% */' % ()+,!1'1(9 &!+()+=Z(7-+.1![5' $6?2+.1 .9&!'3),'%+%6() ' !
T96&,)+()' 15+, 4+ +% ' TA+="% 1 : & +/5(&! FI 798, ) +()' ) +%6?2B%! B! /';+,1 &! +/5(&! +1:7.- (7,
45+(:&!*,-7.+15.+,1+.1:5+ 1&5!1+*(+.15%+! S'145+/J/+. 11R& 1 7..&<! (9&+.) +!+*'(+.1-,7)7-+,!
')1&5!+45'1% B&:&!:''(.7(&<!B!*,-7.&!&/OVD/&!-&%%6,5:D(-7+!"1-,7+)7;7:+:"1\H1+)7)5:'<!
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$%&!" (&) &*1+%!,%*-"1+./1,*.0'/[ *['1121+&/34&2 4-.12 ' -.+.56)&3.17'2 1/1,*&.*1%.1%-1%5!81"!
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O ensino danatemitica deve semm convite para que o aluno empregue a
I'ngua materna com mais corres«o elareza.[E] pois um dos aspectos
formativos dessa disciplina Z precisante o emprgo correto eclaro da
I'ngua mce, importante atZ mesmo em nossa pr—pdentidad@!
456789:;l< ==>;I31"?3!

)%1)+-.%,! FYG()0(% 1R ' 1F'&F! HYfbcundol'&'1''&+1 F-I'C+* 1* ' +* G-)'31910* 'IF",!
)9%1)(0,3+, F'1 1%, '1G(-,+! K! LO+! 1HY%! /%SHHE+/&+)-'&! %01 4-* -| ' &! ' -* [%&. M1)-"l F'
intuie<o ;! /9,1 KI 0%1 +(+*+1.9%! F+)}A%! 1' /&%/&NHE6,! )%1)+-.%,1" *+*G.-)%;! +!

* [&+,)-1FOA+('%!+,/0&-.%)&-1IAPHPBI F%! +* G-)%,31Q%&.'1.%;!.& IR2('!/'&1%!+1,-1%!
K! &+,C.G2('! Y%9%ST+.-A%,! F+D-1-F%,:-2U&H&",! '.-A-F'F+,1L0+! %! '(01%! &+'(-I'l 1%!
F+)%&&+&! F%! +01 F-'1' F-'31 V1.08&)#4D-.0-2,+1 10*1/&G.-)'I'l +&! +,.-* O(F'3! QUb&KH
)'SH(+* S'&ILO+1%!/'/+(IF1-1.0-NH%!. #*1(+ 31 @ HY%!KINK-'1/'&"1%, /8% S (+*F%!+1,-1%!
F+ W4 G-) L% ' LKL 0% D%&.+! -1,.80%0%1'&"! ,+&! .&'S'(E'F%;! -,.%! /%&! LO+;! /&+1F+&!
W' G-)ITHOIKY /41" 1&+ TB+&I+ X+&)O)-PRYES (+* IFIA-F'1)0%.-F-'1";14* S%&'1.*SK*1%!
AT L&Y% %A+E! %! F+, +1A%4(A6! F'1)/)-FF+ 'S &'l F%! '(01%;! D'l+1F%! 0,%;!
F-C™* % IF-+10%'1-1.0-NIt* * -, 1+('S98FIP!-1 .+(4.0'(3!

formak!)OT'-FK-TF%*1'1.+! KI'l F+1L0+;! D%&!HB&.C'1-I'NH%! (BCE%EE %! )% 1E+)+1.%
1 G-)%! .%6&1'2,+ 0% %1.95%! F+! D'.%,UF&,%,;! ,+*1)%1+XJ+,! +:1 /%&.'1.%;! | 95!
DY6&.%!F+10*1.+%6&-'1H%! KI0K'&+D'!DG)-(31Q%&! -, MpIERH02,+9%.8&' &) YoWh+(+*+1.%, ;|
&+ A% +1.+! %/%,.%,;! )% -1.0-NH%! +! 8-C&6&/™* | F%! F+,+1A%(AL%! F',! -FK-'!

£ 4% G-),310;ILO+LO'1F%!'&.-)0('F%,! 11 #FF'1)+&.";1* %.&'21%,1%! L0'1.%! K! +L0-A%)'F%!
)%1,-F+&'&! %! Y%1E+)-*+1.%4*G.-)% /&%Db;! ')'S'F%BZO* +1.'1 'l Y%* [ (+X-F'F+! F'!
&H(NI+,! +,'S+(+)-F,1 +1.&+! %,! )%1)#-h)%1 +L[+1.+%1.+! [%F+! 'OX-(-&! F+! DY&*
-C1-D-)".-A'11'IDY%ENHYIF+!196A88:)',1/'&'1%!+1,-1%! F+IW' +*G-)'3!

F+1 0% &+D(+XHY%! LO+! +¥# )&-.-)* +1.+1 %)061)+-.%, %) G ()0(YilH62, . LF&F* +F-'1.+!
0" ID%E&O(NI+,: 1 &Yok-+F'F+,:1) &G +&! 1Ml +1F+D-1HNLO+! &+H1." \1)%*0%!.* SK*!
' 180/.0&,ILO+/&%A%) &M %! F+1A%(A-KL.%!F' W' +*G-)'3!

integrd;!'S&-1F% 6! F',| F+D-1-NJ+ #)IL-)-F'F+, 1 &+('.-A' 1" +06&F %, | (-*- +,:1/'&.-1F %2, +!
F+1196NJ+, )9 C&'LFI'1)%1, .'1.+,1 +1 A &-GA#8%/%8)-%1'(-F FHG&+1K%)-F F+;1 &+.'
J1CHLA:L X FH A'&-"NHY%! F+! F-D+&+1.+:1 +1¥8;! .{1)9%6 %,H%! 0.-(-I'F! 1%! )%.-F-'1%3
Y+, 41 * 05%;! KI /%, OA+(! J&*+1F+&! %! -CEIA +1.-F%! .'1.%! F'! F+&AF'! W6F'!

| "#$



| "#$

%&' ()*+,-1 (/. 0V/(. ! 19R0*! 1(! %&3(*+/! '45&%5+/! 02(*+'6*%-+/! (! 10! +*/(&+,! 1(! 1(7%&%89(/!
2%(5%/+/1:1 (//+1 2%(5%/;01 1+/! LEEABO(/! (/'<!*(,+5%08&+1+ 144801 (. 2*()0>! 1+! %6&) ?+)(

CH( <%5+-1 20%/-! (298:0)%5+.(&'(-! (@6l 1%A(H/+/! 20//%B%,%1+1(/! 1(! 50.2*((&/:0!
1(//(/'50&5(%'0/\C2(1/:050**(+/1(150(*(&'(/'10120& 0! 1 (IA%/ +4(. <%50D!

&;0G!/'+&1+*1-12+052+02GH1*+*1+1A%-+B% (VA L#E'<G,0/150 0(,(. (&'0/1C2(17+A0*(5(1H

+2%(&1%H+)(.-! 20%/-! &+/! 5*%+89(/! 5%(BAT%2GK+&'(-! 4! &:0! /6! O/! *(/?,'+10/-1 4!

£, BA. 1012%05(//0! 2+*+ISF()+*1+1(, (/-1+!+'% RUG/ (/'21%0/0/D1 1 J//(/' 2*05(//0/1/;01*(2,(‘0/!

1(1 1% 2+890/(! %14%EP(1 )(*+,. (&'(! YoRVO). | +1 57%060/%1+1(-! 1+1! +! QMK 1(! /+B(*

(@2,0*<GIAU(! 2. +! 2(*/2(5'%A+! /TR6(& (&(1 +. 2,+! +*+A4/ 1+! 988501 1(1 1%7(*(&Y/
7+0%(-1(11(1%8&57,5+*1&0/1+, 2&0AR 0BL(11(1B?/5+! (11(150&7*0& 0/11(1%14%+/D!

+0/1 50&5(%'0/! 10! 5<,5?,0! &;0G/'+&1+*1-1 ((R(&L5(*+! . (1%1+-110! C?(1 /(! (&'(&1(! 20*!
59%N&5%+Y . <%5+-1 2*05(//0/! 1(! 7048;0! (I +2*02*%+8;0! 1(! 50&5(%'GH.. <%50/! (!
20//%B%,%1+1(/! 1(! 2*<'%5+/! (1?5+BHMY(/>-! 20%N(/! 201(. ! 50&™*%B2%*!
19%)&%7 %5+ AR +*+1 +1 . (,FO* %+ 1+ +@106H+)(.+'(.  <%5+!&0! (&/%&M%0! 20*! /(*(.!
2*0A05+10*(/'1(1*(7,(@;0!5*I'%5+D!!

WO, +02%+50852/; OIC2(1(. (*)9B!1+B0//+1+&<, (B +1&(5(//%1H! 1("0*&#1+F//IA(,1+0!(&/980! . 41%0!
O/1+/2(5'0/1*(, (A+&(/' 1 /! 508.5(%/! 10!5<5?,01&;0G +&L+1DE(/" (! 50&(@0-10!2+2(11012*07(// 0*1411(1)*+&1(!

% 20*PR.59BK/ 1508+ B2?BO(/ | 1(/' (-120°1/2HA(H-120(. 1/(*1&0!/(&BOL(1&;0124(// 2204C?(10/1+280/1'N 1?. |
5(*0! %&X(//( ! 2(,0/' 50&506'0/! 5%(& ITBLY 1%.! 5+0/6+*-1 +&'(NIPLO0-! (//(! %&'(*(/ (! (! +! &(5(%1H! 1(//(!
50&(5% (&0D!Q+*HOAAI20/ A(12+*W1(12°0B(. +1*(+HC?(1+7((. 101+2&0R+HE(12°052+*187G. +89(/!
*( (AR~ 21441 (211 5 08F(5% (&O/! +&(*TH(/-! . OF *#1 +52&H (! +2*(/ (& +*E(! (,(.(&'0/'  &OAO/ C?(! 20//+!
&(5(//%o+1 200 412 AN, ICT1&; 010/1( 8508 *(1204/% (/. OD!

+ &(5(//%1+1(1 C?(1 /(! %&/'+,(! &O0! (&/%8%0! ;! 0! C?+&'0! +&'(/! 20//1A(,-! P.5?,"?*+1 C?(!

B?/C?(! Olconhecimento matemitice™+A4/1+H %&+8;0! 1(! /( ?/' L%A*/0/! +/2(5'0/! (! 1(!
2*<'%5+/! G 20//%B%,YA(">1 50&F(5(*-! (! 2. ! &IA(,! +2*02*%+10-! +/! %14%+/! HCLO/!

7?81+ (&'+%/11+!U+'(<%5+-1B(50. 01+2*(5%H4/(?1A+,0*1(1+!/?+1 & (H+R!V>11(/(&AO,A(*!
+15+2+5% (H1{!?'%, % H+*1+1U+05+!12+*+1/BI0&+*12*0B+-1*+5%05%& +*! (T8 5+50. !
50&7%+&8HV00! (/. ORIW>!2(&/+*150.+'( . <%50-1%/'0!4-! (@Z®0'?+8§9. +(. <%5H-
B?/5+*1.01(,0/-170%. ?,+*1(150. 2*0A+*IF%26' (/{{&(*+,%H+*1(12(&/+*1,0)%&(D! I& 7% H

50. 2('N&5%+H(. <%5+!C?(!'010!+,?&0! 10%&0! 41%0!' 201(! (! L(A(' L(/(&AO0,A(*!1 4! +1 1(!

%&' ()*+*1(/1+'2*<'%5+/1A%/+&10HE0. 2*((&/; 0150&5(%'?+,!50& ' (@eH+1+!(1/%)&%7%5+'%A+D!



| "#$

IINININOA&'())&*H, |&+-'&!)/01-&R2+0L 0010!30)-.2+0*'04M5)0L&! 186-T-&168 2+.8!0)-9! (6)0'(3&! &! .8+6&*!
18()10)-0148 60101.10)* +-+'.1/."1  &!./'063(.3&:1<0))0!, &3&=E061( " =9'()!)(-+>?0)!3(40'G-0)! @ &AB, .)B*!
&4-06-' 11&].)!3(4006-0)! @) &820)I5V&' 070, /8&B*IC +-&!(, /&'-.6-0;'D103(., &)!2+016+, .1/0")/01-(=.!
18607-+.8(.3 .! 3&! 06)(6& 30! E .-0, 9-(L.* 6F&! A0 .G(! 3(6-01 301+, | /& AD, .!14:11&, | 2+0! &.8+6&! )O!
186106010, 1./ '0630'1+, .!,.6 O(.130'0.8(..' |.8@430)186HD1(3&6&=8D!-., AG !/'&l+.106-06301.)!":? O)!
108 )12+.()14.88HEHAGIAO, 1)+1(B(3&;!

IO G+63&1&!1(06-()-.13.11&:-.>F&D!/)(1I8&G&! 1&G6(-(EBRI1H. 6L @$SM*INDA!

O segredo para aprender, depois de tentado fazer algo, ter falhado e
avaliado suas pr—prias a*>es, estd processo de generalizas<o. N« Z
suficiente apnas aprendecomo agirem determinda situas«o; voce dee
saber tambZm como generalizar &di que aprendeu, pra que ela se
apligue em outras situae>es. Se voce n<o for caphe fazer isso, adquiriu
uma coleso estreita de informaes n<o relaciomdas, ceteispanas em

dom’nio espéficos, mas inceteis em qualquer outscr!
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